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Vierter Abschnitt.

Die Forminderungsarbeit.

§ 27. Die potentielle Energie eines gebogenen Stabes.

Wenn man annimmt, dass die Sehubspannungen neben den
Normalspannungen nicht in Betracht kommen, oder wenn es
sich nm den Fall der reinen Biegungsheanspruchung handelt,

hat man fiir die specifische Formiinderungsarbeit nach Gl. (41)

A G
B
und fiir ¢ kann nach Gl (48)
M
b

gesetzt werden. Setzt man dies ein, mulfiplicirt A mit dem

Volumenelemente dr und integrirt iiber das Volumen eines

Balkenelementes von der Liinge d#, so erhilt man fiir die in

diesem Balkenelemente aunfeespeicherte Formiinderungsarbeit

dA den Ausdruck

e e
dA = -]__,r,__,r_}ﬁ;u dr.

Fiir dr kann man aber dz - dIf setzen. Der FHactor dz
kann vor das Integralzeichen gesetzt werden, ebenso M, E
und @, und man erhilt

M=
f!r_’I —

EYOloE

dx / ;;inx!r F,

Das verbliebene Integral stellt aber das Triigheitsmoment
des Querschnitts dar; der Ausdruck vereinfacht sich daher zu
il i
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7u demselben Ausdrucke kann man auch noch auf emem
anderen Wege gelangen., Betrachtet man niimlich nur das
sine Balkenelement withrend der Forminderung, so sind die
an den beiden Querschnittsfliichen auftretenden Normalspan
pungen iussere Krifte fiir dieses Korperstiick und die von
ihnen geleistete Arbeit muss gleich der in dem Stiicke auf
gespeicherten potentiellen Fnergie sein. Hine Bewegung des

ale Ganzes kommt dabei nieht in Betracht, da

i\.r“ﬂ'[u'!'r-
sich die ifiusseren Kriifte daran im (xleichgewichte halten, die
bei einer solchen Bewegung von ihnen geleistete Arbeit daher

oleich Null ist. Wir brauchen uns daher 1

=
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tiven Bewegungen innerhalb des Korperelements zu kiimmern.
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Am einfachsten geben wir uns iiber diese Rechenschaft, wenn
wir uns den einen Querschnitt festgehalten denken. Der
andere Quersehnitt fithrt dann gegen diesen eine Drehung um
den Winkel dg aus, der in Gl (76) zn
=
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berechnet ist. Die Normalspannungen an dem festeehaltenen
(Querschnitte leisten withrend dieser Bewegung keine Arbeit,

da ihre Anoriffspunkte in Ruhe bleihen. Am anderen Quer
g | J

schnitte konnen wir uns die Normalspannungen zu einem
Kriiftepaare vereinigt denken, dessen Moment gleich dem Bie

gungsmomente M ist. Die Arbeit bei der Drehung 1st daher
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wie schon vorher cefunden war. Der Factor - musste hier

wieder deshalb beigefiigt werden, weil das Moment nicht withrend
der ganzen Bewegung dieselbe Grosse M hat, sondern von Null
an proportional mit der schon ausgefiihrten Formiinderung bis
auf den Endwerth M anwiichst. Als Mittelwerth des Moments
wihrend der oanzen Drehung ist daher .1, M einzufiihren.

Die in dem ganzen Balken aufgespeicherte Forminderungs
arheit A ist demnach

1 4,
A - = ’ o] da. Eatal
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178 Vierter Abschnitt. Die Formiinderungsarbeit.

Wenn die Arbeit der Schubspannungen nicht vernachlis-
sigt werden soll, muss hierzu noch ein Glied gefiigh werden,
das aus den Entwickelungen in § 24 unmittelbar entnommen
werden kann. Man muss dabei beachten, dass die Schubspan-
nungen bei der Drehung der beiden Querschmitte gegenemander
keine Arbeit leisten, da die Wege der Angriffspunkte hierbei
senkrecht zur Kraftrichtung stehen, withrend umgekehrt bei
der Schiebung des einen Querschnitts relativ zom anderen die
Bewegung senkrecht zu den Normalspannungen erfolgt, so dass
hierbei nur die Schubspannungen Arbeit leisten. In der That
wird daher die ganze Forminderungsarbeit fiir ein Ballken-
element durch einfache Summirung der beiden Werthe er
halten, von denen sich der eine nur auf die Drehung und die
Normalspannungen, der andere nur auf die Schiebung und die
Schubspannungen bezieht. Fiir ein Balkenelement war die
Arbeit der Schubspannungen in § 24 zn
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ogefunden. Mit Riicksicht auf die Schubspannungen wird da-
her die ganze im gebogenen Balken aufgespeicherte Form-

inderungsarbeit zu
N> 1 o w2
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Wenn etwa neben der Biegungsbeanspruchung noch eine

erhalten.

axiale Belastung des Stabes vorkommen sollte, muss dazu noch
ein drittes Glied gefiigt werden. An dieser Stelle soll aber
auf solche Fille nicht weiter eingegangen werden.

Die im Stabe aufgespeicherte potentielle Energie muss
auch gleich der von den #usseren Kriiften, also von den
Lasten, wihrend der Forminderung geleisteten Arbeit sein.
Hierdurch sind wir in den Stand gesetzt, noch einen zweiten
Ausdruck fiir A aufzustellen, den wir dem vorigen gleich setzen
kénnen. Die Auflagerkriifte leisten bei der Formiinderung
keine Arbeit. lhre Angriffspunkte sind némlich entweder voll

stindig festgehalten oder, wenn ein Angriffspunkt lings emer
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Aud [;1:_1-5-|-!|;'L||1| beweglich ist, steht die Verschiebung, die er er
fihrt. senkrecht zur Richtung der Auflagerkraft; in beiden
Fallen ist also die Arbeit gleich Null Nur dann, wenn etwa
ein Auflagerpunkt lings eines (ileitlagers verschieblich sein
sollte. in dem eine Reibung von merklichem Betrage zu iiber
winden wire, kiime die Arbeit dieser Reibung in  Betracht.
Dieser Fall soll aber bei allen Betrachtungen dieses Abschnittes
ausdriicklich ausgesehlossen werden: nur unter dieser Yoraus
setzung gelten, wie wohl zn beachten ist, die hier abzuleiten-
den Ditze streng.

Wir brauchen also nur die Arbeiten zu beachten, die von
den Lasten geleistet werden. Fine dieser Lasten sel mit P,
die in ihrer Richtung erfolgende Verschiebung ihres Angriffs-
punktes mit # bezeichnet. Wegen des allmithlichen Anwach-

sens von P wihrend der Durchbiegung des Balkens ist die

‘ : 1 .
Arbeit gleich . Py zu setzen®) und wir haben daher auch

-
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A= ; Py, (90))
S f

wobei die Summirung iiber alle Lasten zu erstrecken ist. Bei
gleichfdrmig vertheilten Lasten tritt an die Stelle der Sum-
mirung eine Integration.

Wenn der Balken nur eine einzige Last triigt, kann die
Gleichsetzung der Ausdriicke (90) und (88) oder (89) zur Be-
rechnung der Verschiebung des Angriffspunkbes der Last be-
nutzt werden. Dies moge an dem Beispiele eines Balkens, der
am einen Ende eingemauert ist und am freiten Ende eine
Last P trigt, erliutert werden. Im Abstande x vom freien
Ende ist M =— Pz, Wenn wir den Einfluss der Schub-
kriifte auf die Durchbiegung vernachlissigen, erhalten wir A

nach Gl. (88)

#) Dies gilt freilich nur unter der Voraussetzung, dass die Ein-
senkungen proportional mit den Lasten wachsen, also fiir den Fall, dass
das Hooke'sche (lesetz erfiillt ist. Bei der ersten Auflage des tuches
habe ich dies iibersehen, wodurch in die weiteren Entwickelungen einige

unrichtige Bemerkungen kamen. Diese sind jetz
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Die Durchbiegung f des freien Endes folgt daher aus
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Dieses Ercebniss steht in Uebereinstimmung mit dem 1n
Gl. (82) fiir den Biegungspfeil eines beiderseits gestiitzten
Balkens, der in der Mitte eine Last trigt. Der aus der Mauer
\tl!'l\'l':L_j_*'l‘!‘.(li‘ “',,IHU'!L verhalt -.-i|-'|', I|51JJ||i{'|'2 wle :|i1' HEII||‘lL‘ '.'i|||-.-
beiderseits gestiitzten von der doppelten Linee, der m der

Mitte die doppelte

ast triigt. In der That kann der soeben

filr £ abgeleitete Werth anch in der Form

2 P .23
EWH
oeschrieben werden, womit die Uebereinstimmung nachge
wiesen 1st.

Selbstverstindlich kann auch hier der Kinfluss der Schub
spannungen auf die Durchbiegung f leicht beriicksichtigt wer

den, indem man A nicht nach Gl. (88), sondern nach Gl (89)

berechnet. Man kommt dann wieder zu den gleichen Resul

taten. wie nach dem fritheren Verfahren.

§ 25. Die Biatze von Castigliano.

Es moge jetzt angenommen werden, dass eine der Lasten,
die der Balken triiot, etwa die Last P;, einen unendlich kleinen
Zuwachs erfihrt, wilhrend alle iibricen Lasten ungeiindert
bleiben. Wir wollen berechnen, um wie viel sich die Form

inderungsarbeit 4 hierbei #indert. Das Verhiiltniss beider Zu-

T s . i3 . oA h 3
so  der Iill'lvru-.'-.lL:iJn;HnHr!!.t P kann auf wverschie
i

wilchse, a

dene Art ermittelt werden, zuniichst durch partielle Differen-
ii;ﬁ_j.m VO '['|'|, E;.””'I nach f’_.-_ Hierbe: 'Hi Zill iil‘ill‘]lh'T]_. 1].‘(lr~.-=

tedes o von allen Lasten. die der Balken triict, a
] Y :

80 auch von
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