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a6 Dritter Abschnitt. Biecung des geraden Stabes.

punkte aller dieser Strecken nach Navier auf einer Ebene, die

die Querschnittsebene in der Nulllinie schneidet. In Anlehnung

an jenen Sprachgebrauch bezeichnet man das Navier'sche
Spannungsvertheilungsgesetz auch als das lineare oder als da
Gradliniengesetz. Die Bezeichnungen ,lineare Spannungs

vertheilung® und ,linearer Spannungszustand® diirfen nicht
verwechsgelt werden. Bei der letzten denkt man nur an die
Spannungen, die in demselben Punkte nach verschiedenen Rich-
tungen hin auftreten; bei der ersten handelt es sich nur um
Spannungen fiir dieselbe Schnittrichtung, die aber in ver
schiedenen Punkten des Querschnitts vorkommen. Im Falle
der ,reinen® Biegungsbeanspruchung ist iibrigens auch der

Spannungszustand in jedem Punkte linear.

& 14. Folgerungen aus dem Gradliniengesetze.

Wir denken uns die Coordinatenaxen der Y and z 1m

Querschnitte so gelegt, dass die Z-Achse mit der Nulllinie zu
sammenfillt. Dann ist ¢ iiberall unabhiingig von 2z und da es
zu Null wird fiir y = 0, verschwindet auch das constante
Glied, das in der linearen Funetion im Allgemeinen auftrith
Bezeichnen wir die Spannung in irgend einem bestimmten
Punkte, der den Abstand y, von der Nulllinie hat, mit o, 80
hat man fiir jeden anderen Punkt nach dem Gradliniengesetze
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[m Falle der reinen Biegung miissen die Normalspannungen
ein Kriftepaar liefern; die Summe der Zugspannungen muss
daher gleich der Summe der Druckspannungen sein. Dabel
ist zn beachten, dass Gl. (4D) die Spannung ¢ auch schon dem
Vorzeichen nach richtig angibt, indem die nach verschiedenen
Seiten der Nulllinie gerichteten Abstinde y mit entgegen
oesetzten Vorzeichen zu rechnen sind. Wir kénnen daher auch
einfacher sagen, dass die algebraische Summe aller Normal
spannungen fiir den ganzen Querschnitt gleich Null sein muss.
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In Form einer Gleichung heisst dies
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wenn die Summirung iiber den ganzen Querschnitt ausgefiihrt

wird. Nach Einsetzen von ¢ aus GL (45) wird daraus
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Die Summe J'}_m"f" stellt aber das statiseche Moment der Quer-
schnittsfliiche in Jezug auf die Z-Axe dar, und die Bedingung,
dass dieses Moment Null sein muss, lehrt uns, dass die mit
ende Nulllinie durch den

Schwerpunkt des Querschnitts geht.

der Z-Axe zusammenfal

Ferner muss das statische Moment des aus den Spannungen
sebildeten Kriiftepaars gleich dem Biegungsmomente M sein.
Dabei geniigt es indessen nicht, dass beide nur der Grisse nach
einander gleich sind; beide Kriiftepaare miissen vielmehr auch
in derselben Ebene liecen — und wir werden nachher sehen,
dass diese letzte Bedingung ebenso wichtig ist, als die andere.
Wenn der Querschnitt des Stabs, wie es sehr hiufig bei den
Anwendungen der Fall ist, symmetrisch gestaltet ist und alle
dusseren Kriifte in der Symmetrieebene liegen, ist diese Be-
dingung freilich von selbst erfiillt, sobald man die Nulllinie,
wie es wegen der Symmetrieeigenschaften nicht anders sein
kann, senkrecht zur Symmetrieebene annimmt. Wir wollen
hier zuniichst den einfachsten Fall behandeln, nimlich den Fall,
dass die Nulllinie in der That senkrecht zur Kbene des Kriifte
paars M steht. “:if.a_'l‘;:,'n']] wollen wir nicht u_;‘e_‘r'mlv von vorn
herein annehmen, dass der Querschnitt symmetrisch gestaltet
sei; vielmehr wollen wir ganz allgemein untersuchen, unter
welchen Bedingungen dieser einfachste Fall eintritt.

Die Momentengleichung fiir die Nulllinie (oder die Z-Axe)
liefert

;Pr;'rl'ff"f; — )i
;

oder wenn man 6 aus Gl (45) einsetzt,

-Hj’ ly‘-'u'!" = M. (47)
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08 Dritter Abschnitt. Biegung des geraden Stabes

Die iiber den ganzen Querschnitt ausgedehnte Dummen-

grisse [y d I’ ist nur noch von der Gesta

t des Querschnittes

abhiinoio
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Ausfithrung der Integration oder, wenn diese zu viel Schwie-

and kann, wenn diese gegeben ist, entweder durch

rigkeit machen sollte, durch eine mechanische Quadratur immer
leicht berechnet werden. Sie wird das Trigheitsmoment
des Querschnitts fiir die Z-Axe genannt. Bezeichnet man dieses
mit @, so folgt aus Gl (47)
M
”III : & .’-Jr“- f—L\‘
Damit ist die Aufgabe gelbst, fiir irgend emen vorher

oefassten Punkt des Querschnitts mit dem Abstande

-

in's Auge
y, von der Z-Axe die Spannung 6, zu berechnen. Mit Riick-
sicht auf Gl (45) kann man auch die Zeiger 0 in GL (48
nachtriiglich noch streichen.

Gewdhnlich will man die grésste Spannung ¢ berechnen,
die iiberhaupt im Querschnitte auftritt. Man hat dann unter
y, in Gl (48) den grossten Abstand von der Nulllinie zu ver-
stehen. der im Querschnitte vorkommt. In diesem Falle kann
man die beiden nur von der Querschnittsgestalt abhiingigen
Grossen in (1. (48) zu einer einzigen zusammeniassen, indem
man sebzt

o TR (49)

Die Grosse W wird das Widerstandsmoment des

Querschnitts genannt. Hiermit geht Gl. (48) iiber in
G = -— (H0)

wobei der Zeiger der Einfachheit wegen weggelassen ist, ob-
schon man sich wohl zu erinmern hat, dass diese Spannung @
nur an der #ussersten Kante aunftritt. Aus der Bedeutung von
® folgt, dass es eine Grissse von der Dimension em* ist, d. h,
dass es die vierte Potenz einer Liinge darstell. Die Dimen-
sion von W ist em®. In den von den Hiittenwerken heraus-
oegebenen Verzeichnissen der von ihnen gew alzten KEisentriger

ist zur Bequemlichkeit des Benutzers fiir jedes Profil sowohl
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214, Folgernngen aus dem Gradliniengesetz. a9

® als W angegeben. Gewdhnlich beziehen sich diese Angaben
auf 1 mm als Liingeneinheit; will man in cm rechnen, wie es
hier immer geschieht, so muss man demnach bei @ vier und
hei W drei Stellen abschneiden.

Um uns zu iiberzeugen, dass Gl (48) den Dimensionen
nach richtig ist, setzen wir die Dimensionen der auf der
rechten Seite vorkommenden Grissen ein, indem wir die zu
gehirigen Zahlenwerthe unbeachtet lassen. Wir erhalten dann,
da M in em kg anzugeben ist,

cm ke kg

= M —
cm™® cm-

and dies ist in der That die Dimension einer specifischen
Spannung.

Die vorausgehenden Gleichungen gelten aber nur unter
der Voraussetzung, von der aus sie abgeleitet sind, dass niam-
lich die Nulllinie senkrecht zur Ebene des Biegungsmoments
M steht. Ob und unter welchen Umstiinden diese Voraus-
setzung zutrifft, lehrt uns eine zweite Momentengleichung,
die ausspricht, dass die Ebene des aus den Spannungen ¢ zu-
sammengesetzten Kriiftepaars mit der Khene des Biegungs-
moments zusammenfiillt. Dazu bilden wir die statischen
Momente in Bezug auf die Y-Achse des Querschnitts. Diese
Axe sei in der HEbene des Biegungsmoments angenommen,
also durch den Querschnittsschwerpunkt senkrecht zur Null-
linie gezogen, und das statische Moment der Husseren Kriifte
ist daher fiir sie gleich Null. Dasselbe muss also auch von
dem statischen Momente der Spannungen zutreffen. Wir
haben also

.’.r:'i{l.l'l'l.'.' 00 igdek Jﬁ'gfrr’f":i:? (51)
wobei die letzte Form der Gleichung wieder durch Einsetzen

von ¢ aus (1. (45) aus der vorhergehenden gefunden wird.

Auch die Summengrosse [yzdF hingt nur von der Ge
stalt des Querschnitts und von der Richtung der Schwer-

punktsaxe ab, die mit der Nulllinie zusammenfillt. = Alle

Summengrissen, die iiber den Querschnitt zu erstrecken sind

[




100 Dritter Abschnitt. Biegung des geraden Stabes.

und die Producte aus den Fliichenelementen und den Quer
schnittscoordinaten enthalten, bezeichnet man als Momente und
bemisst deren Grad nach der Zahl der Querschnittscoordinaten,
die als Faectoren in jenen Producten auftreten. Wie das Trig
heitsmoment ist daher auch [yzdF als ein Moment zweiten
Grades des Querschnitts zu bezeichnen, Man hat ihm noch die
besonderen Namen ,Centrifugalmoment®. oder auch ,De
viationsmoment® gegeben. Hs soll mit @ bezeichnet werden,
wobei die besonderen Axenrichtungen durch angehiingte Zeiger
kenntlich gemacht werden kénnen. Gl (51) kann hiernach

auch in der Form

&, . =0 Y

ausgesprochen werden. Damit ist die gesuchte Bedingung ge
funden; nur dann, wenn das Centrifugalmoment des
Querschnitts fiir ein durch den Sehwerpunkt gelegtes
rechtwinkliges Axenkreuz, von dem eine Axe in die
Fbene des Moments der iusseren Kriifte fillt, gleich
Null ist, kénnen die Spannungen nach den einfaches
Formeln (48) oder (50) berechnet werden.

Ein Trigheitsmoment kann nie zu Null werden, da e
sich aus lauter positiven Gliedern zusammensetzt. Dagegen
tragen alle Flichentheile des Querschnitts, die im ersten und
dritten Quadranten des Axenkreuzes liegen, positive, alle im
zweiten und vierten Quadranten negative Gheder zum Centr
fugalmomente bei. Das Centrifugalmoment kann daher ebenso
wohl negativ als positiv oder gleich Null werden. Der letate
Fall wird, wie man ohne Weiteres einsieht, immer bei sym:
metrischen Querschnitten eintreten, wenn eine Axe des Axen
kreuzes mit der Symmetrieaxe zusammenfillt, denn die Bei
triige von je zwei spiegelbildlich zu einander liegenden Flichen-
theilen heben sich gegen einander gerade auf.

Ehe wir die Berechnung der Spannungen auf den Fall
ausdehnen, dass @,. nicht gleich Null ist, miissen wir einige
geometrische Betrachtungen iiber die Momente zweiten Grades

einschalten.
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