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Dritter Abschnitt.

Biegung des geraden Stabes.

& 13. Begriff der Biegung. Willkiirliche Annahmen von
Bernouilli und Navier.

An einem :ai;;]}::'l"l|'||||-r_l'1‘i'| I‘;l”=|‘|;|ttl‘ mooen sich be iL'lﬁi:‘_L' org-
oebene Hussere Kriifte das Gleichgewicht halten. Ich denke
mir den Stab an irgend einer Stelle durchschnitten. An jedem
der beiden Theile des Stabes miissen die Spannungen, die in
dem Querschnitte iibertragen werden, im Gleichgewichte mit

den iusseren Kriften H'[I'=.IE-I!. die an tJiﬁ".‘-’-F'III 'lnllt"il" Hlll'_"‘.'f‘llfll‘l':.

auf die Gleie

'|-\'\,iL-:-,1I__~:':||~|ii||gi;|:¢_{r'-|L ¢l|-|' [_::I"\‘\'I”I|I|i|il'l]i'|}
1 : - | ket 1 = 12 gk ety . g
Statik anwenden zu kénnen, brauchen wir iibrigens nicht ge

nauner zu wissen., wie sich die fusseren Krifte am einen Theil

es Stabes u>|'1__l|e-||l-||: es8 genilgt dazu, wenn wilr eine “I'MIJ

entes K

tirende oder iiberhaupt ein Hguiva iftesystem dafiir an

geben kinnen.

In der That besteht der erste Schritt zur Berechnung
der Spannungen, die in enem Querschnitte iibertragen werden,
immer darin, dass man die iiusseren Kriifte am einen Theile
des Stabes nach den Regeln iiber die Zusammensetzung von
Kriiften zusammenfasst. Man denkt sich jede iiunssere Kraft
nach einem bestimmten Punkte hin parallel verlegt, und zwar
wihlt man dazu am besten den Schwerpunkt des Querschnitts.
Bei dieser Parallelverlecung tritt jedesmal noch ein Kriifte
paar auf, Dann setzt man alle Kriifte am Querschnittsschwer

punkte zu einer Resultirenden und ebenso alle Kriftepaare zu
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einem resultirenden Paare znsammen, Die #Husseren Kritte

sind dann zu einer Kinzelkra die durech den Schwerpunkt

. (7. s [ 1 o Lo
s oeht und zu einem Kriiftepaare, das man in

des Querschni

seiner Ebene oder parallel zu ihr beliebig verschieben ki
zusammengesetzt, und man weiss, dass die im Querschnitte
iibertragenen Spannungen, um Gleichgewicht herzustellen,
sine Winzelkraft und ein Kriiftepaar liefern miissen, die jenen

genan enfgegengesensl sind.

Je nach dem Ereebnisse der vorhercehenden Krifteznsam

i [ ] L | 5 g . 2 } ey 3 e
mensetzung unterscheldet 1mnan verschiedene [i“él]lh]ll'.:\.'I]'II."_-;‘-
arten des Stabes. Wenn das resultirende Kriftepaar ver
sehwindet und die durch den Schwerpunkt des Querschnitts
gr--]ln';‘,u_'ln |.||1'.-'I|-|';'i?!'l'||ll|‘ in der “ilj‘llll'llllt_,f der Stabaxe ;"4':‘.i'., haben
wir den schon wiederholt besprochenen Fall der einfachen

Zuo- oder Druckbelastung. Ist das Kriiftepaar immer noch

Null. die Resultirende aber senkrecht zur Stabaxe cerichtet,
so 1st der Stab aunt Abscheeren helastet. Dieser Fall wird

d

man den Querschnitt ein wenig verriickt, kommt zu der Scheer

aber immer nur bei einzelnen Querschnitten eintreten. Soba

kraft noch ein Kriftepaar, das der Parallelverlegung der vorher

gefundenen Resultirenden nach dem Schwerpunkte des neuen
Querschnitts entspricht.
Wir wollen ferner den Fall betrachten, dass die vorher

viihnte Resultirende versechwindet, so dass sich alle filusseren

Kvifte am einen Theile des Stabes auf ein Kriiftepaar zuriick

fithren lassen. Geht die Ebene dieses Kriiftepaares durch die
Stabaxe oder st sie ||:';:'r‘-.i.:lv| ygu ihr (in welchem Falle das
Kriiftepaar so verschoben werden kann, dass seine Ebene durch
die Stabaxe geht), so liegt der Fall der reinen Biegungs
beanspruchung vor. Steht dagegen diese Hbene senkrecht
sur Stabaxe, so haben wir den Fall der ausschliesslichen Be
anspruchung auf Torsion (auf Verdrehung oder aut Verwin
dung). Wenn die Ebene des Kriiftepaars einen beliebigen
Winkel mit der Stabaxe einschliesst, st das I\;:'Ell'[e‘]i:l:!.l' in

zwei Componenten zu zerlegen, von deren KEbenen die eine

parallel, die andere senkrecht zur Stabaxe stehf. Der Stab
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wird dann gleichzeitig von dem einen Kriftepaare auf Biegung
and von dem anderen auf Verwindung beansprucht. Nach dem
(Gesetze der .";|[F|;‘|'Itn|,\fl}-n!;_ das fiir die meisten Materialien als
genau genug giiltig angesehen werden kann (fiir Steine und
(Gusseisen aber nicht), geniiot es, den Spannungszustand, der
durch jedes dieser Kriftepaare hervorgerufen wird, fiir sich zu
ermitteln. denn man erhiilt den wirklich eintretenden Span-
nungszustand durch Uebereinanderlagerung jener beiden Span-
nungszustinde. Wie diese Zusammensetzung aunszufiihren ist,
habe ich schon in den vorausgehenden Abschnitten gezeigt;
es wird sich also jetzt nur noch darnm handeln, den Span-
nungszustand fiir jeden einfachen Belastungsfall zu erforschen,
Fiir Korper, bei denen das Superpositionsgesetz ungiiltig 1st,
vermag man Aufgaben dieser Art iiberhaupt nicht genau zu
l6sen. Man behilft sich damit, dass man sie so wie die anderen
berechnet und dabei in Erinnerung behilt, dass die Losung
nur ungefiihr riehtig sein kann,

Auch dann, wenn weder die Resultirende im Schwerpunkte

des Querschnitts noch das resultirende Kriiftepaar verschwindet,

wird der Kérper auf zusammengesetzte Festigkeit — wie
man zu sagen pflegt — beansprucht. Dies gilt also auch fiir

den Fall, dass die Resultirende im Schwerpunkte senkrecht zur
Stabaxe steht und die Ebene des resultirenden Kriftepaars
durch die Stabaxe geht; wir haben dann gleichzeitig Belastung
auf Abscheeren und auf Biegung. Indessen kommt dieser Fall
so hiufie vor, dass er geradezu die Regel bei den praktischen
Anwendungen der Theorie bildet, und man ist daher iiberein-
gekommen, ihn von vornherein als den allgemeinsten Fall der
Biegungsbeanspruchung zu bezeichnen. Von zusammengesetzter
Festigkeit pflegt man also, insofern ein biegendes Kriiftepaar
dabei betheiligt ist, nur dann zu reden, wenn ausserdem noch
eine Zug- oder Druckbelastung oder eine Verwindung hinzu-
tritt, d. h. wenn die Resultirende im Querschnittsschwerpunkte
nicht senkrecht zur Stabaxe steht oder wenn die Ebene des
resultirenden Kriiftepaars nicht parallel zur Stabaxe ist.

Fiir die Gleichgewichtshedingungen der fiusseren Kriifte
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§ 13. Begriff der Biegung etc. 89

mit den im Querschnitte iibertragenen Spannungen kommt

von den Kriiftepaaren ausser der Ebene, in der sie wirken,
nur noch die Grosse und der Sinn ihres statischen Momentes
in Betracht. Insofern es sich um ein Kriiftepaar handelt, das
eine Biegung hervorbringt, dessen Ihene also durch die Stab-
axe geht, bezeichnet man dieses statische Moment als das
Biegungsmoment, wihrend das Moment eines Kriiftepaars,
dessen Ebene senkrecht zur Stabaxe steht, als Torsions-
moment (Verdrehungs- oder Verwindungsmoment) bezeich
net wird.

Auch die beiden Componenten der im Schwerpunkte des
Querschnittes angreifenden Resultirenden werden durch beson-
dere Namen unterschieden. Die in die Richtung der Stabaxe
fallende wird im Allgemeinen als axiale Belastung (oder
mit H['r\.'-_rl'|||-'\|11!':f_:‘ des Vorzeichens als :":Llf,:: oder Druck-
|pg~|;[:-;11[]].5,3‘- und die senkrecht zu dieser in'il'l!lll]l_u‘ stehende als
Scheerkraft bezeichnet.

Fiir den allgemeinen Fall der Biegung, wie er vorher be-
schrieben wurde, geniigh es hiernach, wenn man fiir jeden
Querschnitt, den man in Betracht ziechen will, das Biegungs-
moment und die Scheerkraft angeben kann. Man braucht sich
dann nicht weiter darum zu kiimmern, wie sich die fusseren
Kriifte im Uebrigen iiber den Stab vertheilen. Natiirlich ist
es auch gleichgiiltig, ob man diese beiden Grossen fiir den
einen oder den anderen der beiden Theile des Stabes, die
durch den betreffenden Querschnitt getrennt sind, aufsucht.
Nimmt man den anderen Theil, so kehren sich die Richtungen
beider Grissen um, da alle fiusseren Kriifte des ganzen Stabes
nach Voraussetzung im Gleichgewichte mit einander stehen.
(leichzeitie kehren sich dann aber auch die Richtungen aller
Spannungen im Querschnitte um, so dass es in der That
einerlei ist, ob man das Gleichgewicht des einen oder des
anderen Stabtheiles untersucht. Es geschieht nur aus Bequem-
lichkeit, dass man von dem in horizontaler Lage gezeichneten
Stabe immer das ({leichgewicht der Krifte an dem links vom
Querschnitte liegenden Theile betrachtet.




() Diritter Absehnitt.

"rl-\\rnlhll]it':!! iil';\_l"l'll hei E)ni|-;3_'||‘.'|.'3':«:u|I'_g'rsln_'ll :;].-F.‘ |\'|"illi"|". l]i_c'
am Stabe angreifen, in derselben Ebene (in der Regel in einer
]n{h;-.-.-h[-pu; ||;']‘.]]1-|!_1.!;f.'|| 1;fe=lg_=j1' aber, wenn l_!il'r-' :!-‘.'.-"l! c-éi!||1{l|

nicht zutreffen sollte. wenigstens die Scheerkraft in derselben

Ebene mit dem biegenden Kriiftepaare. Wir wollen dies daher

oin fiir alle Male voraussetzen. Wenn es ausnahmsweise nicht
1

yutrifft, kann man iibrigens die Rechnung auf Grund der hier

gegebenen Betrachtungen ebenfalls ohne jede Schwierigkeit

S
durehfiihren.
Das Bieounesmoment wird hier immer mit M bezeichnet:
s _‘\'rlll |>||-.-,i‘i|\ u‘._-|'|-|-};|!|':‘, \\.'4'}"1"1‘|[_ wenn 1in 4'll‘I‘ z’:t'i_t']lllilll:,f tles

er beiden Ansichtsichen aus

Stabes (die von irgend einer

aufeenommen sein kann) das Kriiftepaar der iinsseren Krifte
fiir sich genommen den linken Theil des Stabes 1m Sinne des
Uhrzeigers zu drehen sucht. Die Scheerkraft wird stets mut
I© bezeichnet und sie gilt als positiv, wenn sie am linken

Theile des Stabes in der Zeichnung mach oben hin gerichtet

ist. Diese |"|-:-;1':~;|'E'?,||]||5_'_'|'|| simd i der technizschen Mechanik
ganz allgemein eingefiihrt wnd man muss sich daher, obschon
sie an sich willkiirlich sind, daran halten.

Die niichste Aufoabe, die uns gestellt ist, besteht darin,

die Spannungen zu berechnen, die in den einzelnen Theilen

des Querschnitts auftreten, wenn M und V gegeben sind. W
wollen sie zuerst noch dadurch vereinfachen, dass wir den
Fall der zemen Biegung voraus
p P 5

Arawiat- o0 S setzen, also V=0 annehmen. Auw

pA T‘;.-. : ];T Ap  den allgemeineren Fall werden wir

% 1 - 1
LT v dann leicht dadurch gelangen, dass
T — S 1 T .
3 wir die durch ¥ fiir sich bewirkten
i L Spannungen hinzufiigen. Der Fall
T : c
¢

der reinen Biegung (ohne Scheer
beanspruchung) liegt z. B. im mitt
leren Theile einer Eisenbahnwagenaxe vor oder auch bei der
in Abb. 17 schematisch gezeichneten Belastung des Stabes.
Fiir den Querschnitt mune, der irgendwo im mittleren Ab-

schnitte des Stabes gezogen sein kann, reduciren sich alle



e
IT1eT
mal

] £
| ben

llli"|'
:\‘;'I,'
hiey

keit

net:
Il-i':-'

HATE

(1P

mit
iken
hted
anik

0N

1111,
1]
Wi

en

21l

g R
Auf
Wi
'I:L‘w
kten
Fall
1eer
it
der

1hes.
Ab-
alle

susseren Kyiifte am linken Theile des Stabes auf ein Kriifte
paar, dessen Moment Pp und das nach den vorausgehenden
Vorzeichenbestimmungen positiv zu rechnen ist.

Die Aufgabe, die Spannungen =zu berechnen, ist statisch
unbestimmt. Wenn wir auf die elastischen Formiinderungen

keine Riicksicht zu mehmen hiitten, konnten wir jede beliehige

Vertheilung der Spannungen iiber den Stabquersehnitt
oleich gut moglich ansehen, wenn sie nur zu einem Krifte
paare yvom Momente M fiihrte.

Ueber die elastische Formiinderung, die der Stab unter

iihrt,

dem Hinflusse der in Abb. 17 angegebenen Kriifte er

lisst sich zuniichst nur aussagen, dass sich die Angriffspunkte
der Krifte im Sinne dieser Kriifte relativ gegen einander etwas
verschieben miissen. Denkt man sich diese Angriffspunkte alle
auf der Stabaxe gelegen, so werden die Verbindungslinien der
aufeinanderfoleenden Angriffspunkte nach der Formiinderung
einen Linienzug bilden, der nach oben hin hohl ist. Wegen

der Stetigkeit des Zusammenhangs kann aber die Stabaxe

selbst an keiner Stelle einen Knick erfahren; die urspriinglich

gerade Stabaxe wird daher in eine flache Curve iibergehen.
Diese Curve heisst die elastische Linie des gebogenen
Stabes.

Diese alleemeinen Bemerkungen sind noch zn unbestimmd,
um ein Urtheil iiber die Vertheilung der Spannungen iiber
den Querschnitt darauf griinden zu kinnen. Um diese Un
bestimmtheit zu heben, mimmt man an, dass jeder Querschnitt,
der senkrecht zur Stabaxe gezogen wurde, nach der Form
inderung eben bleibt. Diese Annahme wird zuniichst rein will
kiirlich eingefithrt: sie ist zuerst von Bernouilli aufgestellt
worden und dient seit den Arbeiten von Navier allgemein als

Auso: h

(Gtegen die Einfiihrung einer solchen Annahme ohne jede

re in der technischen Mechanik,

1€

sspunkt der Biegung
weitere Begriindung ist natiirlich ein ernstes Misstranen am
Platze. In der That wird man sich durchaus nicht befriedigt
fithlen kénnen, wenn diese Annahme, wie es oft genug ge

schieht, in der Form eines Axioms eingefiihrt wird. Besser
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st os. sie als einen Satz hinzustellen, der seine Rechtfertigung
dadurch findet. dass die aus ihm gezogenen Folgerungen im
Einklange mit der Erfahrung sind.

[n einem spiiteren Abschnitte werden wir sehen, dass man
die Zulissigkeit der Bernonilli’schen Annahme auch noch einer
strengeren Priifung anterwerfen kann. Fiir Korper, die dem
Hooke'schen Gesetze gehorchen, werden wir sie bei jener (e
legenheit wenigstens fiir den Fall der reinen Biegung bestitigt
finden. Fiir andere Korper kann indessen nur durch eine
unmittelbare Beobachtung festgestellt werden. ob und bis
su welchem Grade der Genauigkeit sie in Wirklichkeit er-
fiillt ist.

Eine solche |'1":'L['HI|;£ habe ich anf 1-I||f_':l"!il]E‘ Weise vor
genommen. KEin Steinbalken von 20 >< 30 em Querschnitt
wurde auf 150 em Spannweite frei aufgelagert und in der
Mitte belastet. Die Lastebene war parallel der grosseren
(Querschnittsseite. Auf den Ansichtsfliichen des Balkens liess
‘ch mehrere Reihen von kleinen Stiften einkitten, auf die man

Spiegel aufschraubte. Wenn der Balken belastet wurde, drehten

sich diese Spiegel zusammen mit dem Theile des Balkens, an
dem sie befestigt warven. Die kleine Drehung der Spiegel
wurde mit Hiilfe eines Fernrohrs beobachtet. Dabei zeigte
sich, dass alle Spiegel, die zu demselben Querschnitte ge-
hrten, ziemlich genau dieselbe Drehung ausfiihrten. Das ist
aber in der That nur moglich, wenn der Querschnitt mit
dem gleichen Grade der Anniherung — eben bleibt., Zum
mindesten ist zu schliessen, dass die Umfangsseiten des (uer
sehnittsumrisses geradlinig geblieben sind. Denn wenn sich
eine dieser Seiten merklich kriimmen sollte, miissten ver
schiedene Linienelemente der Seite verschiedene Winkel mit
der Anfangslage bilden und die verschiedene Drehung hiitte
sich bei der Beobachtung der Spiegel verrathen miissen.

Es kann daher als nachgewiesen gelten, dass auch selbst
bei solchen- Materialien, die dem Hooke'schen Gesetze nicht
sehorchen, die Bernouilli'sche Annahme als hinreichend genau

zutreffend angesehen werden kann. Unter Jhinreichend genau®

o
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‘<t hier ein solcher Grad der Anniherung zu verstehen, der
die weiteren Schliisse aus der Bernomlli’schen Annahme wvor

den oribsten Fehlern schiitzt; namentlich ist die Kriimmung

der Querschnitte im Allgemeinen nicht erheb ich gegeniiber
der Kriimmung, die die Stabaxe erfihrt.
Fiir den Fall der reinen Biegung (Scheerkraft 1= U)

haben wir keine Veranlassung, ein Auftreten von Schub-
spannungen im Querschnitte zu vermuthen. Zum mindesten

miissten alle Schubspannungen unter sich im Gleichgewichte

mit einander stehen. Wenn der Querschnitt in der That genan
eben bleiben soll, konnen aber iiberhaupt keine Schubspan-
nungen {iibertragen werden, denn diese hiitten Winkeliinde

len micht mur

rungen y zur Folge, die an verschiedenen Ste
von verschiedener Grosse, sondern auch von entgegengesetztem
Vorzeichen sein miissten. s handelt sich dabei um die ur-

spriinelich rechten Winkel zwischen der Querschnittsebene und
| ™ 2 ¥

den zur Stabaxe parallel gezogenen Linien. Wenn sich diese
an verschiedenen Stellen um verschiedene Betriige #inderten,
konnte der Querschnitt offenbar nicht eben bleiben.

Wir werden also festhalten, dass fiir den Fall V=0
auch die Schubspannungen = iiberall im Querschnitte gleich
Null zu setzen sind. Daraus folgt dann sofort weiter, dass
der Querschnitt nach der Formiinderung senkrecht zur elasti-
schen Linie steht.

Man betrachte jetzt ein Lingenelement des Stabes, das
swischen zwei aufeinanderfolgenden Querschnitten liegt. Nach
der Formiinderung schuneiden sich die beiden Querschnittsebenen
in einer Gteraden, die durch den Kriimmungsmittelpunkt der
elastischen Linie geht. Jedem Flichenelemente dF' des Quer
schnitts entspricht ein Theil des Stabes, den wir als eine Faser
bezeichnen wollen. Die zwischen den aufeinanderfolgenden
Querschnitten liegenden Fasern waren urspriinglich gleich lang:
nach der Formiinderung sind aber die auf der Hohlseite der
elastischen Linie liegenden kiirzer als die auf der convexen
Seite und zwar verhalten sich die Liingen unmittelbar wie

die Abstinde der Fasern vom Kriimmungsmittelpunkte der
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elastischen Linie. Den Lingeninderangen, die diese Fasern
erfuhren, entsprechen nach dem Elasticitiitsgesetze die Normal-

spannungen ¢, die in den Querschnittselementen {ibertragen
werden.

Wir wissen schon, dass sich die Normalspannungen ¢ zu
einem Kriiftepaare vom Momente M zusammensetzen miissen.
Daraus folet, dass im Querschnitte sowohl Zug- als Druek-

spannungen iibertragen werden. Die Fasern auf der convexen

§ Sl¢ urspriung-

|
lich waren und die auf der Hohlseite haben sich verkiirzt.

Seite sind also jedenfalls linger geworden, a

Dazwischen liegt eine Faserschicht, die sich weder verkiiraf
noch verlingert hat. Die ihr im Querschnitte entsprechende
Linie wird die neutrale Axe oder auch die Nulllinie des
Querschnitts genannt.

mit dem Abstande von der neutralen Axe

Proportiona
wachsen die elastischen Lingeniinderungen der Fasern. Wenn
ausser der Bernonilli’'schen Annahme auch noch das Hooke'sche
(Gtesety woilt, miissen wir daher schliessen, dass auch die
Normalspannungen ¢, die im Querschnitte iibertragen
\.\'l'[‘lll'[:_ ;E]rl"]“ .‘\.l:'.“—'li]]'llll' Yyon iIrL'r !]l'il‘[-!':lll'H .\\-!' I"|.'L-.3‘
portional zu setzen sind. Diesen wichtigen Schluss  hat
zuerst Navier aus der Bernouilli'schen Annahme gezogen.

Diese ganze Betrachtung lisst sich auch noch durch eine
andere ersetzen. Ohne uns auf die an sich willkiirliche Ber-
nouilli'sche Annahme zu stiitzen, kénnen wir davon ausgehen,
dass im Querschnitte jedenfalls sowohl Zug- als Druckspan-
nungen iibertragen werden miissen. Die Normalspannung ¢
in irgend einem Punkte des Querschnitts kann dann als eine
gumiichst unbekannte Funetion der Coordinaten dieses Punktes
i Bezug auf zwei im Querschnitte rechtwinklig zu emander
gezogene Coordinatenaxen der y und 2 betrachtet werden., Wir
setzen also

(i} flyz

Immer wenn man keinen bestimmten Anhaltspunkt fiir

die Form einer solchen unbekannten Function hat, versucht

man zuniichst, mit den einfachsten Annahmen dafiir auszu-
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kommen. Dass ¢ nicht constant sein kann, hat uns sehon
die oberfliichlichste Befrachtung der glastischen Forminderune
aelehrt. Die hiernach mnoch mogliche einfachste Annahme

hesteht darin. dass ¢ eine Funetion ersten Grades der Quer-

sehnittseoordinaten yz ist. Das st aber gerade die von Navier

voransgesetzte oder aus der Bernouilli'schen Voraussetzung ge
foloerte Spannungsvertheilung.

Diese Art der Begriindung unseres Ansatzes hat den Vor
zng, dass sie nicht den Anschein erweckt, als ob es sich dabe:
um ein streng giiltiges Naturgesetz handle; wir treten in die
weitere Untersuchung sofort mit dem Bewusstseine ein, dass
unsere Biegungstheorie nur angeniitherte Giiltigkeit hat und

en dadurch vor dem hiufie vorkommenden Fehler be-

wWerl
wahrt. alle Folgerungen, die daraus fliessen, ale buchstiblich

1 T iy KR o o o :
IFene \4‘1'51‘[1'“'?5 NISerel Rech-

genau anzusehen. Der fortwii
nungen mit den Beobachtungsthatsachen allein kann uns
zeigen, wie weit wir diesen Rechnungen vertrauen diirfen.
Mit dem blossen Nachgriibeln ist es hier nicht gethan. In
anderen (Gebieten der Mechanik, die ausschliesslich auf streng
oiiltigen Naturgesetzen beruhen, ist man damit — wenn man
dies so auffassen will — in giinstigerer Lage. Man kann dort
anter Umstinden die wichtigsten Entdeckungen bloss am

e )

Schreibtische machen. In der Festigkeitslehre miissen aber die
theoretisch abgeleiteten Folgerungen immer erst durch den
Versuch gepriift werden, ehe man volles Vertrauen in sie setzen
darf. Gliicklicherweise lieght eine solche Bestiitigung durch

den Versuch indessen in fast allen wichtigeren Fillen schon

vor und man braucht daher die Besorgniss gegen die theore-
tischen Lehren auch nicht zu iibertreiben.

Eine Funetion ersten Grades wird auch als eine lineare
Function bezeichnet, weil sie durch das Bild einer geraden Linie

oder bei zwei unabhiingigen Veriinderlichen durch eine Ebene

zur Darstellung gebracht werden kann. Denken wir uns also
in jedem Punkte des Querschnitts die dort auftretende Normal-
spannung ¢ durech eine 1n deren “il"mllll_u: gezooene ptrecke

in einem beliebicen Maassstabe dargestellt, so liegen die End-
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punkte aller dieser Strecken nach Navier auf einer Ebene, die

die Querschnittsebene in der Nulllinie schneidet. In Anlehnung

an jenen Sprachgebrauch bezeichnet man das Navier'sche
Spannungsvertheilungsgesetz auch als das lineare oder als da
Gradliniengesetz. Die Bezeichnungen ,lineare Spannungs

vertheilung® und ,linearer Spannungszustand® diirfen nicht
verwechsgelt werden. Bei der letzten denkt man nur an die
Spannungen, die in demselben Punkte nach verschiedenen Rich-
tungen hin auftreten; bei der ersten handelt es sich nur um
Spannungen fiir dieselbe Schnittrichtung, die aber in ver
schiedenen Punkten des Querschnitts vorkommen. Im Falle
der ,reinen® Biegungsbeanspruchung ist iibrigens auch der

Spannungszustand in jedem Punkte linear.

& 14. Folgerungen aus dem Gradliniengesetze.

Wir denken uns die Coordinatenaxen der Y and z 1m

Querschnitte so gelegt, dass die Z-Achse mit der Nulllinie zu
sammenfillt. Dann ist ¢ iiberall unabhiingig von 2z und da es
zu Null wird fiir y = 0, verschwindet auch das constante
Glied, das in der linearen Funetion im Allgemeinen auftrith
Bezeichnen wir die Spannung in irgend einem bestimmten
Punkte, der den Abstand y, von der Nulllinie hat, mit o, 80
hat man fiir jeden anderen Punkt nach dem Gradliniengesetze
o i ]

|1{|,L_'J' O = - = —l‘:
G, 1, , Wa 3

[m Falle der reinen Biegung miissen die Normalspannungen
ein Kriftepaar liefern; die Summe der Zugspannungen muss
daher gleich der Summe der Druckspannungen sein. Dabel
ist zn beachten, dass Gl. (4D) die Spannung ¢ auch schon dem
Vorzeichen nach richtig angibt, indem die nach verschiedenen
Seiten der Nulllinie gerichteten Abstinde y mit entgegen
oesetzten Vorzeichen zu rechnen sind. Wir kénnen daher auch
einfacher sagen, dass die algebraische Summe aller Normal
spannungen fiir den ganzen Querschnitt gleich Null sein muss.

o,
t )

In Form einer Gleichung heisst dies

W

W
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§ 14, Folgerungen aus dem Gradliniengesetz.
Ir;’:f’f'lzz ||‘_

wenn die Summirung iiber den ganzen Querschnitt ausgefiihrt

wird. Nach Einsetzen von ¢ aus GL (45) wird daraus

g i

’ % Illf-"lll .lr — % I ‘ff-":!'l ]:" — () |||ir‘T’ ’ I-f.l'fl"ljlf'l = 0}, | —h;i

o o,

Die Summe J'}_m"f" stellt aber das statiseche Moment der Quer-
schnittsfliiche in Jezug auf die Z-Axe dar, und die Bedingung,
dass dieses Moment Null sein muss, lehrt uns, dass die mit
ende Nulllinie durch den

Schwerpunkt des Querschnitts geht.

der Z-Axe zusammenfal

Ferner muss das statische Moment des aus den Spannungen
sebildeten Kriiftepaars gleich dem Biegungsmomente M sein.
Dabei geniigt es indessen nicht, dass beide nur der Grisse nach
einander gleich sind; beide Kriiftepaare miissen vielmehr auch
in derselben Ebene liecen — und wir werden nachher sehen,
dass diese letzte Bedingung ebenso wichtig ist, als die andere.
Wenn der Querschnitt des Stabs, wie es sehr hiufig bei den
Anwendungen der Fall ist, symmetrisch gestaltet ist und alle
dusseren Kriifte in der Symmetrieebene liegen, ist diese Be-
dingung freilich von selbst erfiillt, sobald man die Nulllinie,
wie es wegen der Symmetrieeigenschaften nicht anders sein
kann, senkrecht zur Symmetrieebene annimmt. Wir wollen
hier zuniichst den einfachsten Fall behandeln, nimlich den Fall,
dass die Nulllinie in der That senkrecht zur Kbene des Kriifte
paars M steht. “:if.a_'l‘;:,'n']] wollen wir nicht u_;‘e_‘r'mlv von vorn
herein annehmen, dass der Querschnitt symmetrisch gestaltet
sei; vielmehr wollen wir ganz allgemein untersuchen, unter
welchen Bedingungen dieser einfachste Fall eintritt.

Die Momentengleichung fiir die Nulllinie (oder die Z-Axe)
liefert

;Pr;'rl'ff"f; — )i
;

oder wenn man 6 aus Gl (45) einsetzt,

-Hj’ ly‘-'u'!" = M. (47)

Fiappl, Featigkeitslehre. 2. Aunfl 7
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Die iiber den ganzen Querschnitt ausgedehnte Dummen-

grisse [y d I’ ist nur noch von der Gesta

t des Querschnittes

abhiinoio

| OO

Ausfithrung der Integration oder, wenn diese zu viel Schwie-

and kann, wenn diese gegeben ist, entweder durch

rigkeit machen sollte, durch eine mechanische Quadratur immer
leicht berechnet werden. Sie wird das Trigheitsmoment
des Querschnitts fiir die Z-Axe genannt. Bezeichnet man dieses
mit @, so folgt aus Gl (47)
M
”III : & .’-Jr“- f—L\‘
Damit ist die Aufgabe gelbst, fiir irgend emen vorher

oefassten Punkt des Querschnitts mit dem Abstande

-

in's Auge
y, von der Z-Axe die Spannung 6, zu berechnen. Mit Riick-
sicht auf Gl (45) kann man auch die Zeiger 0 in GL (48
nachtriiglich noch streichen.

Gewdhnlich will man die grésste Spannung ¢ berechnen,
die iiberhaupt im Querschnitte auftritt. Man hat dann unter
y, in Gl (48) den grossten Abstand von der Nulllinie zu ver-
stehen. der im Querschnitte vorkommt. In diesem Falle kann
man die beiden nur von der Querschnittsgestalt abhiingigen
Grossen in (1. (48) zu einer einzigen zusammeniassen, indem
man sebzt

o TR (49)

Die Grosse W wird das Widerstandsmoment des

Querschnitts genannt. Hiermit geht Gl. (48) iiber in
G = -— (H0)

wobei der Zeiger der Einfachheit wegen weggelassen ist, ob-
schon man sich wohl zu erinmern hat, dass diese Spannung @
nur an der #ussersten Kante aunftritt. Aus der Bedeutung von
® folgt, dass es eine Grissse von der Dimension em* ist, d. h,
dass es die vierte Potenz einer Liinge darstell. Die Dimen-
sion von W ist em®. In den von den Hiittenwerken heraus-
oegebenen Verzeichnissen der von ihnen gew alzten KEisentriger

ist zur Bequemlichkeit des Benutzers fiir jedes Profil sowohl
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® als W angegeben. Gewdhnlich beziehen sich diese Angaben
auf 1 mm als Liingeneinheit; will man in cm rechnen, wie es
hier immer geschieht, so muss man demnach bei @ vier und
hei W drei Stellen abschneiden.

Um uns zu iiberzeugen, dass Gl (48) den Dimensionen
nach richtig ist, setzen wir die Dimensionen der auf der
rechten Seite vorkommenden Grissen ein, indem wir die zu
gehirigen Zahlenwerthe unbeachtet lassen. Wir erhalten dann,
da M in em kg anzugeben ist,

cm ke kg

= M —
cm™® cm-

and dies ist in der That die Dimension einer specifischen
Spannung.

Die vorausgehenden Gleichungen gelten aber nur unter
der Voraussetzung, von der aus sie abgeleitet sind, dass niam-
lich die Nulllinie senkrecht zur Ebene des Biegungsmoments
M steht. Ob und unter welchen Umstiinden diese Voraus-
setzung zutrifft, lehrt uns eine zweite Momentengleichung,
die ausspricht, dass die Ebene des aus den Spannungen ¢ zu-
sammengesetzten Kriiftepaars mit der Khene des Biegungs-
moments zusammenfiillt. Dazu bilden wir die statischen
Momente in Bezug auf die Y-Achse des Querschnitts. Diese
Axe sei in der HEbene des Biegungsmoments angenommen,
also durch den Querschnittsschwerpunkt senkrecht zur Null-
linie gezogen, und das statische Moment der Husseren Kriifte
ist daher fiir sie gleich Null. Dasselbe muss also auch von
dem statischen Momente der Spannungen zutreffen. Wir
haben also

.’.r:'i{l.l'l'l.'.' 00 igdek Jﬁ'gfrr’f":i:? (51)
wobei die letzte Form der Gleichung wieder durch Einsetzen

von ¢ aus (1. (45) aus der vorhergehenden gefunden wird.

Auch die Summengrosse [yzdF hingt nur von der Ge
stalt des Querschnitts und von der Richtung der Schwer-

punktsaxe ab, die mit der Nulllinie zusammenfillt. = Alle

Summengrissen, die iiber den Querschnitt zu erstrecken sind

[
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und die Producte aus den Fliichenelementen und den Quer
schnittscoordinaten enthalten, bezeichnet man als Momente und
bemisst deren Grad nach der Zahl der Querschnittscoordinaten,
die als Faectoren in jenen Producten auftreten. Wie das Trig
heitsmoment ist daher auch [yzdF als ein Moment zweiten
Grades des Querschnitts zu bezeichnen, Man hat ihm noch die
besonderen Namen ,Centrifugalmoment®. oder auch ,De
viationsmoment® gegeben. Hs soll mit @ bezeichnet werden,
wobei die besonderen Axenrichtungen durch angehiingte Zeiger
kenntlich gemacht werden kénnen. Gl (51) kann hiernach

auch in der Form

&, . =0 Y

ausgesprochen werden. Damit ist die gesuchte Bedingung ge
funden; nur dann, wenn das Centrifugalmoment des
Querschnitts fiir ein durch den Sehwerpunkt gelegtes
rechtwinkliges Axenkreuz, von dem eine Axe in die
Fbene des Moments der iusseren Kriifte fillt, gleich
Null ist, kénnen die Spannungen nach den einfaches
Formeln (48) oder (50) berechnet werden.

Ein Trigheitsmoment kann nie zu Null werden, da e
sich aus lauter positiven Gliedern zusammensetzt. Dagegen
tragen alle Flichentheile des Querschnitts, die im ersten und
dritten Quadranten des Axenkreuzes liegen, positive, alle im
zweiten und vierten Quadranten negative Gheder zum Centr
fugalmomente bei. Das Centrifugalmoment kann daher ebenso
wohl negativ als positiv oder gleich Null werden. Der letate
Fall wird, wie man ohne Weiteres einsieht, immer bei sym:
metrischen Querschnitten eintreten, wenn eine Axe des Axen
kreuzes mit der Symmetrieaxe zusammenfillt, denn die Bei
triige von je zwei spiegelbildlich zu einander liegenden Flichen-
theilen heben sich gegen einander gerade auf.

Ehe wir die Berechnung der Spannungen auf den Fall
ausdehnen, dass @,. nicht gleich Null ist, miissen wir einige
geometrische Betrachtungen iiber die Momente zweiten Grades

einschalten.
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& 15. Trigheits- und Centrifugalmomente von Quer-
schnittsflachen.
Wir wollen uns zuniichst die Aufgabe stellen, die Triig-
heitsmomente eines Quersehnitts fiir alle Axen, die man 1n
2 1 > i | ahio 1 ! ol ke
der Querschnittebene ziehen kann, unter emander zu ver

gleichen. In Abb. 18 gebe die

schraffirte Fliche eine Quer ”T!-_I._.,
sehnittsfliiche von beliebiger o :

Gestalt an: A4 sei die Axe, £

fiir die man das Trigheits A e & S
moment berechnen soll und S 2 _

sei der Schwerpunkt der Fliche. _ e

Man ziehe durch § eine zweite | ,, : ‘!
Axe, die zu A A parallel 1st. G

Das Trigheitsmoment fiir diese
Schwerpunktsaxe sei einfach mit @, das fiir die Axefd 4, die
den Abstand @ von S hat, mit &, bezeichnet. Der Abstand

eines Flichenelementes d F' von der Schwerpunktsaxe sei gleich

iy, das Ems_;it'i\' oder negativ gerechnet werden soll, je nachdem
es in enteegengesetzter oder 1n }_"ll'!li'].lﬂl' Richtung mit « liegt.

Dann hat man:

@, — [(y + apdF = [PdF + 2a [ydF + o* [dF.

Das erste Glied giebt das Trigheitsmoment @ fiir die
Schwerpunktsaxe an. Das zweite Glied ist gleich Null, denn
[yd I ist das statische Moment der Querschnittsfliche fiir eine
‘durch den Schwerpunkt gehende Axe und dieses verschwindet
filr alle Sehwerlinien. Im dritte Gliede kann man f'u’f" ZUTr
coanzen Querschnittsfliche I znsammenfassen. Die vorige Glei
chune vereinfacht sich daher zu

@, =0+ a’- F (H3)
(gl - Man kann hiernach auf sehr einfache Weise fiir alle
itbrigen Axen die Triigheitsmomente angeben, sobald man sie
fiir alle Schwerpunktsaxen kennt. Dieser Satz wird hiiufig

gebraucht, um das Trigheitsmoment eines Querschnitts zu be
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rechnen, der sich aus verschiedenen Flichen von einfacher

(Gestalt. = B. aud lauter Rechtecken, wie der [-férmive Quer

schnitt zusammensetzt, wovon bei den Aufeaben noch weiter

die Rede sein wird.
s handelt sich jetzt nur noch darum, die Trigheits
momente fiir die in verschiedenen “il‘E'lT‘.Hlj_;'l_'!: durch den

Sehwerpunkt gezogenen

Z Axen mit einander
vergleichen. Wir legen

} in Abb, 19 durch den

! , Schwerpunkt in belie

A biger Richtung ein
T ¥ rechtwinkliges Axen:
: Y krenz der Y2 und ziehen
noch eine dritte Schwer
linie A.A, die mit der
Y-Richtung den belie

bigen Winkel e bildet

Abb. 19 Die Coordinaten eines
Flichenelementes  dF
seien mit yz, der Abstand zwischen dF und 44 mit v und
der Abschnitt, den » aut 44 von S an gerechnet bildet, mif
# bezeichnet. Dann ist
) Y COS & = & SN @,
v = — Y sin e + 2 cos .

Fiir das Trigheitsmoment @, in Bezug aut die Axe 44

erhalten wir

A, jl'a':-f!’.f" = f 2 COS o i simee ) ol .

Beim Ausquadriren geht dies iiber in
@, = cos*a |Z*dF < sin*e [y*d F' — 2 sin ¢ cosw [yed ]
Die hier noch vorkommenden Summengrissen bilden aber
die Momente zweiten Grades fiir die Coordinatenaxen der
und 2. Versteht man unter @, das Triigheitsmoment in Bezug
auf die Y-Axe, also

.
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@, — Jll,_"fn' F
and entsprechend bei den anderen Momenten, so hat man auch
@, cosle®, 1+ sine®, — sin 2 D, . (H4)

Wir bilden sofort auch das Centrifugalmoment @, tiir
die Axe A A und eine zu ihr senkrecht gezogene. Nach der
Definition des Centrifugalmoments ist
@, — [uvdF = [(y cose + zsina) iy 8in ¢ + 2 cos «)d L.

Nach Ausmultipliciven und KEinsetzen der Werthe fiir die
dabei auftretenden Summengrossen, geht dies iiber in

Gt 2 o

D, = = “gin 2¢ - @, cos 2e. (H5H)

Mit Hiilfe der Gleichungen (H4) und (55) vermdgen wir

die Momente zweiten Grades fiir alle anderen Schwerpunlkts-

axen anzugeben, wenn sie fiir irgend zwel zu einander senk-

rechte Axen bereits bekannt sind. Wir wollen jetzt unter-
suchen, fiir welche Richtungen der BSchwerpunktsaxe das
'_['r‘i‘l;_*,']lt-il's|]1n|nm1§1 zu einem Maximum oder Minimum wird.

Dazu differentiiren wir @, nach « und erhalten

d & :
Qeosesme@, + 2 sime cose®. 2eosdad,.
o ; :
(6. @, sin2e¢ — Zcos2ad,,
29D,.

Fiir ein Maximum oder Minimum von @, muss der Ihf
ferentialquotient verschwinden und wir sehen, dass dies bel
jenen Axen zutrifft, fiir die das Centrifugalmoment verschwin-
det. Durch Auflésen der Gleichung @, = O erhalten wir fiir
diese ausgezeichneten Richtungen

20, .

1'”"_"'r_‘ == . .l,'-]l‘ll

6. — @

P

Welchen Werth anch der Bruch auf der rechten Seite
haben mige, man kann immer zwei zwischen O und 2z lie-
gende Winkel, die sich um zwei Rechte von einander unter

scheiden, angeben, deren Tangente gleich diesemn Werthe ist.
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]

Es gibt also auch immer zwei zwischen 0 und x liegende
Winkel ¢, von denen der eine um einen Rechten grisser ist,
als der andere, fiir die das Centrifugalmoment zu Null wird
und @ einen grossten oder kleinsten Werth annimmt. Ob der
pine oder der andere Fall vorlieght, vermag man leicht mit
Hiilfe des zweiten Differentialquotienten zu entscheiden. Is
geniigt aber auch, darauf aufmerksam zu machen, dass sich @
stetig iindert, wenn man die Axe A4 eine Umdrehung aus-
fiihren lisst, nnd dass daher von den beiden ausgezeichneten
Werthen nothwendig der eine ein Maximum, der andere ein
Minimum sein muss, Die beiden zu einander senkrechten
Richtungen, die durch GL (H6) bestimmt sind, werden die
Hauptaxen des Querschnitts genannt.

Jeder |H'|.ie‘hi_l_'.' :_‘.'1’:%1;1“1"11‘ ':-,}Hr.“r‘r-n'||nit1 hat also immer min-
destens zwei durch den Schwerpunkt gehende Hauptaxen,
War zufillig @,. = U, so sind die Coordinatenaxen nach Gl
(56) selbst die Hauptaxen. Es kann aber auch vorkommen,
dass jede Schwerpunktsaxe des Querschnitts zugleich eine
Hauptaxe ist, nimlich dann, wemn @,.— 0 und zugleich
@, — @, ist. Der Bruch auf der rechten Seite von Gl. (56

L}

nimmt dann die unbestimmte Form - an; wir erkennen aber

[}

aus GL (DH), dass in diesem Falle @, fiir jede Axe 4.4 zu

Null wird und aus GL (54) folgt, dass dann alle Trigheits-
| liegt

7. B. bei einem Quadrate oder iiberhaupt hei jedem regel-

momente @, unter einander gleich sind. Dieser

miissicen Vielecke vor.

Um die Centrifugalmomente brauchen wir uns in der
Folge micht weiter zu kiimmern, Dagegen wollen wir noch
eine geometrische Darstellang ableiten, mit deren Hiilfe man
. : ¥ \] 1 i)

die in den vorausgehenden Formeln ausgesprochenen Gesetz
missigkeiten leicht zu iiberblicken vermag. Zu diesem Zwecke
konnen wir uns die Coordinatenaxen der y und z von vorn-
herein in die Richtungen der Hauptaxen gelegt denken.

Gl (H4) vereinfacht sich unter dieser Voraussetzung zu

@, — cos*«@, 4+ sin*e@,. (51

od =
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An Stelle der Triigheitsmomente selbst wollen wir in
diese Gleichune die Trigheitsradien  einfithren. Dividirt
man niimlich jedes Trigheitsmoment durch die Flaché des

(Querschnitts, so erhiilt man eine Grisse, die das Quadrat einer

.. . i 8
Linoe darstellt. Setzt man also
: @
o : (D&

i

<o bedeutet ¢, den quadratischen Mittelwerth der Abstinde
aller Flichenelemente des Querschnitts von der lAxe. Dieser
Mittelwerth wird als Triigheitshalbmesser bezeichnet; man
rechnet. da er eine Strecke bildet, mit ihm oft viel bequemer
als mit dem Trigheitsmomente selbst. Durch Division mit F
ageht Gl (A7) tiber in

sin-et,”. 24

i cos®ol,” |

Um ¢, als Funktion des Richtungswinkels & geometrisch
i
1

darzustellen, wiirde es am niichsten liegen, die Grosse von f.

a e I | I L 1 1 1
auf jeder Schwerpunktsaxe abzutragen und alle Endpunkte

durch eine Curve zu verbinden. Wenn auch gegen diese Dar
stellung michts einzuwenden ist, so wire sie doch nicht be-
quem, da die erhaltene Curve vom vierten Grade wiire und iiber
deren Eigenschaften nichts als bekannt vorausgesetzt werden
kinnte. Man muss bei solchen Darstellungen immer suchen, mit

so namentlich mit Curven zweiten

wohlbekannten Curven, a

(irades auszukommen. Dies ist hier auch leicht mdglich, wenn

man auf jeder Schwerpunktsaxe nicht %, selbst, sondern eine

Strecke abtriigt, die ihr umgekehrt proportional ist. Zu diesem

Zwecke wihle man eine beliebige Strecke m und bilde zu
jedem Trigheitshalbmesser f den Werth

m* .

T = !_"]{I-

Setzt man den Werth von { aus dieser Gleichung in

(. (h9) ein, so geht sie mach einer einfachen Umformung

ither in

Y iy g el (61)
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als Radiusvector auf jedem Strahle e
r @Iner ].”]]'«I aut

Der

und dies ist, wenn =,

abgetragen. wird, die Mittelpunktsgleichun

der die Endpunkte der Radienvectoren enthalten sind.
Maassstab, in dem die Ellipse gezeichnet ist, hingt von der
Wahl des 'in'|i|'!11i‘5_f1’rl Factors m in GL (60) ab.

Noch etwas iibersichtlicher wird die Darstellung, wenn

man sich einer bekannten Eigenschaft der Ellipse erinnert.
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Abb, 20

Zieht man nimlich in Abb. 20 zu dem Durchmesser 4.4 einer
Ellipse eine parallele Tangente T'7T, so ist das Perpendikel p
vom Mittelpunkte auf die Tangente durch die Gleichung

p? = a® sin’¢ -+ b* cos’« (62)
gegeben und aus dem Vergleiche mit Gl (59) folgt, dass p
den zu AA gehorigen Triigheitshalbmesser angibt, wenn man
die Halbaxe @ = f, und 6 = f, macht. Die auf diese Art er-
haltene Ellipse ist {ibrigens unter jenen enthalten, die bei der
vorigen Darstellung gefunden wurden. Es ist nimlich jene,

fiir die g .
e T
ngilh[[ wird, denn beide stimmen sowohl in den H'tt"}liLlll.-_!"'-!:

als in den Grissen der Hauptaxen mit einander tiberem. Es
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st zweckmiissig, auch wenn man an der ersten Darstellung
fosthalten will, m stets in dieser Grosse zu wiihlen. Die so
bestimmte Bllipse heisst allgemein die Trigheitsellipse.
Man kann niimlich die ganze vorausgehende Betrachtung mit

le Strahlen durehfithren, die

geringer Aenderung auch fiir a

nicht durch den Schwerpunkt, sondern durch einen anderen

beliebig gewihlten Punkt des Querschnitts gezogen sind; ich
habe hier davon abgesehen, da ieh nicht unnithiger Weise
amstindlicher in der Darstellung werden wollte, als es durch
den Zweck oeboten ist. Fiir die durch den Schwerpunkt
gehenden Axen fiihrt die Triigheitsellipse den besonderen Namen
Centralellipse.

Man kann iibrigens, auch ohne von dem in Gl. (62) aus
gesprochenen Satze Giebrauch zu machen, die zweite Dar
stellung aus der ersten ableiten. Zu diesem Zwecke betrachte
man die Centralellipse, die zuniichst dadurch definirt sei, dass
auf jedem Strahle die Strecke r nach Gl (60) (mit m* = {,1.)
abgetragen ist, als Projection eines Kreises. Um diesen Kreis
denke man sich eine Anzahl von Quadraten umschrieben, die
man mit projicirt. Alle diese Quadrate und daher auch alle
ihre Projectionen haben gleichen Flicheninhalt. Daraus folgt
sofort, wenn p wieder das vorher damit bezeichnete Perpen-
dikel bedeutet, dass prz constant und zwar gleich 7,7. sein
mugs, also

m= 1

,”T = ;“ - ——— P — H,r:

und hiermit p = ¢.

Wenn die Centralellipse gegeben ist, findet man den zu
irgend einer Axe gehirigen Triigheitshalbmesser immer am
einfachsten, indem man eine parallele Tangente an die FEllipse
sieht und deren Abstand vom Mittelpunkte mit dem Zirkel ab
misst. Man hat dann keine Umrechnung nithig, wie sie nach
Gl (60) erforderlich wird, wenn man von dem Radiusvector
z ausgeht, der von der Centralellipse aut dem Strahle abge-
schnitten wird.

Die Aufeabe, das Triigheitsmoment filr irgend eine in der
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Querschnittsebene enthaltene Axe méglichst schnell anzugeben,
ist durch die vorausgehenden Betrachtungen als gelist anzu-
sehen, sobald die Centralellipse bekannt ist. Es bleibt noch
iibrig zu zeigen, wie man diese selbst erhiilt. Hat der Quer
schnitt eine Symmetrieaxe, so kennt man sofort die Richtungen
der Hauptaxen und man brauncht nur die Triighertsmomente
durch unmittelbare Ausfithrung der Summirung aufzusuchen,
um die Haupttrigheitsradien und damit die Hanptaxen der
Centralellipse zu erhalten. Im anderen Falle zieht man dre
Schwerpunktsaxen in beliebigen Richtungen, berechnet fiir
diese unmittelbar die Tricheitsmomente, findet daraus die
Trigheitsradien und zieht dann zu beiden Seiten jeder Axe
eine Parallele, deren Abstand gleich dem Trigheitsradius ge
macht wird. Man hat damit sechs Tangenten der Central-

ellipse gefunden. Nach dem Satze von Brianchon kann man

dann noch beliebig viele andere Tangenten in einfachster Weise
constrairen, Die i".Hf]}r-'q- selbst wird damit ebenfalls als die
VoIl a'.i.--w:: F.I1i||'||*_"t'|'l["|l ltlllhl"l”ﬂ’ Curve bekannt, Darin besteht
eben der Vortheil, den die Darstellung mit Hiilfe einer Cnrve
zweiten Grades gewiihrt, dass man bei allen weiteren Con
structionen unmittelbar an bekannte Eigenschaften und be
kannte Sitze ankntipfen kann. Natiirlich kann man anstatt
dieses Verfahrens auch das Centrifugalmoment neben den beiden
Trigheitsmomenten filr zwei zu einander rechtwinklige Axen
berechnen und die Lage der Hauptaxen nach Gl (56) be
stimmen.

Fiir die in der Technik viel gebrauchten Walzeisenprofile
sind die Richtungen der Hauptaxen und die zugehorigen Triig
heitshalbmesser oder Triigheitsmomente ein fiir alle Male voraus-
berechnet, und 1n den in allen Zeichenstuben zu findenden
Verzeichnissen angegeben, so dass man in der Mehrzahl aller
Fille die {Ii‘lli'l‘il]l‘]]_]l|>.\'{’ auf Grund dieser .'_\11;1':1[11-11 ohne wei-
teres auftracgen kann.

[ch habe bisher immer nur von den Trigheitsmomenten
fiir solche Axen gesprochen, die in der Querschnittsebene selbst

enthalten sind. Man kann diese Untersuchung leicht auch
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auf solche Fille ausdehnen, bei denen die Axe eilnen belie
bigen Winkel mit der Querschnittsebene bildet (oder ihr
parallel ist). In der Festigkeitslehre kommt indessen nur
noch einer von diesen Fillen in Frage, niamlich das Trigheits
moment fiir eine zur Querschnittsebene senkrechte Axe. Dieses
wird als das polare Trigheitsmoment bezeichnet. Ge-
braucht man dafiic den Buchstaben @, so ist es definirt durch
den Ansatz
6, = fr3d .lf

wenn # der senkrechte Abstand zwischen ¢ F und der Axe ist.

Ziocht man durech den Sechnittpunkt der Axe mit der (Quer-
=

schnittsebene wieder zwei Coordinatenaxen, so hat man

L ,"f: _| 22
und daher

e (63)
®, ist also mit gegeben, wenn man die Centralellipse kennt.

Bezeichnet man :-a]n'-{'il'” die il:iliiltt|'5'|u"m‘ii.*llllllm_'n{t' mit @,
und @&, und beachtet. dass die Coordinatenaxen jetzt in be-
liebiger Richtung gezogen sein durften, so erhilt man aus

(1. (63) noch die einfache Beziehung
@, 60, —6,-+ 0,

d h. die Summe der Triigheitsmomente fiir irgend zwei auf
einander rechtwinklice Axen, die in der Querschnittsfiiche durch

einen gegebenen Punkt gezogen sind, ist constant.

§ 16. Berechnung der Spannungsvertheilung bei schiefer
Belastuneg.

Schief mennt man die Belastung eines auf Biegung be-
anspruchten Stabes, wenn die Ebene der dusseren Kriifte oder
die Ebene des Biegungsmomentes nicht durch eine Hauptaxe
des Querschnitts geht. Wenn die Kriifte alle in einer ein
zigen Ebene, der Kraftebene, enthalten sind, zerlegt man jede
Kraft in zwei Componenten parallel zu den beiden Querschnitts-

hauptaxen und setzt die Componenten von jeder Richtung »u
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einem Biegungsmomente zusammen, dessen Ebene dann eben
falls durch eine Hauptaxe geht. Im anderen Falle kann man
wenigstens nachtriiglich das Biegungsmoment in zwei Krifte-
paare zerlegen, deren Ebenen durch die Hauptaxen gehen.
Wird «

mit einer der ”'{Elliliii‘.ﬂ’lé bildet. mit « bhezeichnet, so sind die

er Winkel, den die Ebene des Biegungsmoments M

Momente der beiden Componenten gleich M cose und gleich
M sine. Dann berechnet man die Spannungen, die durch jede
Componente fiir sich genommen im Querschnitte hervorgerufen
werden, nach Gl (48) oder Gl (50), die hier anwendbar sind.
Die durch das Zusammenwirken beider Componenten ent
stehenden Spannungen findet man daraus durch algebraische

Summirung der beiden Werthe. Im (anzen hat man daher

£ M cos o . gin @ :
flE=— =N s = H_.,- 2y |._‘h"1.

Eine einfache Betrachtung lisst nachtriglich erkennen,
an welcher Stelle des Quersehnitts ¢ seinen grossten Werth
annimmt.

Zur Begriindung dieses Verfahrens kann man sich ent-
weder auf das Gesetz der Superposition verschiedener Span-
nungszustinde berufen oder man kann auch darauf hinweisen,
dass die durch Gl (64) angegebene Spannungsvertheilung
linear ist und dabei das Gleichgewicht zwischen den idusseren
und inneren Kriiften herstellt. Bei linearer Spannungsver
theilung ist ein solches Gleichgewicht nur auf eine einzige
Art moglich, denn die Richtung der Nulllinie bestimmt ein-
deutig die Ebene des aus den Spannungen resultirenden Kriitte-
paars und die Grisse der Spannung in einem gegebenen Ab-
stande von der Nulllinie bestimmt ebenfalls eindeutig die
Grosse des statischen Moments dieses Kriiftepaars. Wenn
das Gesetz der Superposition fiir den betreffenden Stoff nicht
giiltig ist, verliert die zuerst gegebene Begriindung ihre Be-

For]

deutung. In diesem Falle ist aber auch kaum anzunehmen,
dass die Spannungsvertheilung lLinear ist und die andere Be-

griindung versagt daher ebenfalls. In der That darf man i
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alle nicht darauf rechnen, dass Gl. (64) ziemlich

diesem

genan richtig ist; ihre Anwendung kann vielmehr zu erheh-
lichen Abweichungen von der Wirklichkeit fithren. Indessen
gilt dies, wie schon ofters bemerkt, bei allen Festigkeits
berechnungen, die sich auf solche Stoffe beziehen.

Fin einfaches Beispiel mdége noch die Anwendung von

Gl (64) zeigen. Ein Holzbalken sei als Dachpfette verwendet,

ass eine Querschnittsseite in die

20 L :
Neigung der Dachfliiche fillt. Der T S | ’ ;
. . . : Pod |
Querschnitt des Balkensist in Abb. ; e :
: ! R ; ! b~ \.
21 gezeichnet. Nimmt man an, dass b2 \\
1 ~
die Belastung ¢ des ganzen Balkens = \{4
i 2 o 5 . _ I A ‘\
(sammt Eigengewicht) gleichmissig N\ !
is . i = . T N
iiber die ganze Spannweite [ vertheilt NN A\
e S A S =X )
ist, so hat man zunichst fiir das a2 | =
3 : . : ZES ~
Jiegungsmoment 1n der Mitte, wie ! el P,
¥
man leicht findet, H\ N
0l e l.l[ ‘\\l)
M= =
: BT 1t sk Y
Die Ebene von M steht loth- Abb, 21,
4 ; = b i
recht und bildet daher Winkel von & und - — « mit den

P

Hauptaxen. Die Componenten von M in den durch die Haupt
axen gelegten Ebenen sind in die Abbildung eingeschrieben.

Das Trigheitsmoment @, eines Rechtecks folgt aus

¥ dy v 1 f }, i
o, r..Ir‘.'Jf:‘.J.'[ F=1 lﬂ" rg’ll.r,‘ — ‘:

and das Widerstandsmoment W, daher
T
i}
Die Momente fiir die andere Hauptaxe findet man daraus
durch Vertauschung von b mit A — Durch das Axenkreuz
der ¥ und Z wird das Rechteck in vier Quadranten zerlegt,

von denen zwei durch die Belastungscomponenten M sine« und
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M cos e Spannungen entgegengesetzten Vorzeichens erfahren,
withrend sich bei den beiden anderen die Spannungen addiren,
Man erkennt daraus, dass an der Ecke A die grisste Druek-
und bei B die grosste Zugspannung auftritt und dass beide
von einerlel Grisse sind. Diese grisste Spannung folgt

daher aus
Meose . Msine 6 M cos e 6 M sin e
W I HEe hh? b h

Die in Abb. 21 mit ¢ bezeichnete Breite der Horizontal

projection des Balkens ist
¢ — b cos —+ h sin «

und man kann daher fiir den vorausgehenden Ansdruck auch

einfacher ;
6 Me

DI (6H)
schreiben, was fiir die practische Ausfiihrung der Berechnung
am bequemsten ist. Fiir M hat man entweder den vorher
angegebenen Werth einzusetzen, oder wenn die Belastung nicht
gleichférmig vertheilt sein sollte, das anderweitic in der Kraft
ebene berechnete Biegungsmoment. Mit ¢ — b geht der Fall
in den einfacheren iiber, dass die zu h parallele Symmetrie-

axe Iin die lothrechte Kraftebene fillt.

§ 17. Excentrische Zug- oder Drueckbelastung eines Stabes.

Wir nehmen jetzt an, dass die #iusseren Kriifte am einen
Theile des Stabes sich auf eine einzige Kraft zurtickfiihren
lassen, die senkrecht zum Querschnitte steht, dabei aber nicht
durch den Schwerpunkt geht. Dieser Belastungsfall fiihrt die
in der Ueberschrift angegebene Bezeichnung. Offenbar handelt
es sich hierbei um einen Fall der zusammengesetzten Festig-
keit, namlich um das Zusammenwirken einer axialen Be
lastung mit einer reinen Biegungsbelastung. Denn nach den
frither gegebenen Vorschriften ist die Hussere Kraft zu er-
setzen durch eine ihr gleiche und parallele, die im Schwer-
punkte angreift und durch das bei dieser Parallelverlegung

o

L el P
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=

auftretende Kriiftepaar, dessen Ebene durch die Stabmittellinie
geht, Dieses Kriiftepaar zerlegen wir noch, wie im vorigen
Paragraphen, in zwei Componenten nach den Richtungen der
Hauptaxen.

[n Abb. 22 ist von dem Querschnitte nur die Central

E'“i]h‘l' ;Il')'.|‘1|"tllll'f: man

A
kann sich den Quer Z i
schnittsumriss beliebig al’ :
hinzndenken. A sei der '____;_ | N
Angriffspunkt der Hus- et T
seren Kraft P mit den b b ' N
Coordinaten # und » ill = (S Y
in Bezug auf die Haupt- "'-\\ ; ; - /
axen. Dann 18t noch : \\\\ [ //
il'_s_’f"'r]lE ein Flichenele- \H"-- =
ment JdF des Quer |
schnitts mit den Coor- 7 i
dinaten y und 2z angegeben. Die Spanbung ¢ am Orte y:z

sefzt sich aus drei Gliedern zusammen, nimlich

A U EE S+ By
i = & —— < .
T A A L

Das erste Glied riihrt von der axialen Belastung her; im
zweiten Gliede ist Pv das Moment des Kriftepaars, dessen
lihene parallel zur Hauptaxe Z ist und ihnlich im dritten

Gliede. Durch Einfithrung der Triigheitshalbmesser, die gleich

den Halbaxen ¢ und & der Centra ellipse sind, an Stelle der

Triigheitsmomente geht die vorige Gleichung iiber in

3 TETR

0= I'l o dh sl (b6)

In der neutralen Axe des Querschnitts muss dieser Aus-

druck verschwinden, wir erhalten daher als Gleichung der

Nulllinie

uy L

e = | (67

'r!! 1 IIIJI' £ '

Darin sind y und 2 die Coordinaten von Punkten der

Nulllinie, die selbstverstindlich nimlich weil dies schon bei

Féppl, Festigkeitslohre, 2. Aufl. B
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der Aufstellung der Ausdriicke fiir die Spannungen voraus
geserzl wiurde — eime :__Pi-'e'mh- Linie ist. Die Coefficienten von
i und 2z in Gl (67) hingen von den Coordinaten « und
also von der Lage des Angriffspunktes der excentrischen Be
lastung ab. Jedem Punkte .4 ist durch Gl. (67) eine he-
stimmte Nulllinie zugeordnet. Wir wollen uns jetzt die Auf
aabe stellen, diesen Zusammenhang nither zu untersuchen.

7u diesem Zwecke sei zuniichst angenommen, der Angrifis
punkt 4 liege auf der Centralellipse. Die (loordinaten irgend
eines Punktes dieser Ellipse seien mit 5¢ bezeichnet. Dann

hat man die Ellipsengleichung

L } 5 — 1. =

rJ.: b2
Setzt man nun y und v = §, so wird Gl. (67) be-
friedict, wenn wir y = — 7 und 2 ¢ annehmen, denn

diese Gleichung geht dann in GI. (68) iiber. Wir erkennen
daraus zuniichst, dass die Nulllinie durch den dem Anorifts-
punkte diametral gegeniiberliegenden Punkt der Centralellipse
geht, fa

Weiter folet aber noch, dass die Nulllinie in diesem Falle

ls der Angriffspunkt selbst auf der (‘entralellipse legt.

die Centralellipse beriihrt. Um dies zu beweisen, differentiiren

wir die Gleichungen beider Linien. Wir finden

i J I
g = KR - -“l-
] b2 dy
N dupie B GEE o)
fJ: ll.':ln'l'lj_

and wenn wir in die erste Gleichung die vorher angenom
menen Werthe von « und » emsetzen und die zweite Glei

chung auf den auf der Centralellipse liegenden Punkt der Null

linie anwenden, finden wir in der That, dass an dieser Stelle
r.'l'_ ..'l:':

i i dmn

ist. dass also die Nulllinie und die (‘fentralellipse an dieser

Stelle gleich gerichtet sind. Damit ist die Lage der Nulllmni
vollstindie bestimmt, fiir den Fall, dass der Angriffspunikt de

Jelastung auf der Centralellipse enthalten i1st.
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Wir denken uns jetzt den .\II_:"|'=j§'s|1ii:'_|.;1 aus seiner ersten
Lage lings des durch den Schwerpunkt gezogenen Strahles
'\I"'f‘-l‘!‘}"]iﬂ‘“. |j;l||ll -'|_"|':li'|-|| |10 ¥ uand v |!I"|4[I' I demseliben

Verhiiltnisse. Auf den Werth des Differentialquotienten

5
e

also auf die Richtung der Nulllinie, ist dies ohne Einfluss.
Die Nu

".1'|r|'t'_l| erwa o Il]hl (B I||J|[1F1|'|[ S0 2T08s

linte verschiebt sich also dabei parallel zu sich selbst.

o 1 < 1
oeworden  sinda, als

1'|3|'ir|l'|'_ miissen wir i :‘li“sli £ 5':|H'!'Ec'” JI;I”J S0 OoT0Sss ;Jirc \Hl‘lll-]'
anmehmen, um Gl. (67) wieder zu befriedigen. Daraus folgt,

dass die Nulllinie uwm so nither an den Schwerpunkt heran
riickt, je weiter sich der zugehorige Angriffspunkt entfernt
und zwar so, dass das Produkt der Abstinde beider vom
eibt. Die Nulllinie schneidet die

Centralellipse, wenn der Angriffspunkt ausserhalb der Ellipse

Schwerpunkte constant b

liegt und sie geht aussen vorbei im umgekehrten Falle. Wenn
der Angriffspunkt in’s Unendliche riickt, geht die Nulllinie zu
letzt dureh den Schwerpunkt selbst. Dieses Resultat war

schon nach dem Fritheren zu erwarten, denn in diesem Falle

kommt die axiale Belastung oegeniiber dem biegenden Kriifte

paare nicht mehr in Betracht und wir kiénnen geradezu den
Fall der reinen Biegung als jenen Sonderfall der excentrischen
Belastung betrachten, bei dem diese Belastung durch eine un
endlich ferne und dabei unendlich kleine Kraft von endlichem
Momente hervorgebracht wird. Dies fiihrt uns nur wieder
auf eme aus der allgemeinen Statik bekannte Deutung eines
Kriiftepaars. Wenn umgekehrt der Angriffspunkt mit dem
Schwerpunkte zusammentiillt, riickt die Nulllinie in’s Unend
liche, d. h. wir haben eine gleichférmige Spannungsvertheilung

iiber den ganzen Querschnitt.

Wir smd jetzt im Stande, mit Hiilfe der Centralellipse

I." jl'l|t‘ :tll']‘;[‘ljiu't- !';=1|'.-

-

des Angriffspunktes die zugehirige
Nulllinie sofort anzuceben. Wir brauchen daza nur einen
strahl vom I‘"‘c'}ln'ul'|\||!l}{Te- nach dem _\uf_ﬂ'riI'l'.-ci||1';-_§\']fl zu ziehen,
uns zuerst dén Angriffspunkt auf dem Schnittpunkte dieses
"'ll‘:L|||l‘:-= II'.i_‘: |||'1_' fll‘:]Tr':'J]f’||i|n'f‘ 1 |!L|-uhr1]]_ ri. ¢|:L'_.{=; g‘t-hf}['i;{l‘

Q*
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diametral gegeniiberliegende Tangente zu ziechen und diese
schliesslich parallel zu verschieben, bis gich ihr Abstand vom
Mittelpunkte im umgekehrten Verhiiltnisse geiindert hat, als
der Abstand des Angriffspunktes.

Wir wollen aber die Untersuchung noch um einen Schritt

weiter fithren. Der Angriffspunkt soll niimlich jetzt eine be

rehiirt eine

er [,:l}_’:i" :._'||

liebige gerade Linie beschreiben. Zu je«
bestimmte Nulllinie und es fragt sich, wie sich die Lage der

Nulllinie iindert. withrend der Angriffspunkt lings seiner Bahn

fortriickt. Die Gleichung dieser Bahn sei
» = au -+ B,

wobei ¢ und B beliebig gegebene constante Grissen sind. Wir
fassen zumiichst irgend zwei Lagen w,v; und u,7, auf dieser
Bahn in’s Auge, suchen die zugehirigen Nulllinien aunf und
ermitteln. in welchem Punkte beide sich schneiden. Die Glei:

chungen beider Nulllinien sind nach Gl (67), wenn man

B == fdhicenl= 3 setzt und ebenso fiir o,
(TR TR 7 :
Y42 (e B) = — 1,
TR Y LR - iy oy 2
: =1 L { el = = -
as | e @ 3 | l) e

Um die Coordinaten des Schnittpunktes beider Nulllinien
zu erhalten. miissen wir diese (Gleichungen nach y und z auf

l6sen. Wir finden

9 B b= i
iy = — = - — (]
: H P

wie man sich auch nachtriiglich leicht durch Einsetzen dieser
Werthe in die Gleichungen iiberzeugt. Die Abscissen w, und
w, der auf der Bahn des Angriffspunktes beliebig heraus-
georiffenen beiden Punkte sind aus den gefundenen Werthen
vollstiindig herausgefallen. Daraus folgt, dass es gleichgiiltig
ist. welche besonderen Punkte man auf der Bahn ausgewiihll
hat: alle Nulllinien, die zu den Angriffspunkten auf dieser
Bahn gehiren, schueiden sich gegenseitig in demselben Punkte,

dessen Coordinaten durch die Gl (69) angegeben sind. Mit
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anderen Worten heisst dies: wenn sich der Angriffspunkt
lings einer beliebigen Graden verschiebt, dreht sich
die Nulllinie um einen dieser Graden zugeordneten
Punkt.

Die Art dieser Zuordnung stimmt mit jener iiberein, die
wir schon vorher kennen lernten. Denn denkt man sich jetzt
umgekehrt den durch die Gl (69) angegebenen Punkt als An

;_1'1'[1'F.~;F|=.'.1||{I". getzt also

Nulllinie GL (67

und fiihrt diese Werthe in die Gleichung der

ein. so ceht diese iiber 1n

g=qay 1 f.

Wenn man also den Punkt, wm den sich vorher die Null
linie drehte, nachher als Angriffspunkt wiithlt, so fiillt die 1hm
zugehorige Nulllinie mit jener Linie zusammen, die vorher
als Bahn des Angriffspunktes gedient hatte.

Wir sehen, dass hierdurch jedem Punkte der Ebene ene
(Grade und umgekehrt eindeutic zngeordnet ist. Dies ermnert
an die Lehre von den Polaren in der (zeometrie der Kegel

schnitte. Nur insofern besteht hier ein Unterschied, als nicht

wie bei den Polaren, einer den Kegelschnitt (die ,,Ordnungs
curve®) beriihrenden Graden der Berithrungspunkt, sondern
der diametral gegeniiberliegende Punkt zugeordnet ist und
ihnlich in jedem anderen Falle. In Anlehnung an den Sprach-
gebrauch in der Geometrie der Kegelschnitte bezeichnet man
daher die einander entsprechenden Punkte und Graden als die
Antipole und die Antipolaren.

Mit diesen Bezeichnungen kdnnen wir die vorausgehenden
Ergebnisse in den Sitzen zusammenfassen:

1) Jedem Punkte der Querschnittsebene, der als
Angriffspunkt der Belastung gedacht wird, ist die
Antipolare dieses Punktes in Bezug auf die Central-
ellipse als Nulllinie zugeordnet, und umgekehrt ent-
spricht jeder als Nulllinie beliebig gewiihlten Graden
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der Querschnittsebene der ."‘Lil'.i|'::i dieser Graden als
Angriffspunkt der Belastung.

2) Wenn sich der Angriffspunkt ant einer belie
higen (Fraden verschiebt, dreht sich die ?.!\;'|'1|||"-|'il_~_'z-
Nulllinie um den Antipol dieser Graden,

3 Wenn siech die Nulllinie um einen |H'|i|"!li-l~‘1't-'
Punkt dreht. schreitet der zungehdrige Angriffspunkt
auf der ."'lt'_[;]'--li:.l1't'|| dieses Punktes w eiter.

Man kann noch hinzufiigen:

{) Wenn der Angriffspunkt auf einer Curve zweiter

;'.Il-:ll‘ \lll"||l ernen an

deren Kegelschnitt ein und nmgeke hrt.

UOrdnune ftortschreitet, nu

“-"l der .l'\l‘-‘.\:-HilIIH_l_" :|i1--x'|' Siitze ist es :_f||';+'|'|5;'i'i=|li;1'. ob
gie ?\“Il”lillii’ I'lil' l;!”"l.'.‘-'wl'ilf':ilir\ig,i-ll'l'il' l|ill'l'.il.":l'i"_lll'illl'[ mivr' ALSSer-
halb verliuft. Im letzten Falle kommen iiberhaupt nur Span
nungen ¢ von gleichem Vorzeichen im Querschnitte vor. Man

sich nun noch die Aufeabe stellen, alle Lagen des An

oriffspunktes anzugeben, bei denen mnur Spannungen von
einerlei Vorzeichen im U:it‘l'ﬂ'i]nith,- auftreten. Alle diese An
oriffspunkte liegen innerhalb einer Fliche, die als der Kern
des Querschnitts bezeichnet wird. Um den Kern des Quer
<chnitts zu erhalten, denke man sich alle mdglichen Linien
agezogen, die den Querschnittsumfang entw eder berithren oder
itberhaupt mindestens einen Punkt mit ihm gemeinsam haben,
ohne in’s Innere der Fliche einzutreten. Wir wollen den In
beoriff aller dieser Linien den den Querschnitt wmhiillenden

om Strahle dieses Biischels ent

Tangentenbiischel nennen. Jec
spricht ein Punkt des Kernumrisses, niimlich der Antipol des
Strahles. Wiihrend der Strahl alle moglichen Lagen des Tan

quft, beschreibt der Antipol den Umfang

f;'r-'i|I'--|1'|rii.~'|'||u-l.~a durch
des Kerns. Denkt man sich, nachdem der Kernumfang econ
struirt ist, den Angriffspunkt in die Fliche des Kerns geriickt,
so riickt die zugehdrige Nulllinie weiter nach aussen und man
erkennt daraus, dass in der That nur Spannungen von dem
oleichen Vorzeichen bei dieser Lage des Angriffspunktes aut

treten konnen. Dies gilt aunch noch, wenn der Angriffspunkt
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S Excentrische Zug- oder Druckbelastung eines Stabes 1149

auf dem Umfange des Kernes liegt; dabei sinkt nur an einer
oder auch an einigen Stellen des Querschmittsumfanges die
H;:;|!_'_||::|l_:' ':li.i :%!il' :\'LIH |5f‘|‘;||>, :'\'--||rii¢| :1|:{'!' llv." .\Ilu'!'i_l‘ilﬂpllllii'-_
iher den Kern hinaus geriickt wird, kommen Bpannungen von
entoegengesetztem Vorzeichen im Querschnitte vor.

Diese Betrachtungen werden namentlich bei der Berech

wewendet. Da Mauerwerk in ge

HUnge  voi .\'Izl'..'r.-l‘]=1'-"i]e~r'|| al

wihnlicher Ausfithrune wenig widerstandsfithig gegen Zng
beanspruchung ist, muss man diese zu vermeiden suchen, und
man stellt daher als Regel auf, dass der Angriffspunkt der
Belastung, die in einem Querschnitte des Mauerpfeilers iiber
tragen wird, nicht ausserhalb des Querschnmittkernes liegen soll.
Diese Forderung beruht auf der allen diesen Untersuchungen
zu Grunde liegenden Voraussetzung, dass die Spannungsver
theilune linear ist. Man kann freilich Bedenken tragen, ob
diese Voraussetzung cerade bei Mauerwerk. das dem Hooke
schen Gesetze sicher nicht gehorcht, hinreichend genau zu
trifft. Indessen hat sich die Regel, so viel seither bekannt ist,
ganz wohl bewithrt und man braucht daher kein Bedenken
gegen ihre Anwendung zu tragen. Freilich sollte man die
hypothetische Grundlage, anf der sie beruht, wohl im Gedicht-

alten. um nicht in den Fehler einer Ueberschiitzung

nisse be
der theoretischen Resultate zu verfallen.

Schliesslich soll die Aufsuchung des Kerns noch an
einigen einfachen Beispielen, zuniichst fiir den rechteckigen
Querschnitt erlintert werden. Die Querschnittsseiten seien,
wie in Abb. 23 (S. 120) angegeben, mit @ und b bezeichnet.

Wie schon vorher j_L'I'I'H]th*H (5. 111), ist das T

cgheitsmoment

des Rechtecks fiir die zur Seite a [I.'ll'{l”f.'ll" Hauptaxe gleich

der 1|‘:|_1;‘]l{-.:['.~~'."'r1:|1‘.:.H also f_’:ll'!t‘il — (2887 D, Fiir

12 7 12

d
setzen. Wir haben damit die Halbaxen der Centralellipse

e andere Hauptaxe hat man nur a an die Stelle von b zu

cefunden, tragen diese auf den r{nn||1wr1'ie-u_\;=\n des Querschnitts
auf und construiren die BEllipse. Von dem Tangentenbiischel,

der den Querschnitt einhiillt, kommen vier ausgezeichnete
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Lagen in Betracht, niimlich jene, die mit je einer Querschnitts-

seite zusammenfallen. Bei den iibrigen Lagen geht der Strahl
durch eine der Ecken des Rechtecks. Aus einer Hauptlage
geht der Strahl daher
in die niichste iiber,
indem er sich um die
dazwischen liegende
Fecke dreht. Daber
beschreibt der Anti-
b pol, wie wir friiher
tanden, eine gerade

Linie. Wir erkennen

darans, dass der Kern-
umriss ein  Viereck
und zwar, der Sym-

metrie  wegen, ein

Rhombus 1st. Es ge-

niigt daher, die auf

den Hauptaxen liegen-

- den Eckpunkte autzu
suchen, Dem Strahle
co  des '11:l11}.',"{-ll1.t.'11-

biischels entspricht der Antipol 4. Der mit 2z bezeichnete

Abstand dieses Punktes vom Schwerpunkte multiplicirt mit

I
(il

dem Abstande der Linie ae, also mit _ ist gleich dem Qua
drate des Trigheitsradius, also
||IJ Illnl:: |r|'
2 = oder 2= +=.
2 12 6

Jede Diagonale des Kerns ist daher gleich dem dritten
Theile der zu ihr parallelen Rechteckseite. Dies entspricht der
I{['}_l:e--l: dass beil :\]am;|-|r1'|,-iLL_-_1-]1 der Angriffspunkt der Jelastung,
falls er in einer Symmetrieebene enthalten ist, im mittleren
Drittel der Fuge bleiben soll. — Der Kern ist in Abb. 23
durch Sechraffirung hervorgehoben.

Fiir eine kreisformige Querschnittsfliche i1st der
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g 17. Excentrische Zug- oder Druckbelastung eines Stabes. 121

Kern natiirlich selbst wieder ein Kreis. Um das Triigheits
moment einer Kreisfliche zu berechnen, geht man am einfach
sten von dem polaren Trigheitsmomente aus. KEin Ring vom
Radins » und der Breite dr triigt, da alle seine Fliichen
elemente gleichen Abstand vom Mittelpunkte haben, 2mr®dr
zu @, bei. Wird der Radius des Kreises mit a hezeichnet, so
hat man daher 3 .

@, = 2x[ridr ="

1]

Fiir alle in der Querschnittsebene enthaltenen Axen ist
® gleich gross und nach dem in Gl (63) ausgesprochenen
Satze daher halb so gross als 6,. Wir haben daher fiir &
and den Triigheitsradius {

7.r.lr: b

und =
1 2

(]

Das Product aus dem Kernradius z und dem Abstande
einer den Querschnittsumfang beriihrenden Tangente ist gleich

b : : : a 3 ;
dem Quadrate des Triigheitsradius, daher z , » womit die

Aufeabe gelost ist.

Ein elliptisch begrenzter Querschnitt wird am ein-
fachsten als Projection eines Kreises aufgefasst. Ist a die
grosse, b die kleine Halbaxe und setzt man b = a cose, ver-
steht also unter ¢ den Neigungswinkel jener Kreisfliche gegen
die Projectionsebene, so hat man fiir das Trigheitsmoment @,
in Bezug auf die grosse Hauptaxe

5 ?_'Jr" _l:'.uf."a"
cos" o - -- .

5, — )",:""rrJ = 4 4

Dabei sind unter z, und dF, jene Grossen zu verstehen,
deren Projectionen z und dF bilden. Ebenso hat man

L b r ‘s : = mal Tl
= — jy“rrrf' = 1-cr.~=t-.'rf|.«..r._ ol ,"I —=lEONE —— -

denn hier sind die Abstinde y, und ¥ einander gleich, da y,
parallel zur Projectionsebene geht. Fiir die Triigheitsradien
findet man hierans durch Division mit dem Flicheninhalte der

Ellipse A s ke Sl
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[ he {'llg':[;';;i-_-||i|pm|' ist daher dem 1'l?_|||-i'.-a|';:1i:il'1hll!lll'irn'-.‘ ihn
lich. Auch der Kern ist eine hierzu iihnliche und iihnlich liegende
Ellipse, deren Halbaxen, die sich ganz wie heim Kreise berechnen

lassen, den vierten Theil jener vom Quersechnittsumrisse ausmachen.

$ 15, Berechnung der Biegungsspannungen mit Hiilfe
des Kerns.
Schon frither wurde darauf hineewiesen, dass der Fall der

Sonderfall der excentr

z L . el 1 + | -
reinen Biegungsbeanspruchung als

; schen Belastung
aufoefasst werden
2 kann. Wir kon-
- € / 29 nen daher die Iint
: *:‘ : wicklungen  des
R i A letzten Paraora
Loty phen benutzen, um
b «l ; : noch eine andere
: : | : 4 ' Losung der schon
! I in & 16 behandel-
4 n." \,r i Len .\Ili'l'_{'zili-rt' dar
\ | aus abzuleiten.
N | In Abb. 24 ist
ol e et *— der Querschnift
i : als Rechteck e
\ i withlt: er konnte
\\\J 3 N aber ebenso gut
s | s e ; F
| J Bl auch irgend eine
I /i r 5 N andere (restalt
I\. i o
. % habhen. Central
— — ellipse und Quer-
| {’ schnittskern sind
Ny, | ehenso  wie in
T Abb, 25 L‘i]ll'__i'l‘

\bb. 24 tragen. Mit BD
st die Spur der Ebene bezeichnet, in der das Kriiftepaar vom

Biegungsmomente M liegen mioge. Wir fassen dieses Kriifte-
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paar als eine unendlich kleine und unendlich ferne Kraft auf,

deren .\:.-;.fl'iﬂ'.\élll:'-ld daher der unendlich ferne Punkt der
Graden BB ist. Die zugehtrige Nulllinie NN ist die Anti

polare dieses Punktes und sie geht daher in der Richtung des
su BB conjugirten Durchmessers der Centralellipse. Wir

inden diese Richtung, indem wir im Durchschnittspunkte von
BB mit der Centralellipse eine Tangente construiren. Zu
dieser oeht NN parallel. Die grosste Spannung tritt an den
Kanten auf, die den grissten Abstand, niimlich den Abstand ¢
von der Nulllinie haben. Um diese Spannung, die mit ¢, be

met werden soll. zu berechnen, schreiben wir noch die

a",'.‘il'

Bedingung an, dass das Moment aller Spannungen gleich dem

Momente des biegenden Kriiftepaares fiir die Momentenaxe NN

sein muss. Dass die Spannungen ein Kriiftepaar liefern, das in

der Ebene der iiusseren Kriifte liegt, ist schon durch die Fest

setzung der richtigen Lage der Nulllinie verbiirgt; wir brauchen
.

ans also nur noch um die Grosse der Momente zu kiimmern

Hierbei ist zu beachten, dass die Nulllinie NN nicht

senkrecht zur Ebene des Biegungsmomentes M steht, sondern
einen Winkel « mit ihr bildet. Das Moment des biegenden
Kriiftepaars in Bezug auf die Axe NN ist daher nicht gleich

M, sondern gleich M sine zu setzen. Fiir die Spannung in

irgend einem Flichenelemente (F, das den Abstand y von

NN haben moge, konnen wir nach dem Navier'schen Span

a, . ; 4
ungsgesetze °y setzen und die Momentenglel

=

nungsverthe

chung lautet daher

Msing — " [y*dF -“r" @y,
£ S

wenn mit @y das Trigheitsmoment fiir die Axe XN N bezeich
net wird.
Andererseits ist aber nach der Definition des Kerns
e = [*,
oder. wenn wir an Stelle der drei auf BB liegenden Strecken

ihre Projectionen auf eine zu NN senkrechte Linie einfiithren,
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denn ¢ ist nach der Definition der Centralellipse der zu NN
gehirige Triigheitshalbmesser. Setzt man den hieraus folgenden
Werth von @y in die erste Gleichung ein und l6st sie nach
g, auf, so erhilt man das einfache Resultat

0
M

8 o (7N

(7]

Man kann diesem noch eine etwas andere Fassung oeben,
wenn man dem durch Gl (49) zuerst eingefithrten Begriffe
des Widerstandsmoments W eme erweiterte Bedeutung ver

leiht, nimlich darunter das Product aus der Querschnitts-

fliiche I und der ,Kernweite” L versteht. Diese neue Defini-
tion steht niimlich nicht im Widerspruche mit der durch
Gl. (49) gegebenen, die nur fiir den Fall giiltig war, dass die
Biegungsebene durch eine Querschnittshauptaxe geht. In der
That 1st 1n diesem Falle by, = und daher = F' [
: 5

[m Sinne dieser erweiterten Definition lisst sich GL (70)
aunch 1m der Form
M !
0y = (1)

schreiben und sie stimmt dann genau mit der fiir die gerade
Belastung abgeleiteten (1. (50) iiberein.

Die Berechnung nach diesen Formeln ist an sich viel ein
facher als die i § 16 gegebene. Indessen wird dabel voraus-
oesetzt, dass der Querschmittskern bereits bekannt sei. Wenn
in den Profiltabellen der Hiittenwerke der Kern in jedes Walz
eisenprofil eingezeichnet wiire, was schon ofters vorgeschlagen
wurde und niichstens vielleicht auch einmal ausgefiihrt wird,
wiirde sich die Anwendung der Gl (70) oder (71) schnell ein

biirgern. Do lange der Kern aber nicht von vornherein ge-

geben 1st, wird man mit der Rechnung schneller auf dem
frither angegebenen Wege fertig.
Mit Hiilfe dieser Betrachtung kann man auch leicht be-

urtheilen, welche Richtung der Biegungsebene BB die grisste

-

Yed ety
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Gofahr fiir die Festickeit des Stabes bedingt, d. h. bei welcher
Richtung die Kantenspannung g, den grissten Werth annimmt,
wenn das }II'_1_':||11;J,':~'1T||1I]|e‘]|1' M ein fiir alle Mal oe f_1l|ll:|| 18t
(also etwa bei gegebenen Lasten). s ist jene Richtung, zu
der die kleinste Kernweite & gehért, beim rechteckigen Quer-
sehnitte also die zn einer Diagonale senkrechte Richtung. Das
letzte Resultat geht iibrigens auch schon aus der in § 16 ge-
gebenen Rechnung hervor, denn die in Abb. 21 mit ¢ be-
seichnete Grosse, die in Gl (65) allein als von der Richtung
der Biegungsebene abhiingiger Factor auftraf, nimmt in dem
bezeichneten Falle ihren grossten Werth an; sie wird dann

gleich der Rechtecksdiagonale.

§ 19. Bestimmung von Triigheitsmomenten mit Hiilfe des
Momentenplanimeters.

Es giebt keinen zweiten Gegenstand der technischen Mechanik,
i'lhm den schon so viel geschrieben w-urrlun wiire, als iiber die
Lehre von den Trigheitsmomenten und die damit susammenht ingen-
den DBetrachtungen, von denen die l-_:1.51.|-| Paragraphen handeln.
Dahin gehéren namentlich auch die zahlreichen Methoden, die zur
Bestimmung der Triigheitsmomente von Querschnittsflichen aus-
ge cli’}[ll‘l1 wurden. BEs ist nicht mdglich, aber auch nicht nithig,

, hier alle vorzufithren: es wire damit fast so, als wenn man
in einem Lehrbuche der Euklidischen Geometrie alle bisher auf-
gestellten Beweise fiir den Pythagoriiischen Lehrsatz abdrucken
m,lll‘ro. Die zeichnerischen Methoden gehdren iiberdies zur graphi-
Statik und die schinste, die von Mohr herrithrt, wird dort be-
handelt werden. An dieser Stelle geniigt es, wenn darauf hin-
gewiesen wird, dass irgend eine principielle Schwierigkeit bei der
Ermittelung des Triigheitsmomentes niemals bestehen kann, da man
im schlimmsten Falle sich immer damit helfen kann, dass man den
Querschnitt in schmale Streifen zerlegt, die zur Axe parallel laufen,
fir die das Trigheitsmoment ern.llhlt werden soll, dass man den
Flicheninhalt je des Streifens mit dem Quadrate des mittleren Abstan-
des von der Axe multiplicirt und die Producte addirt. Unbedingte
Genanigkeit wird bei irnJngIahrwuhnll\lm n niemals gefordert —
oder hiichstens unverstindiger Weise — und den lnuthlwuu An
spriichen an die Genanigkeit lisst sich dabei leicht m]lst.n'chw
geniigen. Viel Werth vermag ich daher jenen U ntersuchungen nicht
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beizulegen, ich pflege vielmehr meinen Herern zu rathen, wenn sie

einmal den Dra st etwas zur Bereicherune der Wissen

4

ne fithlen, s

sch beizutragen, ihre Krifte lieber bei anderen Dingen einzu-

setzen, die wohl nicht zu so mithelosen, da

* aber auch zu werth
volleren Resultaten fithren.

Dagegen soll hier noch auseinandergese

werden, auf welechem
Gedankengancedas

von Amsler zur
mechanischen Eir-
mittelung dex T qg-
heitsmomente con-

A  struirte Momenten

planimeter beruht.

= In Abb. 25 se1 4 4
\ /

\ / die Axe, filr die das
\'*. s Et';ll-_rln-|:-':||u['|'|--n].
. ,.f i
Sl ermittelt werden
Abb, 22

soll. Wir dehnen
die Summirung zu-
nichst fiber den schmalen Streifen aus, der durch Sehratfirung
hervorgehoben ist.  Dieser liefert zum Triigheitsmomente den
Beitrag

1 s BT A
iz I .-'||"|'III_:'||' — -
L 4
(1]

ine Stange £ C von der Linge ! wird so herumgefithrt, dass
das Ende B auf dem Querschnittsumfange, das Ende ¢ auf der
Axe A.A fortschreitet. Man hat w — ! sing und das Tricheits-

moment der ganzen Fliiche ist daher

F L o
6= ’.ni.ll 'rJ;,rr'.:.

Dieser Ausdruek lidsst sich noch etwas umformen mit Hiilfe
der goniometrischen Formel

SR 3 s1n q s1n Sp
81N g = ;
Er geht dadurch iiber in
!; S8 I||- e
B = l I sin g2 T l sin 3z,
[ e

Unmittelbar an der Stange BC des Instruments ist eine Rolle
I befestigt. Wenn man mit dem Stifte am Ende B

der Stance

L0 L

dl

je

PR - e |
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den Umfang des Querschnitis umfihrt, rollt R fiber

fische und die Drehung, die sie nach Beendigung des Umlanfs

auscefiithrt hat, kann mit Hilfe eines Nonius aboelesen werden.

Wihrend der Stift B das zu dem schraffirten Streifen gehirige

Flement des Umfanegs durchlinft, findet eine Drehung der Rolle

statt. die in zwei Theile zerlegt werden kann. Der eine Theil 15t

durch die Verticalprojection, der andere durch die Horizontalpro-

jection des Un fangselements bedingt. Hat man mit dem Umfahren

bei dem einen auf der Axe A.A liegenden Punkte begonnen, war
alsa die Stance B € zuerst horizontal gerichtet, so nimmt sie

wieder dieselbe Richtu

g an, wenn der Stift B an dem anderen
auf 4.4 liegenden Punkte angelangt ist. Die verticalen Wege von
B liefern also zusammen Null und alle Drehungen, die durch die
\r1"_i_n_::l,i]nt'l'lliﬂ.-c'i_i:-.‘u-n der Umfangselemente auf der einen Seife von
A A bedingt sind, heben sich daher ebenfalls gegeneinander auf.
Wir brauchen also nur auf die Drehungen zu achten, die durch

die Horizontalcomponenten des Weges 'von b veranlasst werden.

Fiir- das betrachtete Umfanoselement ist der Weg in horizontaler
Richtung gleich dz. Nun ist klar, dass die Rolle gar keine

ausftiib

Drehun; wenn sich die Stange in ihrer eigenen Richtung

verschiebt: es kommt also auch bei der Parallelverschiebung der

Stance um dz nur auf jenen Antheil des Weges an, der senkrecht

sur Stangenrichtung steht und dieser ist gleich dzsing. ‘Wenn
der oberhalb der Axe liegende The

1

des Umfangs durchlaufen ist,
wird demnach die Drehung der Rolle proportional mit

"

_|I' sin gpd 2

sein. Wenn dann weiter der untere Theil durchlanfen wird, lassen
sich dieselben Betrachtungen wieder anwenden. Man muss dabe:
heachten, dass ‘if'-lL'l' Factor des Productes singdz das dem vorigen
entgegengesetzte Vorzeichen annimmt, dass also das Product selbst
das oleiche Vorzeichen beh#lt. Daher heben sich die durch die
horizontalen Wege bedingten Rollenumdrehungen nicht gegeneinander
auf, wie es bei den verticalen Wegen des tes B der Fall war.
Im Ganzen bildet vielmehr die Rollenablesung unmittelbar ein

Maass fiir das iiber den ganzen Umfang erstreckte |

singdz, Man

ein, dass mnach einmalicem Umfahren der Fliche mif

I} das erste Glied des fiir ® gefundenen Ausdrucks,

resehen von einem contanten Factor, der von der Construction

des Instruments abhingt, unmittelbar vom Instrumente abgelesen
werden kann. Das zweite Glied in dem Ausdrucke fiir @ ist ganz

ihnlich gebildet, wie das erste; der wesentliche Unterschied besteht
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nur darin, dass der Sinus des dreifachen Winkels vorkommt. Dem
lisst sich aber leicht Rechnung tragen, indem man eine zweite
Rolle anbringt, deren Lager durch eing Zahnradiibersetznne im
Verhiiltnisse 1 : 3 mit der Stange B verbunden ist, so dass die
Umdrehungsaxe dieser zweiten Rolle in jedem Augenb

il_'-lx'l: 151_-]1_
Winkel 3¢ mit der Axe 4 A bildet, An der Horizontalverschicbung
der Stange nimmt sie ebenso Theil wie die vorige Rolle, und die
an ihr nach einem ganzen Umlaufe genommene Ablesung gibt
daher ein Maass fiir die Grisse des zweiten Gliedes in dem Aus-
drucke fiir ®. Demnach erhilt man fiw @
0 = wr — Bry,

wenn « und § Constanten des Instruments, die ein fiir alle Mal
ermittelt sind und » und r; die Rollenablesungen bedeuten.

Das Amsler'sche Planimeter hat auch noch eine dritte Rolle,
mit deren Hiilfe das statische Moment der Fliche fiir die Axe A4
bestimmt werden kann; ich werde aber darauf nicht niher ein-
gehen, — Zugleich méchte ich noch bemerken, dass die Genauig-
keit bhei Querschnitten von Iftrmiger Gestalt oder bei Schienen-
profilen nach meinen Erfahrungen nicht so hoch ist, als die der
graphischen Methoden. Man erhilt niimlich @ als Differenz von
zwel Werthen, die sich verhiiltnissmiissig wenig von einander unter-
scheiden, so dass die Beobachtungsfehler im Vergleiche zu dieser
Differenz ziemlich betriichtlich werden, wenn auch jedes einzelne
(Glied an sich recht genan ermittelt werden kann.

§ 20. Berechnung der Schubspannungen im gebogenen Stabe.

Bisher stand immer der Fall der reinen Biegungshean-
spruchung im Vordergrunde und fiir diesen hatten wir Grund
genug zu der Annahme, dass fiberhaupt keine Schubspannungen
im Querschnitte iibertragen werden. Wir betrachten jetzt den
allgemeineren Fall, dass die iusseren Kriifte an einem Stabtheile
neben einem Biegungsmomente auch noch eine Scheerkraft 17
liefern. Nach dem Grundsatze der Superposition verschiedener
Spannungszustiinde wird dadurch an der Vertheilung der Normal-
spannungen ¢ iiber den Querschnitt nichts gefindert. 'Wir ktnnen
daher die frither durchgefithrte Berechnung von ¢ auch im all-
gemeineren Kalle ohne weiteres anwenden. Dagegen bleibt

hier noch die Frage zu entscheiden, wie sich die Schubspan-

Pk i

—
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§ 20. Berechnung der Schubspannungen im gebogenen Stabe. 129

nungen, die zusammen die Resultirende ¥ geben, iiber den
Querschnitt vertheilen. Wir sind dabel in etwas giinstigerer
Lage als bei der Frage der Vertheilung der Normalspannungen,
die wir ungefiihr in der gleichen Weise losen mussten wie
Alexander, als er den Gordischen Knoten durchhieb. In der
That ist die Vertheilung der Schubspannungen durch die Ver
theilung der Normalspannungen schon bis zun einem gewissen
Grade mit bedingt. Man erkennt dies schon aus den all-
gemeinen Betrachtungen des ersten Abschnitts. Die erste der
(leichungen (5), die das Gleichgewicht der Spannungen an
einem unendlich kleinen Parallelepiped aussprechen, lautet,
wenn wir die Componente X der fdusseren Kraft gleich Null
setzen,

(AR gy 2 O&

Denken wir uns die X-Axe in die Stabmittellinie und die
Y-Axe in die Ebene der fiusseren Kriifte, also in die Richtung
von V gelegt, so spricht diese Gleichung den nothwendigen
Zusammenhang zwischen der Vertheilung der Normalspan-
nungen ¢ und der Schubspannungscomponenten z,, und z..
iiber den Querschnitt aus, denn nach den Gleichungen (4) ist
Toy= Tyz UNd T,. = 7.,. Freilich reicht diese Glejchung allein
noch nicht vollstindig aus, die Schubspannungscomponenten
zu berechnen. KEs muss immer noch eine mehr oder minder
willkiirliche Annahme hinzutreten.

Wir wollen zuniichst den Fall behandeln, dass der Quer-
schnitt des Stabs ein Rechteck ist und die Kraftebene durch
eime Hauptaxe geht. Dann liegt es nahe, 7,. = 0 zu setzen,
denn es ist kein Grund zu der Vermuthung gegeben, dass
Schubspannungen im Querschnitte rechtwinklig zur Ebene der
ausseren Kriifte auftreten sollten. Wir wissen vielmehr sicher,
dass an den zur Kraftebene parallelen Querschnittskanten

7:: = () sein muss, weil an den dazu gehdrigen Seitenfifichen
des Balkens von aussen her keine Kriifte z.., einwirken. — Mit

dieser Annahme, die schliesslich darauf hinauskommt, dass alle
Schichten, in die man sich den Balken parallel zur Kraftebene

2. Aufl 9

Fiappl, Festigheitalehre
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zerlegt denken kann, gleiche Forminderungen ausfiihren, oder
dass iiberhaupt alle Forménderungs- und Spannungsgrissen
von der E-J'.:{’I'.*I_'l-‘.l!iH'.:HI‘.l'll't'Lillll.'{ltl-‘ z unabhiingig smnd, ;f*.‘]lf die
vorige Gleichung iiber in

i 7 0,

6y o
and da ¢, schon iiberall als bekannt vorauszusetzen ist, liisst
sich aus ihr die Vertheilung der Schubspannungen der Hohe
des H{sIki-'nL]::E'l'.-at_"lml-tt'r~: nach leicht ableiten.

s kommt zwar auf dasselbe hinaus, ist aber anschaun

licher, wenn man diese Betrachtung durch eine andere ersetzt.

I
T e o ] o S
s 7 | [ I n -|

{ o ==l \ I._._l,'.;___._ ! ;'r

= | Y i i3 l', e e L 1 i
( ) |
e s st Linlg)
% ;r,'l =
Abb. 26,

Die GL
lich kleinen Parallelepipeds; wir wollen dieselbe Schlussfolge-

5) bezogen sich auf das Gleichgewicht eines unend-

rung, die zu ihnen fiihrte, jetzt auf das Gleichgewicht eines
etwas grosser abgegrenzten Korpertheiles anwenden. In Abb. 26
ist links ein Stiick der An-

o
p PL p TJ: Ag r'xllt‘hi.'-.*'-'}’.l'}l--t'ht!lHl;_‘; des Balkens,

!J* }.J? j ;T - rechts der Querschnitt dar-
KB 3\ v gestellt, und der scheiben-
o ¢ 4+ formige Theil des Balkens,
. i l dessen (Gleichgewicht wir
A 8 i untersuchen wollen, ist 1n

beiden Projectionen durch
Schraffirung  hervorgehoben.  Ausserdem gibt Abb. 27 noch
eine Gesammtiibersicht des Balkens und der an ithm angreifenden
Lasten. Wir stellen zuniichst eine Bezichung auf, die zwischen
dem Biegungsmomente M und der Scheerkraft V' fiir irgend
einen Querschnitt mm besteht. Nach den Definitionen dieser

Grossen hat man
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V.= 4 -S?f‘ and i — A }-‘T_EJ:.{:- D).

L 0

Differentiirt man M nach #, so erhilt man

9
x
i M G |
22— =i p.
dax Al

0

Dabeir wird vorausgesetzt, dass man beim Weiterriicken
des Querschnitts um die Strecke da nicht tiber den Angriffs-
punkt einer Einzellast hinausriickt, denn an einer solchen
dad M
da
lichen Sprung. Tritt indessen eine stetig vertheilte Belastung

Stelle ist zwar M selbst rti'n'i'-ig? erleidet aber emen plite-

an die Stelle des Systems der Einzellasten, so bleibt die Glei
chung immer noch giiltig, da der Zuwachs, den J dann ausser
dem noch erfahrt, weil ein Belastungsdifferential, das vorher
zur rechten Seite zihlte, auf die linke Seite {ibertritt, nur von
der zweiten Ordnung unendlich klein ist und daher nicht in
Betracht kommt.

Man hat daher, wie aus dem Vergleiche der vorstehenden

Formeln hervorgeht, allgemein
[/ 7 ot
e (72)
denn auch V theilt mit dem Differentialquotienten von M die
Figenschaft, seinen Werth sprungweise zu findern, wenn der
Querschnitt {iber den Angriffspunkt einer Kinzellast hinaus
geriickt wird.

Man kann sich diese einfache, aber sehr wichtige Be-
ziehung auch noch in anderer Weise klar machen. Fiir den
Schnitt mm waren die Ausseren Kriifte links vom Schnitte auf
die Scheerkraft ¥ im Querschnittsschwerpunkte und das Kriifte-
paar vom Momente M zuriickgefiihrt. Gehen wir um dz weiter,
so muss J parallel um dz verlegt werden. Dabei tritt aber
noch ein Kriftepaar Vdz aunf, das die Aenderung von M dar-
‘HT!']H‘. ans a’!'l 1.|F =S I’;(!l.'f.' {"n]:_l"{ .'L},wr |;|_ li?:f\l sofort.

An dem in Abb. 26 angegebenen scheibenformigen Kéorper-

(P
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132 Dritter Abschnitt. Biegung des geraden Stabes.

theile greifen die Spannungen an den drei Schnittflichen an,
Wir wollen dabei nur auf das Gleichgewicht gegen Verschieben
in horizontaler Richtung achten. Von den Spannungen an den

quer zur Stabaxe gehenden Schnittflichen kommen dann nur

die Normalspannungen o in Betracht. Nach Gl (45) 1st m
dem Schnitte mit der Abscisse a
M
G — B i)

und an dem Schnitte mit der Abscisse z | da kommt noch
ein Differential hinzu, das sich durch Differentiiren, also aus

0a cM vy Fy

FyEeH = il .r‘j EoEL L
leicht feststellen® lisst. Die Normalspannungen an beiden
Sehnittfliichen wirken in entgegengesetzter Richtung; fiir das
G

schied in Frage. Im Ganzen erhalten wir dafir

eichgewicht gegen Verschieben kommt also nur ihr Unter

A

i
o L

I J.rfr;‘rr’f" — i {]“J.' [.lrfrrff'1.

it m

wenn die Integration iiber den schraffirten Theil des Quer
sehnitts ausgedehnt wird.

In der dritten Schnittfliche wirkt nur die Schubspannung
7,» in horizontaler Richtung und zwar iiber die Fliche bdu.

Die Gleichgewichtsbedingung liefert
.'.|

V e
T_;,_I.EH!.." —— l.!'r.f' o ’ :er{ ,r'_.

WOoraus 7y, und damit auch die gesuchte Schubspannung 7.,
im Querschnitte in der Entfernung # von der Nulllinie,

&
-
bé

—

Tay —

s Ilirjh"llj" (T3

W

folgt. Das Integral stellt das statische Moment des iiber #
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& 20. Berechnung der Schubspannungen im gebogenen Stabe. 133

hinaus liegenden Querschnittstheiles in Bezug auf die Nulllinie
dar. Fiir den rechteckigen Querschnitt ist

[

’_,Jr.q“ F=b (j: . f:) und daher 7 = f—-.J- ‘;i 2 ]

i

Wir wollen aber fiir dieses statische Moment ausserdem noch
den Buchstaben S setzen, also Gl. (73) in der Form
| G

Toy — h&E

(T4)

schreiben, denn offenbar kann die vorausgehende Jetrachtung
auch dann angewendet werden, wenn der Querschnitt nicht ein
einfaches Rechteck bildet, sondern nur dort, wo wir = be-
rechnen wollen, durch zwei parallele Seiten begrenzt wird,
wie z. B. der Steg eines I-Triigers. Auch fiir solche Fille ist
durch Gl. (74) die Aufgabe gelist, denn das statische Moment
S. das zu einem gegebenen u gehdrt, kann immer leicht ge-
funden werden.

Durch Gl (74) ist = als Function von w bestimmt und
damit die Spannungsvertheilung gegeben. Wir erkennen aus
dieser Gleichung, dass v am Rande des Querschmitts ver-
schwindet, also gerade dort, wo die Normalspannung ihren
grissten Werth annimmt, und dass umgekehrt = am grossten
wird in der Nulllinie, also da, wo die Normalspannung ver-
schwindet. Speciell fiir den rechteckigen Querschnitt 1st 7
eine Funetion zweiten Grades von w. Wenn wir diese Function
durch eine Curve darstellen, wie wir es frither thaten, um die
Vertheilung der Normalspannungen vor Augen zu fiihren, er-
halten wir jetzt eine Parabel. Das lineare Spannungsverthei-
lungsgesetz gilt also nur fiir die Normalspannungen und nicht
fiir die Schubspannungen.

Es bleibt jetzt noch die Vertheilung der Schubspannungen
iiber einen anders gestalteten Querschnitt zu besprechen. Wir
withlen zur Erliuterung des Verfahrens einen kreisférmigen
Querschnitt, der deshalb von besonderer Wichtigkeit ist, weil

die Nieten vorwiegend auf Schub beansprucht werden und
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)

gsich bei ihnen die Schubkraft, die sie iibertragen, iiber einen

]([-i_-ig-;i"r"rr|||[}_{nr; lL)|Lr,-1'_»c|_-h||i|_I_ vertheilt. Hier diirfen wir nicht
wie vorher beim rechteckigen Querschnitte, die Schubspannungs-
componenten 7., die quer zur Kraftebene gehen, gleich Null
setzen. Vielmehr muss am Umfange die resultirende Schub-
spannung in die Richtung der Querschnittstangente fallen,

wenigstens dann, wenn

f]'- am 1.III[:.EIII_L_‘:1" f]t-'.:«' ‘.“:Ezl]}l-:-:
P keine Husseren Krifte
AN im der Richtune der
7 R Stabaxe auftreten. Dies

A : 3 s
’/;/,".FT‘___“"‘:S\ Icr':;_’_'t ans dem [lie‘lt'hf__{l'—
/ = \ wichte eines unendlich
y i \ kleinen Parallelepipeds,
If \ > von dem eine Kante
wita]) ; “’ —-—="  mit einem Elemente des
\ [ / Querschnittsumrisses
N I // zusammenfillt,. Wenn
b8 = die Schubspannung am

S S 3 % L=
TV Umfange eine | ompo-
Abb. 28, nente in der Richtung

der Normalen zum Quer
schnittsumrisse haben sollte, miisste, um das {,'_i‘1{‘Ilt‘51;_"i*\\'gi']‘!'i'
gegen Drehen zun sichern, nothwendig auch eine Kraft auf
der Mantelfliche des Stabs in der Richtung ‘der Stabaxe iiber-
tragen werden, aus demselben Grunde, aus dem wir friiher
Ty — Ty Tanden.
Nun kann man freilich im Zweifel sein, ob nicht in der
That bei einem .\-I-l'tl_‘_. dessen Schatt von den H.Ii’i‘]ll’t!_. die er

verbindet, vollstiindig umsehlossen wird, solche Krifte — also
Reibungskriifte — in der Richtung der Stabaxe am Umfange

auftreten. Gerade bei diesem fiir die Anwendungen sehr wich-
tigen Falle ist daher die hier durchzufiihrende Betrachtung
ganz unsicher und man thut in der That bei der Berechnung
von Nieten viel besser, sich an die Ergebnisse von Versuchen

7w halten, durch die die Festigkeit von Nietverbindungen un-
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& 20. Berechnung der

mittelbar ermittelt wird, als an die Formel, die ich jetzt theo-
retisch ableiten werde. Diese Versuche zeigen niémlich, dass
die Festigkeit von Nietverbindungen héher ist, als man nach
dem Ergebnisse dieser Berechnung erwarten kénnte. Sie stellt
sich ungefithr so hoch, als wenn sich die Schubspannungen
gleichformig iiber den Querschnitt vertheilten.

[ndessen kann man daraus der hier zu gebenden KEnt

wickelung keinen Vorwurt machen. Sie gilt selbstverstiindlich,

wie jede Schlussfolgerung, nur so lange, als ihre Voraus
setzungen erfiillt sind. Gegen die unverstindige Anwendung
eines an sich riehtigen Resultats gibt es nur einen Schutz:
néimlich eine genaue und nicht bloss oberfliichliche Kenntniss

der Theorie. Wer diese besitzt, wird die Theorie nur dann

nicht in Uebereinstimmung mit den Thatsachen finden, wenn
er im Begriffe ist, eine neue Entdeckung zu machen, die selbst-
veistindlich im Stande sein kann, eine Aenderung der theo-
retischen Lehren nothwendig zu machen.

s sei also jetzt ausdriicklich vorausgesetzt, dass am Um-
fange des Stabes, wenigstens in der Umgebung des Quer-
schnitts, fiir den wir die Schubspannungen berechnen wollen,
keine derartige #ussere Kraft auftritt. Dann miissen noth-
wendig die Schubspannungen am Rande des Querschnitts in
die Richtung der Tangente fallen. Fiir einen Punkt auf der
V-Axe miissen sie der Symmetrie wegen in die Richtung
dieser Axe fallen und dazwischen werden sie irgend eine mitt-
lere’ Richtung einnehmen. Man wird nicht viel von der Wah-
heit abweichen, wenn man annimmt, dass die Schubspannungen
in jedem Punkte einer zu Y-Axe senkrecht gezogenen Sehne
alle durch den Punkt P in Abb. 28 gehen, in demn die Tan-
gente die Y-Axe trifft. Bedenklicher ist freilich die andere
Annahme, die man hiermit verbindet, nimlich dass die in der
Richtung der Y-Axe gehende Componente 7., auch hier noch
unabhiingig von der Querschnittcoordinate z sei. Sie ist in-
dessen die einfachste, die man machen kann, und wird daher,
um zu einem Niherungsresultate zu gelangen, zu' (irunde

¥

gelegt.
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Auf Grund dieser Annahmen lisst sich die Aufgabe jetzt
leicht losen. Man berechnet zuerst 7., nach Gl T--l_'!. wobaei
S wieder das statische Moment des in Abb. 28 schraffirten
Querschnittstheiles bedeutet, der oberhalb der Stelle liegt, fiir
die z,, aufgesucht wird und fiigh die Uomponenten z,. ent-
sprechend der Bedingung hinzu, dass die Resultirende durch

den Punkt P gehen soll.

§ 21. Fortsetzung. Die Spannungstrajectorien.

Da bei dem allgemeinen Falle der Biegungsbeanspruchung
eines Stabes ausser den Normalspannungen auch noch Schub-
spannungen fibertragen werden, ist die Normalspannung keine
Hauptspannung. Die Hauptrichtungen des Spannungszustandes
sind vielmehr im Allgemeinen gegen die Liingsaxe des Stabes
unter irgend einem Winkel geneigt. Nur in den Hdussersten

Fasern, wo ¢ seinen .ogrossten Werth annimmt und v = 0 ist,

o

ist ¢ zugleich die Hauptspannung und nur diesem gliicklichen

Umstande 1st es zn danken, dass man bei gewohnlichen

Biegungsaufgaben nur auf die Normalspannungen 6 zu achten
braucht, sich also mit der einfachen Anwendung der friiher
fiir ¢ aufgestellten Formeln begniigen kann, um zu erkennen,
in welchem Grade das Material beansprucht wird. Dieses
Verfahren ist aber miecht mehr zuliissig, wenn die Schubspan-
nungen verh#ltnissmiissig gross gegen die Normalspannungen
werden, also dann, wenn V gross, M dagegen klein ist. Dieser
Fall tritt ein, wenn der Stab eine grosse Querschnittsfliiche
und nur eine geringe Linge hat. Wegen der geringen Liinge
sind die Hebelarme und daher die Biegungsmomente kleing
ein solcher Stab wird daher mit Riicksicht auf die Normal-
spannungen grosse Lasten tragen konnen, dabei wird aber V
gross und die Schubspannungen treten in den Vordergrund,
so dass die Festigkeit schliesslich in erster Linie von diesen
abhéngt.

Es 1st daher wiinschenswerth, noch eine Uebersicht dariiber
zu erlangen, in welchen Richtungen die Hauptspannungen an
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g 91, Fortsetzung., IMe Spannungstrajectorien. 137

den verschiedenen Theilen des Stabes auftreten. Man con
struirt zu diesem Zwecke Linien, die iiberall m die Rich-

tungen der Hauptspannungen fallen. Diese Linien werden als

Spannungst rajectorien bezeichnet. Um sie zu erhalten,

2ot
{ o=

man eine Anzahl Querschnitte durch den Stab, berechnet fiir

verschiedene Stellen dieser Querschnitte die Normalspannung

und die Schubspannung, wie es in dem vorausgehenden Para-

graphen gelehrt wurde, and bestimmt dann nach GL (11) die

Winke

mit der Stabaxe bilden. Nachdem man so eine g‘i"l]i’i;_r_'l'n:]w

@, die die Hauptrichtungen des Spannungszustandes

Zahl von Tangenten der Spannungstrajectorien eonstruirt hat,
kann man diese leicht freihiindig in die Zeichnung des Stabes
eintragen. Anstatt dessen kann man auch die Gleichungen
dieser Curven mit Hiilfe einer Integration erhalten, da die
Tangente ihres Neigungswinkels, also der Differentialquotient

i (e . e
- fiir sie bekannt ist.
L

[ch werde diese Rechnungen hier nicht durchfithren, son-
dern mich damit begniigen, in Abb. 29 (S. 138) den Verlauf
der Spannungstrajectorien fiir den Fall eines i abes von recht-
eckigem Querschnitte, der an einem Ende eingemauert ist und
am freien Ende eine Einzellast triigt, anzugeben. In der neu-
tralen Schicht schneiden die Spannungstrajectorien die Stabaxe

unter Winkeln von 45°, da hier der Fall der reinen Schub-
spannung vorliegt, und an der oberen und der unteren Be-
grenzung steht die eine senkrecht zur Kante und die andere
herithrt sie. Selbstverstindlich steht die eine Schaar iiberall
senkrecht zur anderen.

Schliesslich bemerke ich mnoch, dass die Beachtung der
Schubspannungen im gebogenen Balken namentlich dann von
Wichtigkeit werden kann, wenn das Material eine besonders
geringe Schubfestigkeit hat, wie es beim Holze in Schnittrich-
tungen, die parallel zu den Fasern laufen, zutrifft. Es kommt
nicht selten vor, dass ein Holzbalken, dessen Spannweite selbst
zehnmal so gross sein kann als die Querschnittshdhe, durch
die Ueberwindung der Schubfestigkeit in der neutralen Schicht
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bricht, wenn er in der Mitte belastet wird. Selbstverstindlich
wird die Gefahr eines Bruches dieser Art um so grosser, je
kleiner das Verhiiltniss zwischen der Spannweite nund der Hohe
des Querschnitts 1st.

Es mooe daher noch berechnet werden. von welchem
Werthe dieses Verhiltnisses ab die Bruchgefahr nur mnoch
durch die Normalspannungen bedingt ist. Ich setze dabei

einen Holzbalken von der Limge 21 und der Querschunittshohe

—f

{
I
|
x4 %
|
i
iz |
= |
i
‘f)
Y
Abb, 29
h voraus, der 1 der Mitte die Last 2P triiot. Dann ist V= P
und M = Pl zu setzen. Fiir die grosste Normalspannung ¢
erhilt man
6 Pl

(o] bt
und fiir die Schubspannung z in der neutralen Schicht nach
Gl (74) .
L bR
) Buel P
A R

Wenn das Verhiltniss zwischen der Druckfestigkeit (die

beim Holze gewGhnlich etwas kleiner ist als die Zugfestigkeit,
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heide fiir Schnittrichtungen senkrecht zur Faser gerechnet) und

der Schubfestigkeit zwischen den Fasern mit » bezeichnet wird,

bestimmt sich jenes Verhiiltniss aus der Gleichung

6 Pl o gl s l n 3k 24 pn
s —— o g B0 e L SN e e

Nun wird # nicht leicht grosser als etwa 10, die ganze
Spannweite darf also nur etwa fiinfmal so gross sein, als die
(Querschnittshohe, wenn eine Bruchgefahr dureh die Schub-

spannungen gegeben sein soll; ausnahmsweise (wie es scheint,

hesonders bei Weisstannenholz) kann #» aber auch noch grisser
werden. So abnorm grosse Werthe von » kommen indessen

eren Materialien als Holz iiberhaupt nicht vor, auch

bei and

stem Schweisseisen, das sich dem Holze noch

nicht bei gewa

am meisten nihert, und es ist daher gerechtfertigh, wenn man
bei gewihnlichen Biegungsberechnungen die Schubspannungen
ganz unberiicksichtigh lisst.

Bin Fall muss indessen noch erwithnt werden. Bei einem
Balken von I-formigem Querschnitte ist nimlich das statische
Moment S in Gl (74) unmittelbar unterhalb des Flantsches
fast ebenso gross als fiir die neutrale Schicht. Die Schub
spannungen erreichen daher an dieser Stelle schon betriicht
liche Werthe, wihrend die Normalspannung gegeniiber dem
orossten Werthe an der #ussersten Faser noch nicht viel ab-
genommen hat. Es kann daher vorkommen, dass die Haupt-
spannung an *dieser Stelle grosser wird als in der Hussersten
Faser. und zwar wird dieser Fall auch hier wieder um so eher
vorkommen kénnen, je betriichtlicher die Sehubspannungen 1m
Vergleiche zu den Normalspannungen ausfallen, also be: Stiiben
von geringer Liinge und grosser Hohe. Eine Berechnung, die sich
hierauf bezieht, befindet sich unter den Aufgaben am Schlusse

des Abschnitts.

8 22, Genietete Triger.

Bin Stab, der eine Biegungsbelastung aufnehmen soll,
wird oft aus mehreren Theilen zusammengesetzt, derart, dass

der Querschnitt aus der Summe der Querschnitte der einzelnen
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Theile besteht. Wenn die Theile des Stabes fest miteinander
zgusammenhingen, wiirden in den Flichen, in denen diese Theile

aneinander grenzen, Schubspannungen iibertragen werden. Diese

Spannungen fallen hier fort, - soweit sie nicht etwa durch
Reibungen in den Grenzflichen ersetzt werden. Damit sich

aber der zusammengesetzte Stab 1m grossen Ganzen doch ihn-
lich verhalten kann, als wenn er aus einem Stiicke wiire, miissen

die sonst durch die Schubspannungen iibertragenen Kriifte

durch die Verbindungstheile aufgenommen werden, die das

(tanze zusammenhalten.
Sehr hiiufig verwendet man genietete Blechbalken, denen

T

man einen den gewalzten I-Triigern fihnlichen Querschnitt gibt,

um wie bei diesen mit mdoglichst wenig Materialaufwand ein
moglichst grosses Triigheits- oder Wider-
standsmoment zu erzielen. Der Steo
und die rechtwinklig dazu verlaufenden
Gurtplatten werden durch Winkeleisen
aneinander geschlossen und alle Theile
werden durch Vernietung miteinander
verbunden. Hier sind es die Nieten,

At durch die alle Schubspannungen iiber
tragen werden miissen. Wir wollen be-
rechnen, wie gross die Kraft ist, die auf einen solchen Niet
trifft, der den Anschluss der Winkeleisen an den Steg bewirkt.
In Abb. 30 ist ein kleines Stiick von der Ansichtszeichnung
eines genieteten Blechtriigers gegeben. Die Entfernung zwischen
zwei aufeinander folgenden Nieten sei gleich e. Der durch einen
schwarzen Kreis angegebene Niet N muss fiir den Unterschied
der Normalspannungen ¢ in den durch ihn angeschlossenen
Winkeln und Gurtplatten fiir zwei um e voneinander entfernte
Quersehnittefiichen aufkommen. In der That gleicht der Fall
ganz dem in § 20 behandelten; es ist nur an die Stelle des
Abstandes da in Abb. 26 hier der endliche Abstand ¢ getreten.
Man hat wie dort
A M Ve

Y= i,

M
6= 51U and . Ad = o ! o
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wobei nur die endliche Differenz Ae fiir das Differential de
eingetreten ist. Die von dem Niete zu iibertragende Kraft I
folgt daraus

J > T Ve (* v Fe - S
I == "&ourf o "’Jr”'lllr == '}h‘ 48]

= @ ]

venn mit S das statische Moment des durch den Niet an-
geschlossenen Querschnittstheiles 1n Bezug auf die Nulllinie
bezeichnet wird.

Frither hat man auch ofters aus Holz sogenannte ver-
sahnte oder verdiibelte Triiger zusammengesetzt. Jetzt macht
man seltener davon Gtebrauch und ich will daher nicht niher
darauf eingehen, bemerke vielmehr nur noch, dass deren Be

rechnung ebenfalls nach Gl. (75) erfolgen kann.

§ 22 Balken aus Gusseisen oder Stein.

Ehe ich weitergehe, michte ich noch einmal betonen,
dass alle vorausgehenden Berechnungen dieses Abschnitts iiber
die Spannungen im gebogenen Balken zwar fiir Schweisseisen,
Flusseisen, Stahl und Holz in durchaus befriedigender Ueber-
einstimmung mit der Erfahrung stehen, dass dies aber fir
Steine, Cementmortel, Beton und Gusseisen, die ebenfalls wich-
tige Constructionsmaterialien sind, nicht mehr im gleichen
Maasse zutrifft. Am wenigsten gekliirt ist noch das Verhalten
des Gusseisens. Gusseisen ist gegen Zug viel empfindlicher
als gegen Druck; der Bruech eines (tusseisenbalkens von recht-
eckigem Querschnitte ist daher jedenfalls auf eine Ueberwin-
dung der Zugfestigkeit an der iiussersten Faser auf der Zug-
seite des gefiihrdetsten Querschnitts zuriickzufithren. Ermittelt
man aber die Zugfestighkeit eines .aus derselben Pfanne ge-
gossenen Stabes aus Gusseisen und vergleicht sie mit der aus
dem Biegungsversuche mit dem Balken nach der gewihnlichen
Formel berechneten Kantenspannung ¢ fiir die Bruchbelastung,
so findet man. dass diese im Durchschnitte etwa doppelt so
gross ist, als jene.

Man hat diesen Widerspruch damit zu erkliren gesucht,
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dass die Nulllinie beim Gusseisenbalken, weil dieser dem Hooke-
schen Gesetze nicht gehorcht, weit von der Mitte nach der
Druckseite hin abriicke — und dass iiberdies die Spannungen
langsamer wiichsen, als die Abstéinde von der Nulllinie. Beide
Umstiinde wiirden eine Herabminderung der Kantenspannung
auf der Zugseite herbeifithren, so dass diese viel kleimer wiirde,
als nach der gewdhnlichen Biegungsformel und mit der aus
dem Zugversuche ermittelten iibereinstimmen kénnte. Die damit
verbundene Erhthung der Kantenspannung auf der Druckseite
kime dabei nicht in Betracht, weil das Gusseisen ohnehin viel
widerstandsfihiger gegen Druck ist, als gegen Zug.

(egen diese sonst sehr annehmbare Frklirung spricht
indessen die Thatsache, dass die Nulllinie der Beobachtung
zufolge In Wirklichkeit nur sehr wenig aus der Mitte ver-
schoben 1st.*) Der andere Umstand, dass die Spannungen bei
Grusseisen langsamer wachsen, als die Abstiinde von der Null
linie, vermag niimlich allein den ganzen Unterschied zwischen
den Ergebnissen des Zugversuchs und des Biegungsversuchs
nicht vollstiindig zu erkliren, wenn er den Widerspruch auch
etwas herabmindert. Andererseits ist auch nicht wohl anzu

nehmen, dass der Zugversuch bel Gusseisen wegen einer un-

gleichformigen Vertheilung der Spannungen iiber den Quer-
schnitt zu so stark fehlerhaften Resultaten fithren koénne, wie
dies in anderen Fillen (bei Steinen u. s. f.) unzweifelhaft der
Fall ist. Eine villig befriedigende Erklirung fehlt daher
hier noch.

Sehr erschwert werden Versuche mit Gusseisen durch die
Ungleichmissigkeiten des Materials. Gussfehler und andere
Ungleichférmigkeiten, namentlich auch die beim Abkiihlen
des gegossenen Metalls leicht auftretenden ,Gussspannungen®,

d. h. Spannungen, die selbst im unbelasteten Stiicke zwischen

* Dies ist freilich aus nichtigen Griinden bestritten worden. Wer
die Versuche von Barlow und mir widerlegen will, mége sie zumiichst
gelbst wiederholen und er wird sich dann bald iiberzeugen, dass wir

Recht haben,



g 224, Balken aus Gusseisen oder Stein. 143

solchen Theilen auftreten, die nicht gleichzeitig erstarrt sind,
erschweren die Gewinnung zuverlissiger Resultate ungemein.

Andererseits haben diese Umstinde auch dazu gefiihrt,
das Gusseisen als ein unzuverlissiges Material zu betrachten
and es bei Constructionen, auf deren Festigkeit in erster Linie
Gewicht zu legen ist, nach Moglichkeit zu vermeiden. o

hiinfie es auch 1m Maschinenbaue verwendet wird, kommt es

mit seltenen Ausnahmen doch nur bei solchen Theilen vor,
die verhiiltnissméssig geringe Lasten zu tragen haben, so dass
deren Abmessungen nicht auf Grund einer Festigkeitsberech-
nung, sondern weit stirker auf Grund anderer Krwigungen
gewiihlt werden. Man kommt daher nur vergleichsweise selten
in die Lage, eine Festigkeitsberechnung fiir Gusseisenbalken
auszufithren. Kommt dies aber doch einmal vor, so kann
man unbedenklich die gew&hnliche Biegungsformel anwenden,
da nach allen bisherigen Beobachtungen, solange keine grisseren
Fehler im Gussstiicke vorkommen, die Biegungsfestigkeit guss
ciserner Balken stets grosser ist, als die Rechnung sie liefert,
wenn man die aus Zugversuchen gewonnene Zugfestigkeit ein-
setzt. Jedenfalls wird hiermit nur die Bicherheit der Con
struetion erhoht.

Besser geklirt ist das Verhalten von Stein- oder Beton
balken, die bei Decken-Constructionen, Treppenstufen u. dgl.
fters vorkommen. Auch hier schien frither ein i#hnlicher
Widerspruch zu bestehen, wie beim Gusseisen. Es zeigte sich
aber, dass er in der Hauptsache auf unrichtige Bestimmungen
der Zugfestigkeit zuriickzufithren war. Durch Versuche, die
theils von mir, theils (auf einem anderen Wege) von Griibler )
herrithren, ist dies sicher festgestellt, so sehr man sich auch
von manchen Seiten her dagegen ereifert hat.

(Ganz richtig ist freilich die gewdhnliche Biegungsformel
auch bei Steinbalken nicht, weil auch hier die Spannungen
nicht proportional mit dem Abstande von der Nulllinie wachsen
und weil die Nulllinie selbst auch ein wenig von der Mitte

*) Zeitschr. d. V. D. Ing. 1899, 5, 1294
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entfornt ist. Man setzt in diesem Falle an Stelle von Gl (50)
hesser M
200

wo nun % ein Berichtigungs-Coefficient ist, der mach meinen
Versuchen fiir rechteckige Granitbalken gleich 0,96, fiir Sand-
steinbalken gleich 0,84 und nach Melan®) fiir Betonbalken
gleich 0,97 zu setzen 1st. Die so berechnete Kantenspannung

darf indessen nicht mit den Ergebnissen gewdhnlicher Zug

versuche der gleichen Materialien verglichen werden, sondern
mit der wahren Zugfestigkeit, d. h. mit jener, die ein
Zugversuch liefern miisste, wenn eine vollstindig gleichfirmige
Vertheilung der Zugspannungen iiber den Querschnitt bei ihm

71l erreichen wire.

§ 23. Die elastische Linie des gebogenen Stabes.

Bisher war unser Augenmerk nur auf die Berechnung der
Spannungen gerichtet. Um die Formiinderungen kiimmerten
wir uns nur so weit, als es nothig war, um die nithigen An
haltspunkte fiir wahrscheinliche Annahmen iiber die Spannungs-

vertheilung zu erlangen. Jetzt wollen wir uns die Frage nach

der ‘Gestalt der elastischen Linie vorlegen, also jener Linie,
in die die Stabmittellinie durch die Biegung iibergeht. Dabei
soll aber von vornherein vorausgesetzt werden, dass der Bie-
gungspfeil gering bleibt, da andere Fiille fast ganz ohne
Interesse fiir die Anwendungen sind.

Zu diesem Zwecke berechnen wir zuniichst, wie gross
der Winkel d¢ ist, um den sich zwei 1m Abstande dax auf-
einander folgende Querschnitte bei der Biegung gegeneinander
drehen. FEine Faser, die den Abstand y von der Nulllinie hat,
erfihrt eine Liingeniinderung ydg, die nach dem Elasticitiits

e 11

gesetze mit der specifischen Spannung ¢ an dieser Stel

einem Zusammenhange steht, der durch die Proportion

y i@ G
da R

*) Festschrift der techn. Hochschule in Briinn, 1899.
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auscesprochen wird. Fir ¢ fithren wir den durch Gl (43)

anvegebenen Werth ein und erhalten
M't:{ 4L —— |_||~

Diese Gleichung kann noch auf zwei andere Formen ge-
bracht werden, die fiir die Anwendung meistens beguemer

sind, Zuniichst fithren wir den Kriimmungsradius p der ela

stischen Linie mit Hiilfe der Beziehung pdg = dx ein und
erhalten
1 M 'l & e
: oaer o . [ 1)
0 @ s M :

Andererseits hat man aber fiir ¢ nach den Lehren der
analytischen Geometrie den Ausdruck

T A -.-.
ol R

1 -
” t'x‘f-"' |
d=y

T 8
[

wenn jetzt y nicht mehr die Coordinate eines Punktes des
Querschnitts, sondern die Ordinate der elastischen Linie be
deutet. In unserem Falle weicht aber die Curve, deren Kriim-
mungshalbmesser wir betrachten, nur sehr wenig von einer
Graden ab. Wenn wir die Ordinaten y von der urspriinglichen

’ : ay 4 i
Lage der Stabaxe aus rechnen, ist daher - die Tangente
. - .

eines sehr kleinen Winkels und das Quadrat dieses sehr kleinen
Bruches kann daher ohme merklichen Fehler in dem voraus

gehenden Ausdrucke gegen die Einheit vernachlissight werden.

Jadurch geht o in den reciproken Werth von iiber und
G1. (T7) liefert, wenn man dies einsetzt,
s Ry e,
EFe Y —— M. ([iD)
Rl .
Das Vorzeichen von g ist niimlich zuniichst unbestimmt,
da im Zihler des Ausdrucks fiir ¢ eine Quadratwurzel steht.
Fs muss daher nachtriglich so gew#hlt werden, dass es mit
den iibrigen Festsetzungen in Uebereinstimmung steht. Nun

Foppl, Festigkeitslehre. 2. Auf 10
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wird M dann positiv gerechnet, wenn es den in horizontaler

Lage cezeichneten Stab so kriimmt, dass sich die Hohlseite
nach oben hin kehrt. Zugleich wollen wir die Einsenkungen y
positiv rechnen, wenn sie, wie gewohnlich, mnach abwirts
gehen. In diesem Falle ist aber be: dem auf zwer Stiitzen
. _ . 2 . - |

rubenden Balken ~* am grossten am linken Auflager des Bal
kens: es wird dann, wenn wir weiter nach der Mitte hin gehen,

allmithlich kleiner, wird dann zu Null, nimmt hierauf negative

Werthe an und erlangt den grissten negativen Werth am

rechten Auflager. Ueber die ganze Spannweite hin ist daher

,-,."-:_,I.'
r|'l v
auch dem Vorzeichen nach giiltig sei, musste daher ein Minus

negativ, wihrend M iiberall posifiv ist, und damit GL (78)

'.v’.t'il'|='|l‘.]] ]Pt'i_L_l;l'lf_':l"Elt‘l'- ‘0.'1‘]'1[1'-[[_

Gl. (78) wird die Differentialgleichung der elastischen
Linie genannt. Um die Gleichung dieser Curve daraus in end
licher Form zu finden, driickt man zuniichst mit Hiilfe der
cecebenen Lasten M als Function von @ aus und integrirt
Gl. (78), zweimal nach . Dabei treten zwel Integrations-
constanten auf, deren Werthe mit Hiilfe der Grenzbedingungen
an den Enden des Balkens ermittelt werden.

Dieses Verfahren soll an einigen einfachen Iillen erliu

tert werden. Zunichst sei ein Balken von iitherall Il__"-]t‘;_t'hl't‘il
Querschnitte gegeben, der an beiden Enden frei aufliegt und
eine gleichmiissig iiber die ganze Liinge vertheilte Belastung
von ¢ kg auf die Liingeneinheit triigt. IFir irgend emen Quer
schnitt im Abstande # vom linken Auflager hat man fiir das
Biegungsmoment, also fiir das Moment der links vom Quer-

schnitte liegenden iiusseren Krifte

.” =f flr." AN LT rf,.l-.'_'

) “)

Mit ! ist dabei die Spannweite bezeichnet. Der Auflager

|'[,~'|||_-E\' 1[[[]‘ hvi_linn Hl’iti‘ll Iﬁi .'__‘.'I.l'].l'k': fjj - ll:ih erste [:Ii("'é -":ll_ll]I[

daher das Moment des linken Auflagerdrucks dar. Die Be-

lastung des linken Balkentheils ist gz und der Hebelarm da
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vOI g‘ix'h']l '.'J . Das Hiﬂ;‘u".:jsmm]':s'—lll st ither die ganze -‘“']u:m'_-l-
woite |1t::~5li'~' and wird an den beiden Auflagern zu Null
Denkt man sich M in jedem Punkte der Stabaxe rechtwinklig
dazn in 1rgend eimem Maassstabe aufoetragen, so erhilt man
eine Parabel. Allgemein heisst die in dieser Weise gefundene

(urve die zu der gegebenen Belastung gehorige Momenten
curve und die zwischen ithr und der Stabaxe eingeschlossene
Fliche die Momentenfliche.

Mit dem hier festgestellten Werthe von M ge

| =

Nach zweimaliger Infegration erhilt man darauns

E@y - 1 F] el e

wenn mit ¢ und (] die beit

zeichnet werden. Nun muss nach den Bedingungen der Auf-

en [IlLt':.L‘I‘FI’u ionsconstanten  be

oabe y zu Null werden fiir x =0 und fiir z =/, da beide

Enden des Balkens durch die Auflagerung gegen verticale
Bewegungen geschiitzt sind, Die erste Bedingung lehrt, dass
die Constante (!, gleich Null zu setzen ist. Zur Ermittelung

i B

von (J haben wir l1||1' ”|l'ii']llln§_’:
‘gl il e % : ql?
= ,r : II" e e R — ir -

und fiir die Gleichung der elastischen Linie in endlicher Form
folot daher

[rits H.'I..":' B 1 et RO
' - - . (iY)

F @y =

Die Linie ist also vom vierten Grade. Es mag noch er

wihnt werden, dass sich die hier analyfisch vorgenommene
[ntegration allgemein auch mit Hiilfe einer geometrischen
(‘onstruction. namlich mit Hiilfe eines Seilpolygons, ausfiithren
ligst. Diese Betrachtungen gehiren indessen zur graphischen
Statik und sie werden dort eine ausfiihrliche Darstellung er
halten.

10
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Von besonderem Interesse ist der Werth der Einsenkung
y in der Balkenmitte, also zugleich der grisste Werth, den
annimmt. Man nennt diese Strecke den Biegungspfeil, der

hier stets mit dem Buchstaben f bezeichnet werden soll. Mit

! 14 1
iy = erhilt man aus Gl (79)
~ 5] I D (WNE
/ ".fl = Lok (R0
! 384 K@ 584 H @

[n der letzten Form dieser Gleichung ist unter @ die Gesammt
belastung des Balkens, also ¢l zu verstehen.

Zweitens sei ein Balken betrachtet, der in der Mitte der

Spannweite eine Einzellast P trigt. Man hat hier

phie i
und daher :
Ee. %Y =
LI He -
oder nach ',-’,\‘.'l‘illlﬂ'if_:l’l' Itli.“}_{l'i’i[i!.‘l]l
E@y — ’r! SRS

Zur Bestimmung der Integrationsconstanten muss aber

hier ein anderes Verfahren eingeschlagen werden. Der Anus-
2

druck - @ fiir M ist niimlich nur fiir solche Querschnitte

giiltig, die links von der Mitte liegen; rechts davon wiire

W 20 T amlptaaln ) 0 S

zu setzen. Infolgedessen gilt auch die vorausgehende end-
liche Gleichung nur fiir die linke Hiilfte der elastischen Linie.
Diese Linie selbst setzt sich aus zwel Aesten zusammen, die
sich in der Mitte stetig und ohne Knick aneinander schliessen,
die aber zu verschiedenen Bildungsgesetzen gehoren. Hier

wird die Losung dadurch vereinfacht, dass die Last in der
Mitte angenommen wurde. Dadurch sind beide Aeste der
elastischen Linie symmetrisch zueinander gestaltet und sym

metrisch gelegen und es geniigh, den einen Ast zu betrachten.
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Dieser muss nimlich der Symmetrie wegen in der Mitte eine

horizontale Tangente haben. In

= a Pk
E® ‘Y — — Sy
admx | |
muss daher die rechte Seite fir x ~ verschwinden, also
4 ]fJJI'_'
(= oesetzt werden.
] 16 °

Fiir die andere Integrationsconstante ) erhiilt man wie
vorher €, =0, weil y fir 2 =0 verschwinden muss. Fiir
den linken Ast der elastischen Linie hat man daher schliess

lich die Gleichung

Iﬂ:_,i‘.'ll JrJ.I.:;
!f';l'f"‘.’f = b ¥r (R \
7Y 16 12 L)
Mit @ = - erhilt man fiir den Biegungspieil
R
J'r. = 11- (82)
A3 le? L

eine bei den Anwendungen sehr hiufig gebrauchte Formel.

Trigt der Balken zwei Hinzellasten I

> und P, in den

Abstiinden p, und p, vom linken Auflager, so zerfallt die ela-

stische Linie in drei sich stetic und ohne Knick aneinander
schliessende Aeste. Man berechnet zundichst die Auflager-
krafte. Wird der Auflagerdruck am linken Ende mit 4 be
zeichnet, so hat man

_,”-| Ax: ,U“ - _-].r J“I (e _I.IJ.L_'-:

JJ"]':] — Au J'”.I I_._.'f. : f"i_-:' .P;,I.f - Jrﬂ,_,_'i.
Von diesen Ausdriicken gilt My zwischen & — 0 und 2 =p;,
der zweite zwischen = p, und & = p, und der dritte zv ischen
& = p, und z =1{_. Man hat der Reihe nach jeden dieser Aus-

driicke in die Gleichung der elastischen Linie emzusetzen und
diese jedesmal zu integriren. Dadurch erhiilt man die end
lichen Gleichungen der drei Aeste, in denen zusammen sechs
unbekannte Integrationsconstanten auftreten. Zu deren Be
stimmung hat man zuniichst die beiden Bedingungen, dass y
an den beiden Auflagerstellen zu Null werden muss. Ausser

TR :
* fiir beide Aeste

dem muss an jeder Uebergangsstelle ¥ und
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oleich werden. Dadurch erhiilt man nochmals vier Bedingungs
oleichungen, die mit den vorigen zusammen zur Hrmittelung
der Constanten geniigen.

Dasselbe Verfahren bleibt aueh noel iill\'t'*‘l'fil!l.'H', wenn

l!ihlt'ﬂ traot. Es

der Balken drei oder beliebig viele Hinze
Vo s : e :
macht dann freilich an sich zwar ganz einfache, durch den
Umfane, den sie annehmen, aber sehr listige Rechnungen zur

[-’u-,«-iin|'_-|:|||1g der verschiedenen lniv;_‘{r;llilJnHrL-HMzm[uu der ein

zelnen Aeste néthie. In solechen Fillen kann man sich aber
dadurch helfen, dass man die Gleichungen fiir die einzelnen
Aeste der elastischen Linie in geeigneter Weise zusammen
faset.  iir den schon vorher |w_-<|1,!'m'|||-:::-n Fall, dass der

gann man namlich

Balken zwei HEinzellasten P, und P, trigt,
die drei dort aufoestellten Ausdriicke fiir die Biegungsmomente
.-”!- ,'”” _””-. in den dre Balkenabschnitten in der Uilh{i;_';t-l!

1"= AR

M Aa 5 P (x ) o f‘__:-..' Pa)
| I [11

zur Darstellung bringen. Durch die Bezeichnung 1, 11, [1I, die
unten beigefiigh ist, wird vorgeschrieben, w e welt der Aus
druck zu entwickeln ist, wenn man sich im ersten, zweiten

oder dritten Abschnitte der ['-E|||\'4‘?‘||;'!i'-;_’_'l' hefindet. Auf die

Nothwendigkeit, den Ausdruck an der geeigneten Stelle abzu-
brechen, wird iiberdies durch das hinter jedes (hed und vor
das Vorzeichen des niichsten gesetzte Komma hingewiesen.

Setzen wir diesen Ausdruck in die Differentialgleichung
der elastischen Linie ein, so erhalten wir diese ebenfalls sofort
fiir alle drei Aeste in der gleichen Art der Zusammenfassung,
niimlich

Sy :
f L P, (x — p,).

L

[ntegriren wir diese Gleichung einmal, so finden wir

dy S

B St fiF o i) priesliie quop ol wlily
I [ [Tl

(E5

(F 4 H -

Hierbei bedeutet € eine |}1i'l'j_fr‘;it'§c111s-('IJIH{.Hlll:'-. ]':iy_r:{“-lli']il‘]l
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wire fiir jeden Ast eine besondere willkiirliche Integrations
Constante anzunehmen gewesen. Wenn wir aber, wie es bereits
durch die Art der Anschreibung ausgedriickt wird, €' als den
gleichen Werth fitr alle drei Aeste betrachten, so sind damit
gwel willkiirhiche [ntegrations-Uonstanten bereits so bestimmft,
dass die drei Aeste der elastischen Linie sich ohne Knick an

cenmen wir nimlich, dass

einander sehliessen. In der That er
mit dieser Verfiigung tiber die Integrations-Uonstanten an den
Grenzen der Gebiete 1 und 11 and II und III keine sprung
I ar
y iy i 5 g ¥
veise Aenderung von -2 vorkommt. Sobald wir das Gebiet |

b

. das Gebiet II eintreten, haben wir zwar noch

verlassen und 1
ein nenes Glied in der Gleichung zu beriicksichtigen. An der
Stelle 22 = p,, also an der Grenze selbst, wird dies Glied aber
s Null und es ist daher gleichgiiltig, ob wir die Girenzstelle

noch zum Gebiete I oder schon zum Gebiete II rechnen; an

L - rll.'} . . v s =

dem Werthe von —- wird dadurch nichts ceindert und die
iaax T

voreeschriebene Grenzbedingung ist erfiillt. Aunf diesem Um

sich die Integrations-Constanten ohne Weiteres

stande. dass
von selbst denm Grenzbedingungen anpassen, beruht der Vor
theil des Verfahrens.

Fine zweite |Ili-\'.£_r'r.":l':|:1!| liefert

EQy= (x4 €, — A AR - e (O SERNE T o e D)

und auch hier tritt nur eine, fiir alle Aeste gememsame, neue
[ntecrations- Constante hinzu., wihrend zugleich an den
Grenzen die Bedingungen erfiillt sind, dass sich y nicht sprung
weise dndern kann. Die weitere Behandlung der Gleichung
und  die Ermittelung der beiden Integrations-Constanten e

und (', aus den Bedingungen an den Enden des ganzen Balkens

=

Kann nun senamn 8o L-]'i';pi:_g‘p]]_ :]i,:ﬁ' wenn es .‘"'il'}] nm eime !}lzl

sche Linie mit nur einem einzigen Aste handelte.
Besser freilich als die Reehnung eignet gich in solehen

Fillen das graphische Verfahren zur Ermittelung der Gestalt der

elastischen Linie. woriiber man im II. Bande Niheres finden wird.
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Aehnlich liegt der Fall, wenn der Balken zwar nur eine

hil‘i_.i.‘;_[' \1—-|'1_-I[|-;.];i- I;l"i‘ﬂ.‘il-l:“u: lJI:[I.'l' eine l'i];?.’._ﬁ_{'l' [iast iII lE:l'l' "'.TIHN

der Querschnitt aber nicht constant ist, sondern in ver-

schiedenen Absitzen wechselt, wie ez z B. bei Blechbalken

vorkommt, deren Querschnitt nach der Mitte zu durch Auf

nieten von Gurtungsplatten verstirkt wird. Auch dann setzt

gich die elastische Linie aus einer Anzahl verschiedener Aeste

zusammen, VYerindert sich der Querschnitt stetig, so 1st @

als Funection von z in die Differentialgleichung einzusetzen,
Insofern die Ausfithrung der Integration dadurch nicht er
schwert oder unmoglich gemacht wird, erleidet das Verfahren
hierdurch keine Aenderung. Der practisch wichtigste Fall
bletbt aber immer der des Ballkens von constantem Quer
schnitte: man behilft sich ||5h|ﬁ_:‘ damit, die fiir diesen auf-
gestellten Formeln niherungsweise auch fiir andere Fiille an-
zuwenden, weill man die umstindlichere Rechnung, die diese
erfordern wiirden, secheut und man sich sehr oft mit einer un-

es begniigen kann,

cefithren Schiitzung des Biegungspfe

Die vorausgehenden Rechnungen beruhen auf der still
schweigenden Voraussetzung, dass die Kraftebene durch eine
Hauptaxe des Querschnitts geht. Trifft dies nicht zu, so hat
man die Lasten, wie in § 16, in Componenten nach den Rich
tungen der Hauptaxen zu zerlegen und die Biegungslinie fiir
die Componenten m beiden HEbenen zn ermitteln. Die oe
sammte Forminderung ergibt sich durch geometrische Sum
mirung der zu diesen beiden Componentensystemen gehorigen

elastischen Verschiebungen.

§ 24, Binfluss der Schubspannungen auf die Biegungslinie.

Bei den vorausgehenden Betrachtungen ist noch keine
Riicksicht auf die Form#nderungen genommen, die durch die
Sehubspannungen bewirkt werden. Diese haben zur Folge, dass
der Biegungspfeil noch etwas vergrissert wird und dass iiber-
haupt die elastische Linie von der vorher berechneten Gestalt

ein wenig abweicht.
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a <

[n Abb. 31 ist ein Lingenelement des Balkens gezeichnet.
Wenn sich die Seheerkraft 7 gleichmissig fiber den Quer
sehnitt vertheilte, hitte sie zur Folge,

5 ;.IJ.I' >

dass sich der urspriinglich rechte Winkel £

I(J’ll’
swischen dem Querschnitte und der Stab |
axe um einen kleinen Betrag ;" inderte, A o
der nach dem Elasticititsgesetze leicht e l
berechnet werden kann. Man hat nim !
lich fiir den durchschnittlichen Betrag EREs

: - YV
.. der Schubspannung I
. y
Ty = ==
: P
and mach GL (53
: T, J
ar ? =
i (7 GIF

Die Winkelinderung ¢’ bewirkt eine Parallelverschiebung
der beiden Querschnitte gegeneinander, die mit du’ bezeichnet
werden mag:; man findet dafiir

Ve @

; b
L= P — =
i GF

So einfach liegt die Sache in Wirklichkeit aber .nicht.
Die Schubspannungen vertheilen sich nach einem anderen Ge-
setze iiber den Balkenquerschnitt, das in § 20 festgestellt
wurde. In der Mitte sind demmnach die Schubspannungen
orbsser als der vorher herechnete Durchschnittsbetrag 7,
withrend sie nach der oberen und der unteren Kante hin bis
auf Null abnehmen. In Folge davon wird auch die Winlkel-

inderung ¢ zwischen der Stabaxe und dem Balkenquerschmtte

in der Mitte grisser, withrend der Winkel an den Kanten un
ceiindert bleibt. Man erkennt daraus nebenbei, dass die Ber
nouilli'seche Annahme, die Querschnitte blieben bei der Form-
inderung eben, nicht streng erfiillt sein kann. [n der That
ist auch schon im Vorhergehenden diese Ammahme nur als
nitherungsweise richtie vorausgesetzt worden.

Hier handelt es sich besonders um den Héhenunterschied

aufeinander folgender Punkte der Stabaxe, der auf Rechnung
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der Schubspannungen zu sefzen ist. Wir bezeichnen diesen
mit o nnd setzen
» |.I'J |
ol 2 ot g 83
(F

Unter % ist dann eine Verhiiltnisszahl zu verstehen, die nach
den vorausgehenden Bemerkungen jedenfalls grosser als 1 ist.
Der genaue Werth von s hiingt von der Gestalt des Quer
schnitts ab. da durch diese die Vertheilung der Schubspan
nungen und hiermit das Verhiiltniss zwischen dem Werthe
von v in der Mitte und dem Durchschnittswerthe =, bedingt

ist. Es wire indessen nicht zulissig, % unmittelbar gleich
dem zuletzt genannten Verhiiltnisse zu setzen, denn die Ver-
schiebungen dw verschiedener Fasern, die in verschiedenen Ab-
stinden von der Nulllinie liegen, konnen nicht unabhingig
voneinander erfolgen, weil sonst eine Zerrung in der Richtung
der Hohe des Querschuitts zu Stande kiime. In der That ist
der Vorgang durch die Querschnittskriimmung, die nothwendig
auftreten muss, ziemlich verwickelt., Man hilft sich daher
damit, den Werth von % auf Grund einer Betrachtung zu er
mitteln, die sich auf den Begriff der Forminderungsarbeit

stittzt. Es kommt dies darauf hinaus, dass man einen Durch-

schnittswerth du fiir alle Fasern berechnet. Strenger be:
oriinden lisst sich dieses Verfahren freilich nicht; es hat mehr
den Charakter einer Abschitzung als einer genauen Berech:

-

nung. Da es sich hierbei nur um eine an sich ceringfiigioe

(orrectionsgrisse handelt, lisst sich aber
niitzung nichts einwenden.

Fiir den Fall der reinen Schubspannung ist die speci-

fische Formiinderungsarbeit nach GL (44) gleich ?I.f" Fiir das
- %G

Balkenelement von der Liinge dz ist daher die Formiinderungs-
arbeit gleich

zu setzen, wobei die Integration iiber den ganzen Querschnitt
zu erstrecken ist.

In diesem Ausdrucke kann fiir r der in GL (74) aut-
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restellte Werth eingesetzt werden. Der so ermittelten Form-

%
snderungsarbeit ist die von der Scheerkraft V' (die das
Balkenelement eine &dussere Kraft bildet) geleistete Arbeit
Iy : i ;
Vdu cleich zu setzen. Man erhiilt dadurch
e s 1 i : s
Fi 81 I E.I{,' i }, — 5 I ."J'l'-' 5 ! ,'{I’l'l"' . -jp",’f'”‘l'f
and hiermit S
F[vd b ,
}: ol - ‘-l \

e

Fiir den rechteckisen Querschnitt soll die Rechnung zu

[inde gefithrt werden. In § 20 war dafiir
ok
LT e )

gefunden, wobei zur Vermeidung von Missverstindnissen hier
an Stelle des dort mit # bezeichneten Abstandes der be-

: : - T i ; _ b
treffenden Faser von der Nulllinie gesetzt 1st. Mit & —

= 12
wird dies
P S
T : ,|";‘ 18] '|
i h 2
und daher
‘o7 v:
‘l ——
IT-’ JI-L':.Ii.I'I1_'f

Nach Ausfithrung der Integration erhilt man

Ll e i
=4 f / =
‘ T L 5%

Setzt man dies in (1. (84) ein und beachtet, dass I' = bh ist,

so erhilt man fiir den rechteckigen Querschnitt

s moge noch bemerkt werden, dass die Berechnung von
# nach Gl (84) immer leicht durchgefiihrt werden kann, auch

wenn sich die Integration nach den gewshnlichen Methoden
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nicht vornehmen lisst, indem man den Querschnitt m schmale

Streifen zerlegt und an die Stelle der Integration eine Sum-

mirung treten lidsst. Das Resultat dieser mechanischen Qua-

dratur wird immer genau genug, auch wenn man eine
Eintheilung in nur wenige Streifen vornimmt.

Fiir die besonders hiufig verwendeten gewalzten Eisen-
tricer von dem I-Profile hat man % ein fiir alle Male be-

rechnet. Fiir den | [Iel‘_‘.ﬁ‘l Nr. 8 |‘.||, h. von 8 em ”H]H'.j wurde

=24, fiir den hochsten Triger, der noch verwendet zu
werden pflegt, Nr. b0 % — 2,0 gefunden. Fiir die dazwischen

liegenden Trigerhéhen #ndert sich x allmihlich von dem

einen zu dem anderen dieser Werthe. Grisser als ber den

[ Triigern wird %z nicht leicht bei einer anderen Querschnitts
aestalt.

Bei den jetzt durchgefiihrten Rechnungen ist nur auf den

Finfluss von ¥ auf die Biegungslinie geachtet worden, d. h.

MW wurde bei dem betrachteten Balkenelemente als Null vor-

ausoesetzt. Wirken M und V gleichzeitig ein, so summiren

sich die Wirkungen von beiden. An irgend einer Stelle im
Abstande z vom linken Auflager hat man daher die gesammte

Durchsenkung #”
Y =y -+ l e, (8D)
wenn unter y die im vorigen Paragraphen berechnete Hin-

senkung verstanden wird. Dag letzte Glied in diesem Aus-

drucke ist indessen gewshnlich klein gegen das erste und es

geniigt daher meistens y =y zu setzen, den Hinfluss der
Schubspannungen also zu vernachlissigen. Nur bei kurzen
Stiiben von grossem Querschnitte, bei denen, wie wir schon
frither fanden, die Schubspannungen iiberhaupt mehr hervor-
treten, oder fiir Stellen, die den Balkenenden benachbart sind,
wird es [[r-]'i_]|jll‘"} das zweite Glied in GL I_:."\'._i_"j zu beriicksich-
ticen. Um wuns davon zu {iiberzeugen, betrachten wir noch
speciell einen beiderseits frei aufliegenden Balken von con-
stantem rechteckigem Querschnitte, der eine Einzellast in der



de
711
211
11
€11

s

en
1

18

en

on
01
nd,
sh-
ch

-

ler

& 25, Durchlaufende Triager. 167

Mitte trigt. Der Biegungspfeil [ war dafiiv im vorigen Para-

c-'r:qnhun in Gl (82) zu
=

; Fl Pl
I = 48 B0~ 1Ebh
berechnet. Fiir ‘du hat man hier nach GL (83) mit x 2

= I R o
== und I bl

und daher

: T
[ - 0.3 .
I L s Gbh

[fiir den mit Riicksicht auf den HBinfluss der Schubspan
nungen verbesserten Werth f* des Biegungspfeiles findet man
also nach Gl (85)

2 PP Pl Pl (I?
i L AR —— s o
A FEhhRs ! bk A Ebh \ h?

2. (RG]

Bei der letzten Umformung ist G = 04 F gesetzt, also vor-
ausgesetzt, dass fiir den Stoff. aus dem der Balken 1H'?‘~'t'l"h1:

die Verhiltnisszahl m — 4 sei. Nimmt man an, dass die

Spannweite [ etwa 10 Mal so gross sei, als die Jalkenhohe /i,

so macht das zweite Glied in der Klammer, das vom Emn

flusse der Schubspannungen herrithrt, nur 3%, von dem ersten

aus.  Gewthnlich st das Verhiltniss j noch grosser als 10,

and das von den Schubspammungen herriihrende Glied macht
dann einen noch kleineren Bruchtheil des anderen aus. Mit
dem Verhiltnisse - =D steigt indessen der Bruchtheil auf
(! o
129 und von da an wird es nithig, die genauere Formel (36)
an Stelle von Gl. (82) zur Berechnung des Biegungspfeiles
zu verwenden.
S 25, Durchlaufende Triger.

Fiir einen Balken, der iiber mehrere Oeffnungen hinweg

reicht, kann wman, wie schon frither hervorgehoben wurde, die

Auflagerkriifte nur auf Grund der elastischen Forminderungen,
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die er erfihrt., berechnen. Wenn die Auflagerkrifte bereits

bekannt wiren, wiirde sich die Berechnung der Spannungen
senan so wie bei dem Triger iiber einer einzigen d yannweite

: |

schnitt das Biecungsmoment und die Scheerkraft angeben und

wren lassen. Man konnte ohne Weiteres fiir jeden Quer

die Spannungen daraus nach den bereits dafiir aufgestellten
Formeln finden. Es handelt sich also in der That nur noch
darum, zu zeigen, wie man die Auflagerkriifte oder tiberhaupt
die statisch nnbestimmten Grossen, die auch in anderer Weise
oewihlt werden konnen, berechnen kann.

Man nehme zuniichst an, dass der Triger iiber zwel Oeff-
nungen von gleicher Grisse [ hinwegreicht und eine gleich-
missig vertheilte Last ¢ auf die Lingeneinheit frigt. Wenn
die Mittelstiitze entfernt wire, wiirde sich die Triigermitte um
den in GL (80) angegebenen Betrag durchbiegen, wobel nur 21
an Stelle von [ zu setzen ist. Auf den Hinfluss der Schub
spannungen braucht man in der Regel keine Riicksicht zu
nehmen: wenn es oewiinseht werden sollte, kann dies aber
nach dem im vorigen Paragraphen angegebenen Verfahren leicht
Il_i'l"‘:l'.}lt'lll‘]i.

Hierauf denke man sich an dem Balken in der Mitte eine
nach aufwiirts gerichtete Kraft angebracht. Dadurch wird die

Balkenmitte wieder gehoben und zwar um den in Gl (82)

fostoestellten Betrag, wenn an Stelle von [ wieder 2 gesetat
and unter P die Grosse der aufwiirts gerichteten Kraft ver-

standen wird. Wenn wir P so bestimmen, dass die vorher

erlittene Durchbiegung in der Mitte gerade wieder riickgingig

gemacht wird, erhalten wir damit die Grosse des Auflager

drucks an der Mittelstiitze, denn nur bei diesem Werthe des

Auflagerdrucks kann die elastische Linie des ganzen Stabes

durch den vorgeschriebenen Punkt gehen. Die (zleichsetzung
der Werthe von f in GL (80) und GL (82) liefert

) 0

I — 21

&

?,

wenn jetzt @ die iiber beide Oeffnungen vertheilte Last be

deutet. Man sieht daraus, dass der durchlaufende Triiger einen
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grosseren .Theil der ganzen Last aut die Mittelstiitze iiber

tiiiot, als zwel getrennte Triiger, von denen jeder eine der
heiden Oeffnungen iiberdecken wiirde, denn in diesem Falle
= : -1 = () i = ()

kime auf die Mittelstiitze ;- und aut jede Endstiitze - Der

_\]:_|'|;]I-_~"|-|'c]|'||i'|n' c]e‘r-: llIII'I'}‘. ."E‘-i!IE‘IIli"h TI‘E-IQ,‘-:'I'?- el _-||'I:;I_']1] ]':HII.I' hlt'||1'

f e b A 3
sich auf - (@ el 16 ().

Diese Betrachtung setzt voraus, dass alle drei Stiitzen
genan in gleicher Hohe liecen und dass sie auch unter dem

Rinflusse der Belastung nicht nachgeben, selbstverstindlich
auch. dass der Triger vorher genau gradlimig war. Senkt sich
etwa die Mittelstiitze um den Betrag 0 oder musste sich der
Triiger schon vorher in der Mitte um d durchbiegen, ehe er
die Mittelstiitze erreichte, so findet man den Auflagerdruck P
aus der (Gleichung

= (2] P21

384 E6 0. BEe?

A4S0

Wenn die Mittelstiitze zu hoch lag, ist hierin & negativ zu
sepZen.

Man sieht leicht ein, dass dasselbe Verfahren auch noch
anwendbar bleibt, wenn die Oefinungen von verschiedener
Grosse sind. Man braucht dann nur an die Stelle von die
fiir irgend eine andere Abscissse o giilticen Werthe von y aus

, fiir Tricer, die iiber mehr als zwel

§ 23 einzusetzen. Auc
Oeffnungen hinwegreichen, lisst sich die Berechnung der Aut-
lagerkriifte in derselben Weise durchfiihren: bei drei Oeffnungen
hat man zwei nach aufwiirts gerichtete unbekannte Kriifte an

den Mittelstiitzen anzunehmen, die sich aus den beiden Be-

dingungen berechnen, dass die elastischen Verschiebungen de
zugehdrigen Angriffspunkte im Ganzen verschwinden miissen.
Auf die Berechnung der durchlaufenden Triiger wird 1m
Uebrigen hier nicht ausfithrlicher emgegangen, da sie besser

der graphischen Statik vorbehalten bleibt.
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& 26. Der auf beiden Seiten eingespannte Trager.

Fin Tricer sei an den Auflagern so gestiitzt, dass jede
Drehung des Stabendes unméglich gemacht ist. Die elastische
Linie hat dann horizontale Tangenten an den Stabenden und
man erkennt daraus schon, dass sie zwei Wendepunkte haben
muss, zwischen denen sie, wie beim frei ;!lll'|it.'f_£l'ﬂ']i'll r]"n'ihl}.f"l'.
hohl nach oben hin gekriimmt ist, wihrend sie zwischen
einem Wendepunkte und dem benachbarten Auflager ihre
Hohlseite nach unten kehrt. In den Wendepunkten ist die
Kriimmung Null. daher muss dort auch das Hi|-f_ﬂI':':f,l'h-iteita!*.‘.l'-||l'
M verschwinden.

Fine Kinzelkraft wiirde nicht ausreichen, das Ende des
Triigers gegen eine Drehung schiitzen zu konnen. Ausser emem
Auflagerdrucke muss daher an jedem Triigerende noch em
Kriiftepaar von der Stiitze her iibertragen werden. Das Mo
ment dieses Kriiftepaars am linken Auflager sei mit M, be

zeichnet, denn es stellt zugleich das Biegungsmoment fiir einen

Querschnitt dar, der unmitfelbar m der Nithe des Auflagers

gezogen 1st. Wenn wir der Einfachheit halber voranssetzen,
dass der Balken eine gleichmissig vertheilte Last triigt, 1st M
fiir irgend einen anderen Querschnitt mit der Absecisse z

|'I|’ _.".'.

o T Az

»
Die []in‘E‘.H_'[[t'i}[l:‘_!"lL‘ii"lLllJ]:j_'" der elastischen Linie I'_':l'l!l damit
iiber in

BO-% =<9 _ Asx—M
(0 ] ol

Fiir den Auflagerdruck 4 kann in unserem Falle auch noch
ql

gesetzt werden. Hine einmalige Integration liefert

TS 2T ;8 me
E® Ff .' = ‘f(’ == "_' .”,_,'-' i iy

Die Integrationsconstante € muss aber hier verschwinden,

weill —= — 0 fiir # — O bleibt. Auch fiir z = muss der
7
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[lken auch am rechten Ende

Ausdruck verschwinden, da der B

pincemauert sein sollte. Dies liefert die Bedingungsgleichung

WOrails
q 2
__-!]F” — 19

folet. Das grosste positive Biegungsmoment in der Mitte wird

. ql- . s 1 o | . 3
gleich 5,3 die grosste Bruchgefahr ist also an den Auflager
stellen vorhanden. Aehnliche Betrachtungen lassen sich

anch fitr den durchlaufenden Triger anstellen.

Natiirlich kann man auch hier auf den Einfluss der Schub-
spannungen Riicksicht nehmen; es lohnt sich aber nicht, niher
darauf einzugehen, da alle diese Rechnungen bei der Anwen
dung mit einer grossen Unsicherheit behaftet sind. Man kann
<ich niemals sicher darauf verlassen, dass der Triiger wirklich
so cut eingespannt sei, dass jede Drehung des Stabendes aus
seschlossen wire, Das wirkliche Verhalten der Stabenden
kann vielmehr von dem bei der Rechnung vorausgesetzten
weit abweichen und es wiirde nur ein irrthiimliches Gefithl
der Sicherheit erwecken, wenn man sich unter solchen Um
stinden mit der Berechnung kleiner Correctionsgrossen be-
fassen wollte, die gegeniiber den zu erwartenden Fehlern des

Hauptwerthes kaum in Betracht kommen.

Aufeaben.
11. J’j h‘ln':l_‘,n'rn'n}-'r'_ _'|.Ir|'|’.:-' :-'f-l'll'l rl"fr' (l.-llf'.”fJ'.'Fu'l.r'Jln'l-f.Jl’J.“'f' l,"'."f!' f.IIJ-" .’H-r'.l-"'fr'-
.'xr'."-nJf.'r.'-"."_r_.lr'.~' 1l.':J’;I-'r.lf'r-';"l'.fn'.lnl".l-'lflnll";'lf pon ¥ 0 man -'\.'.f'.v"?.f'm".'»_"fr!r-_f.'l"}r_f_.’r: wrd IO anam
Y J?.'.' i.«_.",',l_l"_-:,"r'.",l‘f,',-' .r'a,l,',w,";'r{,n:.l'r'},r_

»s Querschnitts ist die Symmetrie-

3y

Lisung. Eine Hauptaxe
axe YY. Das zugehirige Triigheitsmoment @, ist

@, = — — =921 em*,
Y 19 {2 1 -

da sich der Querschnitt als Differenz zweiler (Quadrate ansehen

lasst, fiir die beide Y'Y eine Schwerpunktsaxe ist. Den Absta

Fippl, Festigkeitslohre, 2. Aufl 11
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Biegung des

des Schwerpunkts S von der Dia onale des umschriebengn (Quadrats

@8 =0 35

also

= 19.6 mm,

Auch das Trigheitsmoment @, setzt man auns den Triigheits
momenten der beiden Quadrate zusammen, wobei aber darauf zu
achten ist, dass die Axe ZZ nicht durch die Schwerpunkte dieser
beiden Quadrate geht. Man hat
(e o b

8= 1+ 1" 1,962 — (5 -+ 6%+ 2,67%) = 23,7 cm",

Fiir die Trigheitsradien folgt

44 R 92,1 PR g YO Ly A e TRILERNE, v ."J'-ﬁ'-' [ J§ <GP
= — 2. bbecm; = - 1,55 em.
] - - -

Man trigt die Triigheitsradien auf den Hauptaxen ab und con

struirt die hierdurch he-
¥  stimmte Ellipse

_, 12. Aufgabe. Fiir
L .fl/ dits Z- I',_a-.-w".l.f \ P. 16 l,n".-'}.-'-fl'lfl"
: mian im deutschen Normal-
_I.'u'rjl,f,rl.'ll"f.lff'.fl-'r' l,"'ﬂ'f," "I;r".l' ;Jl)ll'f.il’_lrJ"
axen. Y Y und ZZ4 ange-

lr|l'|’ f;f'.l-'
tg o = 0.39;

@, = 1193 em*;

@, == 58,8 cm*.

= Die Maasse sind aus der
Abbildung 33 2w entnehmen.
..'i‘;s-!-' _HHH."'H pon  diesemn

.I“J.'H f'.‘-."pr.l H-’ri'llllf' saf  am r'.r'j.f.r'ﬁ.f
Ende cingemauert (so, dass
p'.l'r-;‘ .E‘\'.Ir.r'.rJ.' r,f.n,ll."j-'f'.',l'g!" ,wg"r-}','f. .‘l,l.n' .f.l'.f'r.f.'l‘flr)r"}r _:‘r,fllr_.fr" »'r'f-r' ."j.' rff',r' ,-‘ilr.ull.l.-:lr.fl'lrhh.-'.f}
und trigt an dem wm 1,20m vorkragenden Ende eéine Last von

o
{

500 ke. Wie gross awird die gros Spannung G, wenn das  frew

Ende des Balkens an Eleinen horvigontalen Ausbicgungen micht ver-
hindert wird?
FLiisu ni. Ans 1:_1' o ( l.‘;ll‘i ]tu[;_v"- o — 21 7 SR [}‘II:; B

cose = 0,93. Das Biegungsmoment an der Einmauerung hat die
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GrBsse 500 >< 120 = 60000 cmkg; wir zerlegen es in die Com-
nonenten 60000 >< 0,93 = 55800 und 60000 > 0,36 = 21600

:n den Richtungen der Hauptaxen. Zur ersten Componente gehort

neutrale Axe ZZ, und die ',‘._:g:;l|-.'l|'i_n_r<-:1 Spannungen 6y sind

55 800 21 600 Nz
jr =— .y — 46.8y. ebenso 6pnp—= ——= &= a6
L 1193 . L 0,0

~
- .‘: __j
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Abb. 33

Die in ircend einem Flichenelemente des Querschnitts mit den
(oordinaten y und z im Ganzen auftretende Spannung ¢ ist daher

6 — oy + o — 46,8y JI— ab67 2.

Dabei ist die positive Y-Axe nach oben, die positive Richtung der

11+
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Z-Axe nach rechts hin zu nehmen; y und 2z sind, wie alle iibrigen
Maasse, in cm anszudriicken, man erhili dann ¢ in atm. An der

Kante A ist y = 7,32 und ¢ = 3,29 ¢cm, man hat daher

L 367 >< 3,29 = 1550 atm.

¢ — 46,8 >< 7,32 -

An der Kante B sind ox und o von verschiedenem Vor-

5 1
Zelcnen nnd
o — 46,8 5< 985 — 367 5< 8.48 — — 8185 atm.

Die griisste Spannung tritt daher an der Kante A auf und ist
gleich 1550 atm, das Material 1st also an dieser gefiihrlichsten
Stelle bis etwa zur Elasticitiitsgrenze beansprucht.

Die elastische Verschiebung des freien Balkenendes unter der
ung. Wird

das Balkenende dagegen so gestiitzt, dass es sich nur in loth-

senkrecht gu-riclm-i--|| Belastung erfolgt in sehrii
rechter Richtung bewegen kann, so tritt noch eine horizontale Kraft
auf, die von der Stiitze auf das Balkenende iibertragen wird. In
diesem Falle ist die Nulllinie horizontal gerichtet und man erhilt
die Spannung ¢ aus der gewshnlichen Biegungsformel, wenn darin
das Trigheitsmoment auf die horizontale Axe bezogen wird.
Anmerkung. Die Folgerungen der Theorie fir die horizon-
talen und verticalen Verschiebungs-Componenten eines in der an-
gegebenen Weilse eingespannten und belasteten Z-Triigers habe ich
durch einen Versuch gepriift, den ich bei den Uebungen in meinem
Laboratorinm regelmiissig zu
Y wiederholen pflege. e
Uebereinstimmung zwischen

|_ - Rechnung und Beobachtung

7 ! ist ganz befriedigend.
| 13. Awufgabe. Den
‘ R / -‘(J.'.fr-.l'.w'.lrr.'a."u".".-.'r.'f :'.n-f fiir die in
AN £ s den beiden vorigen Auwfgaben
! ."I.\‘-.\“. _/"\\ vorfommender beiden ;‘”a‘r:l.-'.-'."r‘

IN P\ gu construiren.

: i {.'i-'--u};;:_x‘\ \ Liisung. Ber dem
s A /inkeleisenprofile kann man
L J | ‘f_"_u]tjw_ eisenprofile kann man
s T e fiinf Linien zeichnen, die
: N mit dem Umfange mehr als
Y & P zwei Punkte gemeinsam

Abb. 54 haben und die Fliiche nicht
durchkreuzen. Von diesen
fallen vier mit den nach aussen gekehrten Umfangsseiten zusammen

und die fiinfte ist die parallel zur ZZ-Axe gezogene Verbindungs-
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linie der beiden nach rechts oben gekehrten Ecken. Alle iibrigen

Gtrahlen des den Querschnitt einhiillenden Tangentenbiischels gehen
aus diesen Hauptlagen durch Drehung um eine der Ecken des
(uerschnitts hervor. Daraus folgt, dass der Kern ein Fiinfeck
bildet. dessen Ecken die Antipole jener finf Graden und dessen
Seiten die Antipolaren der genannten Querschnittsecken sind. In
Abb. 84 ist der Querschnitt mit der Centralellipse und dem durch
Sehraffirung hervorgehobenen Kerne gezeichnet. Ganz ihnlich findet
man auch den in Abb. 35 (8. 166) angegebenen Kern des Z-Profils,
fiir das man die Centralellipse nach den Angaben tber die Trig-
heitsmomente ohne Weiteres auftragen kann.

1. Aufgabe. Centralellipse wnd Querschnitiskern  [ir  eine
hohle gusseiserii Qende won 90 em dusserem Durchmesser wnd 2 cm
Wandstirke zu bestimmen,

L {0 S, Das T

fiir eine Schwerpunktsaxe 1st

riigheitsmoment des ringfirmigen (Querschnitts

T 0 44 5y §
) . il i0? _ 8 ‘ — 4635 cm”

und die Querschnittsfliche #' = 113 cm®, woraus
i l " — §,406m

folgt. Die Centralellipse ist ein Kreis von diesem Radius. Auch
7 1 il e | 2 ! 3 r o - ': 5
der Querschnittskern wird hier durch einen Kreis begrenzt, dessen

Radius & aus der Proportion
I

— ' also & 4.1 cm

folgt.

15. Aufgabe. Ein Ballen (oder eine Tragaxe, wie man solche
Stiibe ,_”rr:-‘f';'lr;.l.r-"ﬂ“.ra'-'hff Sl RERNnCr I.IJII"-!r"'I-'}l'Ij.- f{f roan beiden -"".”'r"r”'j" e
ctiitzt ist und eine Eingellast aufewnchmen hat, soll als Rotations-
Firper ausgefithrt werden, so dass in jedem Querschnitle die suldssige
Sparnug des DMaterials erveicht wird. Nach welchem Gesetge muss
der Meridignschnitt gelriimmd werden?

Lisung. Der Auflagerdruck am linken Ende betrage A;
dann ist das Biegungsmoment 1m Abstande # davon M = Az
und die Spannung

M Az

it T

wenn + der Radius des Querschnittskreises ist. Die Spamnnung ¢
soll in allen Querschmitten gleich gross werden, daher muss auch
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der Ausdruck auf der rechten Seite unabhiingic von % sein und »
wird dadurch als Fun

on von 2 bestimmt. Man erhild

L ——
6
als Gleichung der Meridiancurve. Man sieht daraus, dass das
Liinosprofil der Tragaxe durch eine cubische Parabel gebildet werden
o*l ] &=
muss, wenn die Trag

\ axe ein Kiorper von

)

iitherall :_f|-:'il_:]l+',1' Festig-
A keit sein soll.
\ Die Auforabe lisst
I .\‘. i sich mnatiirlich noch
L 7 mannigfach wvaruren,
«"»'1"'-\ ; I indem man etwa eme
| andere (Querschnitts-

|
| % \ | 1 : -
[ s vestalt (z. DB. eine

B rechteckige) oder eine

== L = 2 ;

1\\ andere Belastung (z. B,

=5 A . . ty :

G| v eine gleichfrmig ver-
|

\ X e theilte) voraussetzt. In

=i Vi den elementaren Dar-
Es=c stellungen der Festig
s SN steliungen der Festlg-
e = e e Py Bt B lies
= keltslehre pilegen diese
7 b Aufgaben  einen

grossen Raum einzu-
ne

imen., da sie sich
sehr leicht lisen lassen
und auch sonst ganz
niedlich sind. Eine
erhebliche practische
Bedeutung ist diesen
Liisungen freilich nicht
zuzusprechen, da lein
h
Abb. 35. A an die berechneten

Formen genan zu hal-

ten. Die Gestalt einer Tragaxe setzt man z. B. aus Cylindern
und abgestumpften Kegeln zusammen, wobel man sich freilich dem
vorher berechneten Rotationskirper miglichst eng anzuschliessen

Grund vorliegt, si

sucht. Uebrigens ist die wvorige Betrachtung insofern ungenan,
als sie keine Riicksicht auf die Schubspannungen nimmt, die in der
Nihe der Stiitzen das Uebergewicht iiber die Normalspannungen
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erlangen. So wiirde far 0 nach der Formel r = (O sein, der
Querschnitt an der Stiitze also bis auf Null abnehmen kénnen.

I'rugschluss, denn der Querschnitt muss

Das ist natiirlich ein
iiberall mindestens noch so gross bleiben, dass die Schubspannungen
i
1 den Enden

fir sich genommen die zuliissige Beanspruchung des Materi

nicht iiberschreiten. Bei den Tragaxen ordnet man
Fapfen an, die von dem vorher bestimmien Umdrehungskirper

unabhiingig festgesetzt werden, d. h. man

weicht hier von der ._._‘|'|:|~Ill'('-|-I.“‘-‘.h':l'lﬂ I=
(richtiger gesagt von der ,ungenau-theo- i 7 _: /
retischen®) Form so weit ab, um den bei [
deren Ableitung begangenen Fehler nach- I
triiglich zu verbessern. E
16. Aufgabe. Ein 1-Balken wvon >
;"in“.".\'l'll'.l'.'fJ-'.'l'r-"H’- Ifj""!’f.l"-'\'l"llln',n'il’-llll'll" Ir‘”.r"l.l, »'J,'r'-.s' 35T e el ‘il
einen Ende eingemauert wnd trdgt an dem [ i
wm 0.0 m :'ru'.'r.';'rflr.ff'}u"rrH Ende eine Be- :I
lastung von 5000 k. Man soll die grisste !. l
Spannung und die Anstrengung des Ma I
terials wnmittelbar wnter dem Flantsche des
Einspannungsquerschilts berechnen. 3

Lisung. Das Trigheitsmoment ftir ¥
die horizontale Axe berechnen wir, indem
wir uns den Querschnitt durch Wegnahme
von zwei Rechtecken aus dem umschriebenen Rechtecke entstanden
denken, also
12 . 249 5.5 218 SPR
= -2 = — Houo cln.

!

Das statische Moment S des Flantschenquerschnitts fiir die hori-
zontale Schwerpunktsaxe ist
fi

52 ’ yd I’ 115012 « 11:25=— 2029 em?”,
.
4
Fiir die Normalspannungen ¢ im Einspannquerschnitte hat man
M 5000 - 820 5

Gz Y = — <y =5
o " 0335 ' 5

Am oberen Rande ist y = 12 ¢m and daher ¢ = 900 atm. Dagegen
ist unmittelbar unter dem Flantsche y = 10,5 und ¢ = 787 atm.
Fiir diese Stelle berechnen wir auch die Schubspannung 7. Nach

Gl. (T4) findet man
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'S 000 . 2025
T = = 190 atm.
&) 1 ek ebed

Aus ¢ und © ergibt sich die Hauptspannung an dieser Stelle
nach Gl (12)

O, o Lo 7S Y T s 3
G —_ ; e aesl)® —— e T e ——i & atn
Umax 2 ,JI- l = DOq = ’[. a1l T { i Sol) atm,

Die Hauptspannung ist also an dieser Stelle trotz des Hinzutretens
von t noch kleiner als ¢ an der oberen Kante. Daran wird auch
nicht viel geiindert, wenn man die reducirte Spannung, von der

die Beanspruchung des Materials abhi gt, berechnet. Nach Gl. (39)

: : | AT
ist filr m =— 3 die reducirte Spannung

ks )
Tt — 0356 —— 0:65 1dz> - .7 844 atm.
rad 3 v 1

Diese Rechnung lehrt, dass man in der That auch bei I-Pro

filen in der Regel nicht niithig hat, die Spannungen an anderen

llen als an der oberen Kante zu berechnen, also tiberhaupt nicht
1ithig hat, auf die Schubspannungen zu achten. Anders wird die

Sache indessen, wenn der Hebelarm der Kraft noeh kleiner wird,
als hier angenommen war. Denn ¢ behillt dann bei gleicher
Belastung seinen Werth, wihrend ¢ abnimmft und man kommt

dann bald zu einem Hebelarme, bei dem die Beanspruchung des
Materials unmittelbar unter dem Flantsche grisser wird als an der
Husseren Kante.

Schliesslich sei nochmals ausdriicklich darauf hingewiesen, dass
diese ganze Betrachtung nur einen Anspruch auf ungefiihre Giil-

tigkeit machen kann, denn Gl (74) ist aus einer recht unsicheren
Voraussetzung iber die Vertheilung der Spannungen z abgeleitet,
die gerade an der Stelle unmittelbar unter dem Flantsche des
I-Profiles keineswegs genau zutreffen kann. Man sieht aber auch,
dass diese Formel in der That nur zu einer mehr schiifzungsweisen
Jestimmung des Ortes der grissten Beanspruchung gebraucht wird.
Gegen einen solchen Gebrauch lisst sich nichts einwenden.

: A7 .'1.rr,l".r.ffflf-“'. Die Vertheilung der Sehubspawiungen © diber
cinen kreisformigen Querschnilt 2w berechnen.

Liswng. Man hat zuniichst das statische Moment & des in
Abbildung 37 schraffirten Kreisabschnitts zu berechnen. Wegen
e lr"f-;"-' — - hat man
] Il.

I_f,wf_f" == :,’Jls.r'l".l':' Y=y,

%

Allgemein ist aber
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JI. i 1-"4;’-: I’_.l':.f."_.'_.l e - — I p2

wovon man sich durch Differentiation leicht tiberzeugt. Nach Ein-
' der Grenzen wird daher

wenn mit b die Linge der ¥
Schne 1m Abstande # vom _
Mittelpunkte  bezeichnef ilf
wird, fiir den man die :
Schubspannung berechnen T ! g
will.

Nach Gl. (74) wird jetzt

I
Tzy = 120  Bmr'

Die Componente 7. be-
stimmt sich am Umfange
gus der Bedingung, dass
die resultirende Spannung
in die Richtung der Tan-

gente fallt. Daraus folgt

T_r' il
T L
@ I
2 :
: |
LT 2Vl Abb. 8T
Tes = Txy* - = = e Dol
i i b o

and fiir die resultivende Spannung = selbst erhilt man nach dem
Pythagoréiischen Satze
¥ b ¥ oo ] 2Vh
T = = T l-" bt == 4y .

" Baa®
Die Schubspannungen nehmen, wie man hieraus erkennt, ihren
grossten Werth in der Mitte an. Dort wird b = 2r und daher

iV

Tmax — o e i
)

d. h. die grosste Schubspannung verhilt sich zu der dorchschnitt-
lichen Schubspannung, die bei gleichfGrmiger Vertheilung iiber den
ganzen Querschnitt iiberall zu Stande kiime, wie 4 zu 3.
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15. ,1 i l,"..n',f.r.' .'I.J e 11 e 1 .'If { St '_.".' rrlilJ.'".'.i'-'FJ-r"f Ji €l t e _‘\'-'-'-" _\. o f',.;r.f."t-'
{}'rs wnten -'.h'.':f'."--".ll.h'(?.‘u'l-'".'f r’fff_:r's"-'5.-.'-’-";".'1-;'r.-' rn'.l"f_l:'-'",JJ-".';JJ.'.'n' W, wenn der i -rl,"-
lagerdruck 6000 kg betrdgt ?

Lisung., Nach Gl (75) ist

Fiir ® findet man mit hinreichender Anniherung
4 B 0 | 48 ] ; :
B — 2 48 - 23.0° - T 60022 em®.
Hierbei ist der mittlere Abstand der Gurtfliche wvon der horizon-

talen Schwerlinie gleich 23.5 einfach geschiitzt, wobei freilich die

200 = [0 : g
i N . S F—_f : o — = ¥ == : : {
e | B R T o i
7 ) i0=F0=10 | :
ol J i I (i | g ] @ @) I
R | - A < |
. l}-----—— S 4
| | — 20— [
|
J00 | | o
d [L4] | \
i | | .
| |
(@] |
{ - = _T - |
ey } D) & f
| i et A S |
b 4 I—____-_- = = |

Goon f,
Abb. 38.

niigt aber die dadurch gegebene Genauigkeit gewthnlich vollauf;
andernfalls muss ® in der frither besprochenen Weise herechnet
werden. Fir § hat man ebenso

Decimalstelle ganz unsicher ist. Fiir Rechnungen dieser Art ge-

S =46 - 23,5 =— 1081 em®,

Hiermit folgt, da ¥V — 6000kg und ¢ = 12 cm 1st;
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6000 - 12
D « 1081 = 1300 ke,
SINANIRIN) L

t die sich anf zwei Scheerflichen des Niets vertheilt.

eine e
19, .."l.r!..'\.r.frl he. Wie dndert sich der Werth des .a’lf’-f_'-'n"!f{.‘-*;".fff""r'x'

f . Gl (82), wenn O nicht constant, sondern b rall proportional

(.!'r'u.' _F;;-'I-'f-'”rlr,f.-'ijf-'ﬂ'u{r-,m'(: M ist?

Lisung. Setzt man
M
1
E@
so geht die Differentialgleichung der elastischen Linie (Gl 78)

iiber in

wenn « und b die Integrationsconstanten sind. Diese Gleichung
gilt filr die ganze Spannweite, da es hier gleichgiiltig ist, welchen
Werth I an jeder Stelle annimmt; sie gilt aus demselben Grunde
auch fiir jeden beliebigen Belastungsfall, wenn nur die fiir die
Verinderlichkeit des Triigheitsmoments ausgesprochene Bedingung
iberall erfiillt ist. Die elastische Linie bildet daher in diesem
Falle eine gemeine Parabel. Die Constanten a und b folgen aus
den beiden Grenzhedingungen, dass y fir 2 =0 und fir oz =|
verschwinden muss. Dies liefert » = 0 und aus

r".'l: cl
0= —— -+ al folgt a = ;-

Hiermit wird

und der Biegungspfeil f fiir die Balkenmifte folgt daraus mit
: :

r=

Werden das Biegungsmoment und das Triigheitsmoment in
der Balkenmitte durch Anhéingen des Zeigers m gekennzeichnet,
so folgt durch Einsetzen des Werthes von ¢

M 79

g E@® . 8
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Speciell fiir den Belastungsfall, zu dem Gl. (82) gehirte, ist

i Pl _
M., —- und daher
g 4 Pl
: 32 5@
h
Wiire das Triigheitsmoment nicht veréinderlich, sondern tiberall
gleich @,, so wiirde an Stelle dieses Werthes der in Gl. (82) ge
gebene treten, d. h. der Factor 52 im Nenner wire durch 48 zu
N |
ds

yvher hier um 50Y%, grisser als

1
"

1
ersetzen. Der Biegungspfeil ist
Tri

e

1tsmomente.

bei constantem [
Die Voraussetzung, dass @ proportional mit M sein soll, wird
niherungsweise erfiilllt bei einem Blechtriiger, dessen Querschnitt

nach der Mitte hin durch Aufnieten von Platten verstirkt wird,

so dass iiberall ungefiihr dieselbe Spannung ¢ auftritt. Die Triiger-
hhe wird nimlich durch das Aunfnieten der Platten nicht erheb-
M

lich geiindert, so dass in der That die Spannung ¢ = oy tberall

. - ; M ; iy
ungefiihr dem Verhiltnisse ) proportional 1ist.
20. Aufgabe. Die Constante w der Gl (83) filr den breis-
..l"r'l'."m;\rff'u fl)ffr"r'.w'-f'flrhrr-'"n'" zu Derechnen.
Lisung. Nach Gl (84) ist
Flz2d F
! a8
Beim kreisférmigen Querschnitte war in Aunfgabe 17
B

--._."J'I'

gefunden. Achtet man bei der Berechnung von % nur auf die zur
Lastrichtung parallele Componente ., der Schubspannung, so wird
demnach bei Benutzung derselben Bezeichnungen wie in Abb. 37

] Bt
[ L 'l 1
B e

T

Zur Ermiftelung des Momentes vierten Grades der Querschnitis-

fliche !’3'1 d ' setzen wir

- 7
!"L-I dF = 39 l.:'-'rlr.rj —iin 4 f{,.- _fj:'l 2 rl’llf.f_
r ]
Nun ist allgemein
g it 8(r? — yH 4 107 0r® — ¥ - 167 .= ;

(== ) e g S

| ] f . u

-+ r" are sin

16
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Qotzt man die Grenzen ein, so wird daher

¥

J"‘I""' F = 10m®

und hiermit endlich
10

In ihnlicher Weise kann x auch unter Beriicksichtigung der zweiten

Componente 7., von T berechnet werden; es wird dann etwas

rORSeT Ic_-"|-i'11'[]r_1'.|=1-,_ ]n Iia'iil'l]!_ |._"il”r._' ]:51?1-.':|,‘Ii'- es :«'1(_‘|1 indessen. wie

schon frither bemerkt wurde, nur um eine Abschiitzung des Wer-
thes, die auf besondere Genauigkeif keinen Anspruch macht,

27 ff].'"l-',.'n'l?u. Fin rf_-r;',-f,-f“l'a,-;f'r,.n.";-.u' Balken diberdeckt drei H.-_,u"l,i'-
ningen  von lr.r-".-,_"r-.;"f-'-;' Griisse wund ist .rj."r"-"-'-f.'j'r'f}'uaf'_f,.l belastel : man soll
die 1 fr.." '|"rf_-f!f'r'.l"-'!'f'fll.’]f' berechnen.

Lisung. Der Symmetrie wegen ist der Druck auf jede der
heiden Mittelstiitzen gleich gross, er sel mit C bezeichnet. Der
|Jlllrj||'

Auflagerdruck .4 am linken Triigerende ist dann A = - O,

wenn p die Last fiir die Liingeneinheit und a die Weite einer
Qeffnung bedeuten.
In der ersten Oeffnung hat man

(e i g P
-]! ) Ir { :I : )

Die Differentialgleichung der elastischen Linie wird daher far

diesen Ast

; r;'fl?_j P : e Sap
@ o = - (\!’ - l

[

und hieraus durch Integration

: r.f.J,f lp,-.'n":: ..'"» [ :':'IJJJJ" =
E@—= =*— (( ) + K,
o i . A 2 :
J I|l.,|'1 o f . B R i o 'l
By —="— 1= (C =) 4 Ko+ K.,
o 94 b\ e, ] 2
en y = 0 filr x = 0 hat man K =0 und wegen y—10
E==ifh !It'.ljg_{"i
{ i) T - 3 .
Bt T R SN e s sl dpa 0
0 - Al ( 2N er = R
or T 6 I: 5 i Ka oder KA 24 8
[n der zweiten Oeffnung isf
e : 3ap 1 -+ &)* ___poax
M=z -+ a ( = — ( , = Cx P 5 Saaaiil
| . pa
L pgs — Ca —
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wenn hier die Abscissen z von der Mittelstiitze aus gerechnet
ischen

werden. Die Differentialgleichung fiir den Mittelast der elast

TLinie lantet daher

2y T R na g
F® dat — 3 e Ca B — Pd
und hieraus durch Integration
s Y pa? <ok peva® 2 | ity
!‘. (FJ ,-_,n'-l;..; = “ | ( arn — 1 Ill.l.r oL _i_ 1"1
od | 7 k] 24 s
- P | . pax pati i Py wFIF
.Ir. (’}'r.." = a1 T 'f L 3 12 — 5 =1 _h e e j\ -
Far 2 =0 und fiir 2 — a verschwindet wieder y und daraus
folgt K= 0 und
i 3 4 i g 2
: pa’ 1 a [ e S 18 . @
0= 94 I C 9 ]“12 = 5 i K a oder K = 94 il (#; 2 ]

Wir haben jetzt noch die Bedingung, dass sich die beiden
e der elastischen Linie an der Mittelstiitze ohne Knick an-

A
c ; ; ¥ = dy . :
einander schliessen miissen. Dazu gehirt, dass ;e fiir. @ =@ 1m

- : l
. . ady .. p i P o
ersten Aste gleich - fir =0 im zweiten Aste wird. Dies
i 2

liefert die Gleichung

xj':r:.--- I ,‘,.:' l(\l‘l." ;a;,nr’] _:_ ;\- }\.H

oder nach Einsetzen der Werthe von K und K”
a? T A 8 L 18

e | - D 5 " '.'_.[‘-'
0= o4 Spar— 02— o0

2 6 24 2

In dieser Gleichung ist €' die einzige Unbekannte. Die Auflisung
liefert
(! 11
ot 1.
10+

Auf jede Mittelstiitze kommt also nm 10%, mehr als die Last
einer Qeffnung. Da die gesammte Belastung des Triigers 3pa be-
triigt, bleibt fitr den Druck auf jede Endstiitze 0,4pa.

29 Aufgabe. Fin im Grundrisse rechteckig gestalieter Rawm
ward von zwei sich in der Dhtte Treuzenden wund an dieser Stelle
miteinander verbundenen Trigern mit den Ovdrungsmonmern 1 und
2 diberdeckt. An der }'1.'1'r'rf,:'J.fj.fl{.r.q.x'.f!'-{"-"r ist eine Tast P -'.'a'ff}j",’f.fr'-!'i.’;’ﬂ-.'
wie viel kommt davon auf jeden Trdger?

Lisung. Der Biegungspfeil f in der Mitte muss filr beide
Triger gleich sein, Nimmt der erste Triger den Antheil C, der
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andere also P C der ganzen Last auf, so hat man die Be-
dingungsgleichung
Cy* _ (P—O)4°
L5 ,f“'!f..jl A8 v".-'fdl_, 9
Woraus
[ 2)
[’ — Jr; _:‘. 1
L0, +1.°O
folgt. — Ganz #hnlich ldsst sich die Aufeabe auch fiir den Fall

l6sen. dass sich die Triger nicht in der Mitte, sondern an
1 1

gend
eginer anderen Stelle kreuzen, An Stelle von [ ist dann die zur
betreftenden Abscisse gehirige Ordinate y der elastischen Linie
jedes Trigers einzuselzen.
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