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unvergleichlich viel leichter finden, auch die allgemeinsten

Fille beherrschen zu lernen, als es ithm anfinglich wurde, den
¥ 0 }
allereinfachsten Darlegungen zu folgen. Ich sehe mich hier

zu dieser Bemerkung veranlasst, weil ich verhindern mdochte,

dass der Leser, dem die vorausgegangenen Untersuchungen

Schwierigkeiten machten, den Muth zu schnell sinken ldsst.
Wer das Vorausgegangene hinreichend oft durchgelesen und
durchgedacht hat, wird bald alle Schwierigkeiten der Vor

stellung iiberwunden haben.

§ 4. Das ebene Problem.

Bisher haben wir den allgemeinsten Fall des Spannungs-
zustandes untersucht, der iiberhaupt in einem Korper auftreten
kann. Die Fille, mit denen man praktisch zu thun bekommt,
sind aber gewohnlich viel einfacher. Aus diesem Grunde und
aus einem anderen, der kurz vorher erwihnt wurde, wollen
wir die weitere Untersuchung an dieser Stelle autf den Fall
des sogenannten ebenen Problems beschrinken. Man versteht
darunter einen Spannungszustand, bei dem nach einer be
stimmten Richtung hin iiberhaupt keine Spannungscompo
nenten auftreten. Um diesen Fall weiter zu untersuchen,
wollen wir uns das Coordinatensystem so gewiihlt denken,
dass die Z-Axe in die soeben bezeichnete Richtung fillt, Der
|

des ebenen Problems wird dann durch die Aussagen
gy sllasl)l Tuipadarag) (8)

gekennzeichnet. Von den sechs Spannungscomponenten, die
im Allgemeinen zur Beschreibung des Spannungszustandes
erforderlich sind, unterscheiden sich demnach hier nur noch
wofilr wir

(T

drer von Null, nimlich 6., 6, und z,, =7,
jetzt, da keine Verwechslung mehr moglich ist, kurz = schreiben
kénnen.

Wir wollen jetzt die Frage aufwerfen, wie man beim

ebenen Problem die Schnittrichtung withlen muss, damit die

Spannungen ihre grissten Werthe anmehmen. Dabei geniigt
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es, nur solche H{'hIIii'i"I'ilfli][.lElllLt‘i'Tl im Betracht zu ziehen. die
parallel zur Z-Axe gehen. Wir denken uns ein dreigeitiges
y Prisma abgegrenzt,

dessen Grundfliche

in Abbh. b angegeben

|5 = 1st, wiihrend die zur
i H Z-Axe parallelen

Kanten die Lingen

{ » dz haben mégen, Auf
r.‘-r! die beiden Grund
|I Pi v Hichen wirken nach
den Gleichungen (R)

s

iitberhaupt keine

Yy Kriifte. Die Span-
Abb., b ' i
; nungs-Uomponenten

n die Abbildung nach jenen

an den drei Seitenflichen sind

Richtungen eingetragen, die als positiv gerechnet werden. Die
Spannung auf der unter dem Winkel ¢ gegen die X-Axe ge
neigten Seitenfliche ist in die Normaleomponente ¢’ und die
Schubspannung 7" zerlegt. Die letzte kann ebenfalls keine
Componente in der Richtung der Z-Axe haben, weil an den
iibrigen Seitenflichen keine Kraft in  dieser Richtung, die
mit ihr (leichgewicht halten kénnte, vorkommt: sie ist also
ebenso wie ¢” und alle iibrigen Spannungen parallel zur X V-
Ebene.

Das Gleichgewicht der Kriifte gegen Verschieben nach der
X-Axe liefert, wenn wir den Inhalt der schief zu den Axen
stehenden BSeitenfliche mit dF bezeichnen, die Bedingungs

gleichung
¢"dF sing 4 7'dF cosgp — 6,dF singp — 7dF cos p=0,

aus der man den gemeinsamen Faktor ¢F wegheben kann.
Ebenso liefert die Componentengleichung fiir die Richtung

der Y-Axe

6'cos g — 7' sing — g, cos g — 7 sing = 0.
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and 7z’ auf. Durch Multiplication der ersten Gleichung mit

s (#leichunegen lésen wir nach den Unbekannten 6

HE.'L(;-_ der zweiten mit cos @ und Addition erhiilt man zundchst

6 = 6, 851" @ |+ 6, C0s*qp — Z7 SIN @ COS (.

Bequemer ist es fiir das Folgende, diesen Ausdruck da
durch noch etwas umzugestalten, dass man den doppelten
Winkel einfiihrt, also z. B.

1 — cos Zg

sin” @ =

setzt. Dadurch geht der vorige Werth iiber in

¢ 6+ 6, G, G, : . )
= o~ 4 = cos 2 + Tsin2g |
2 i :
% _]I
" i LY
0 (1] |
AR Y i Doy e sy 2
T = sin2¢ —+ 7 cos Z2g. _

In der zweiten Gleichung ist der Werth von t° an
gegeben, der auf dieselbe Weise erhalten wird. Die Spannungs
componenten ¢° und 7° sind damit als Functionen des Win-
kels @ gefunden, den wir uns veriinderlich denken kénnen,
wodurch wir zu allen Schnittrichtungen gelangen, die zur
X Y-Ebene senkrecht stehen. Um die Maximalwerthe zu finden,
differentiiren wir zunichst ¢ nach @ und setzen den Differen-
tialquotienten gleich Null. Ans der so entstandenen (ileichung

0= — = *.25sin2¢ 4+ 27 cos2¢ (10)

erhalten wir zuniichst te 2¢ und daraus auch ¢ selbst, nimlich

1 2z T
Q@ = arc to - a { t 1 )
Q - \ /

2 S —a., ! 2

wenn n eine beliebige positive oder negative ganze Zahl he-
deutet. Durch die Zufiigung eines Vielfachen von = wird
namlich der Werth von tg2¢ mnicht geiindert; man kann

also nz beliebig zu 29 und daher » beliebio zu ¢ addiren,

ohne die Bedingung fiir ein Maximum oder Minimum von &
zu andern,
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Die rechte Seite von Gl (10) stimmt TN mit dem l'm]n-
pelten Werthe von z” in Gl. (9) iiberein. Wir erkennen daraus,
dass ¢" in jenen Schuittflichen seinen grissten oder kleinsten
Werth annimmt, fiir die ' verschwindet. :f,l_:lc_:"lea-h folgt aus
Gl. (11), dass dies immer mindestens in zwei Schnittflichen
zatriftt, die aufeinander senkrecht stehen (fiir die sich ¢ um

einen rechten Winkel unterscheidet). Daneben ist nur noech

ein Ausnahmefall méglich, der dann eintritt, wenn 7 = 0 und
6, = 6, war. Dann ist auch fiir alle anderen Schnittrich-
tungen ' = 0 und ¢" ist unabhingig von ¢, d. h. fiir alle

Schnittrichtungen gleich gross.

Von diesem Ausnahmefalle abgesehen, kommen aber beim
ebenen Probleme immer nur zwel, aufeinander senkrechte und
zar Z-Axe parallele Schnittrichtungen vor, fiir die 7z ver
“'{'h\\'llilﬂ]l‘t_, auf denen :L[mr die ;1‘1'1-::1'||H|1'iil' ﬁJJl‘lll]HEll;j .\'[,m!(r'uuht
steht und fiir die zugleich ¢" seinen kleinsten und seinen
grossten Werth annimmt. Man nennt jene Richtungen die
Hauptrichtungen und die zugehirigen Spannungen die

Hanptspannungen des Korpers an der betreffenden Stelle.

s mag hierbel erwdhnt werden, dass man dieselbe Be
trachtung auch fiir den allgemeinsten Spannungszustand in
gleicher Weise durchfiibren kann. Die Rechnung wird dann
erheblich linger, spielt sich aber sonst genau so ab, wie wir
es eben sahen. Man findet dabei, dass im Allgemeinen drei
Schnittrichtungen vorkommen, fiir die die Schubspannungen weg
fallen, und dass alle drei wechselseitig aufeinander senkrecht
stehen. In der That kann beim ebenen Problem die X Y-Ebene
als dritte Sehnittrichtung angesehen werden, bei der keine Schub
spannung {ibertragen wird. Freilich ist fiir diesen Schnitt
auch die Normalspannung gleich Null und man kann den
Fall des ebenen Problems daher auch dahin definiren, dass
es Jener Spannungszustand ist, fiir den eine Hauptspannung
zu Null wird.

Die Grosse der Hauptspannungen findet man aus GL (9)
durch Eintragen des durch Gl (10) oder (11) bestimmten
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Werthes von . Am einfachsten ist es, zuerst Gl (10) nach

sin 2@ und cos 2¢ aufzulésen. Man erhilt dann
: 2T i G, 9,
sin 2 21 = Cos 2@ = e -
i 1 t¢? L (g, G )" RTS8 O

Aus Gl (9) findet man dann weiter
1
. giic-lia.,  SoR Gy &
G max o ol -
i = Ydt | (o, —a )"

und, wenn man beachtet, dass im letzten Bruche der Zihler
die Hilfte vom Quadrate des Nenners bildet, kiirzer

4‘jizn.:nx T3 E 4 4 B0y 2 I 12)

(C8

Dass der eine Werth ein Maximum, der andere ein Mini

mum liefert, kann auf gewthnlichem Wege durch Bilden des
zweiten Differentialquotienten von ¢° nach @ nachgewiesen
werden: es folgt aber auch schon daraus, dass jede stetige
Funktion des Winkels ¢, die nicht consfant ist, bei ein
malicem Umlaufe des ganzen Kreises mindestens ein Maximum
und ein Minimum haben muss.

Wenn 7 = 0 ist,

fallen die Richtungen der Coordinaten-
axen mit den Hauptrichtungen zusammen und 6.6, sind selbst
die Hauptspannungen. Einander gleich kionnen die Haupt
spannungen nur dann werden, wenn zugleich =0 und
6, = 0, 18t. Dann kann jede Richtung im der X ¥-Ebene als
Hauptrichtung angesehen werden.

Wir wenden uns jetzt zur Ermittelung der Maximal
werthe der Schubspannungscomponente z'. Aus GL (9) er
halten wir

::,; B 5 " .9 cos 20 — 27 sin 2.
Die Bedingung fiir ein Maximum oder Minimum wird

daher ausgesprochen durch die Gleichung

o

tg 2 = = ; (13)
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Dieser Werth st das .\\.L‘_Lfrlijk'i- der "-'-.*i':'lll_',l'r'nf'.- Vo _)r;r
die aus der Bedingungsgleichung (10) gefunden wird. Daraus

1"“1\_':1_ I'l.'ir-n.\ 1i|"r ]IIiI'i’} {!'3. [_']31-] .k_ll'“-'[]-!]]]l]ﬂ'l' "l\h-i,']iil'| r-it'|| VoI ll{‘}E.
aus Gl. (10) abgeleiteten um einen Rechten oder um

unterscheidet. Die Winkel @ selbst, fiir die einerseits ¢’ und

andererseits 7' die Maximal- oder Minimalwerthe annehmen,
i : T, i u ; ! 1
unterscheiden sich demnach um - Die grissten Schub

spannungen erhilt man also fiir soleche Schnittrich

tungen, die mit den Hauptrichtungen Winkel von 45°

einschliessen. Beachtenswerth ist, dass die Normalspannungen

auf diesen Ebenen im Allgemeinen nicht verschwinden, wie

man auf Grund des "fn_n';l|,|.~c§;':‘lu_';|]1;;1'1‘“:*” hitte vermuthen kénnen.

Setzt man 2¢ aus Gl (13) in die erste der GL (9), so findet
==k

man fiir die zugehorige Normalspannung , und dieser
L8 L i :l 4

er beiden zu einander senkrechten Schnitt

Werth gilt fiir jede «

ebenen, auf denen ' zum Maximum oder Minimum wird,

Nur wenn &, — g, ist, wird diese Norma

Aus Gl (13) folgt

spannung zu Null,
I !

sin ’_’(Jr — - : £ —: ‘cod 2(;- = -

I_,f'.;.; * + (o, G )° i_;".l;r* + (6, — 6,)*

und wenn man diese Werthe in die zweite der Gleichungen (9)
einsetzt, erhilt man

’ [ el arimr y
T max == 717 1-" 4 z* —E— Ot l')‘..l_ _I‘J_ |'11\

. 2
Il

Die beiden Werthe 7', und 7'y, unterscheiden sich also
nur durch das Vorzeichen von einander. Dieses Ergebniss
ist, soweit es sich um die absoluten Grissen handelt, selbst-
verstindlich nach dem in den Gleichungen (4) ausgesprochenen
Datze fiber die Gleichheit der in senkrechten Schuittflichen
emander zugeordneten Schubspannungen. Die Vorzeichen da-
gegen sind in Gleichung (14) gleichgiiltie, da sie nur durch die
willkiirliche Festsetzung dariiber bedingt sind, in welcher

Richtung 7’ als positiv gerechnet werden sollte,
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& b. Der lineare Spannungszustand.

So wie der im vorigen Paragraphen untersuchfe ebene

leemeinsten

Spannungszustand einen besonderen Fall des a

11 1man 4-5r[|']] |||u'f;'| |‘i|]|'.‘:l"f‘.l‘:"'!1

Spannungszustandes bildet,
Spannungszustand aus dem vorigen dadurch ableiten, dass
man nochmals eine der beiden Hauptspannungen gleich Null
setzt. Man nehme etwa an, dass die Coordinatenaxen schon
von vornherein in die Hauptrichtungen gelegt gewesen seien,
setze also 7 = 0 und, um auf den linearen Spannungszustand
zu kommen, ausserdem noch ¢,=0. Die Gleichungen (9)

gehen dann {iber in

6 = @, . — g, SIN°@ '
| l__r]
(i ] :
5 TN
T = =1 2 fﬁ.

Dieser Spannungszustand kommt z. B. vor in der Mitte
einer Zuestange, falls sich die Spannkraft gleichméssig iiber
den Querschnitt vertheilt oder (unter der gleichen Voraus

setzung) in einem Steinwiirfel, der einem Druckversuche aus-
gesetzt wird. Wir merken uns fiir diesen Fall, dass nach der

der Gleichungen (15) bei ihm die grisste Schub-

zwelten
spannung halb so gross ist als die Zug- oder Druekspannung

in der Hauptrichtung,.

Den ebenen Spannungszustand kann man sich durch das

Zusammenwirken von zwel linearen Spannungszustinden her

voreebracht 'denken, deren i[::—,||||‘.|'i|-}][|:_]|11|'\-|| |'{-c-|1l'\\'il||{|i_u; ¥l

einander stehen. Kbenso kann auch der allgemeinste Span-
nungszustand auf drei rechtwinklig zu einander stehende ein-
fache Zug- oder Druckbeanspruchungen, also anf drei neben
einander auftretende limeare Spannungszustinde zuriickgefiihrt
werden.

§ 6. Die Spannungsellipse.
1"E-l|| C]E'Hl{l‘ "'|l':] }H'irl'. I,!EFE‘”L'H HJ?E.I.||]]|[|]:‘_|':".'_;_‘.]}'~[j||||[I." il.l.ll‘
moglichen zur Z-Axe parallelen Schnittrichtungen celegt und

die zugehorigen Spannungscomponenten ¢ und z” nach Gl (9)
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