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14 Erster Abschnitt. Allg. Untersuchungen tiber d. Spannungszustand

die Spannungen an solchen kleinen Stiicken unmittelbar mit-
einander zu vergleichen, braucht man daher in erster Linie
auf das Eigengewicht keine Riicksicht zu nehmen. Erst dann,
wenn man etwa auf sehr kleine Unterschiede achfen will, die
dadurch bedinet werden, dass man um em klemnes Stiick in
einer gewissen Richtung weiter geht, wird es nothig, auch aunf
die den Massen proportionalen Kriifte zu achten.

Mit Riicksicht auf diese Erwiigungen bleibt daher nur
noch das Gleichgewicht der Spannungen an den vier Seiten-
flichen des Tetraéders fiir sich gemommen zu untersuchen.
Das Gleichgewicht erfordert, dass die geometrische Summe
dieser vier Spannungen gleich Null ist. Wenn drei Spannungen
gegeben sind, folgt daher Grisse und Richtung der vierten
durch Zeichnen eines windschiefen Kriftevierecks oder nach
dem BSatze vom Parallelepiped der Kriifte oder nach irgend
einer anderen Methode der gewihnlichen Statik.

Die genannte Bedingung geniigt freilich noch nicht, um
das Gleichgewicht eines Korpers unter der Wirkung dieser
vier Kriifte sicher zu stellen. Dazu gehort noch, dass sich die
vier Richtungen entweder in einem Punkte schneiden oder dass
wenigstens auf andere Art aueh emn Gleichgewicht gegen
Drehung gesichert ist. [les weist uns darauf hin, dass schon
die Spannungen auf drei gegebenen Flichenelementen dF' ge-
wisse Bedingungen erfiillen miissen, wenn sie iiberhaupt mit
einander verfriglich sein sollen. Man kann diese Bedingungen
ohne BSchwierigkeit fiir das Tetraéder ableiten, indem man
Momentengleichungen anschreibt. Wir wollen aber dazu einen

bequemeren Weg wiihlen, indem wir an Stelle des Tetraéders

ein unendlich kleines Parallelepiped betrachten.

§ 2. Gleichgewichtsbedingungen zwischen den Spannungs-
componenten.

Wir sahen vorher, dass der Spannungszustand, in dem
sich der Korper an einer gewissen Stelle befindet, durch Angabe
der Spannungscomponenten fiir drei beliebige Flichenelemente
von verschiedener Stellung, die man durch den gegebenen Punkt
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lecen kann, eindeutig beschrieben wird. Es steht uns frei,

iese Flichenelemente so auszuwiihlen, wie es fiir die weitere

L|

Untersuchung am bequemsten ist. Dieser Umstand weist un

von selbst auf die Benutzung eines rechtwinkligen Coordinaten
gystems hin. In der Festickeitslehre wird nicht wviel damit
gewonnen, wenn man an Stelle von Coordinaten oder Compo-
_‘r.lt‘]IL't‘]I mit den oerichteten Grossen selbst rechnet, was m den
meisten iibrigen Theilen der Mechanik von Vortheil ist. Ich
werde daher hier iiberall der ohnehin bekanntesten Cartesischen
Methode, der Untersuchung mit Coordinaten und Componenten
den Vorzug geben und nur ganz gelegentlich einmal auf die
andere Art der Darstellung hinweisen.

[n Abb. 3 sei O der Punkt des Korpers, fiir den der
Spannungszustand untersucht werden soll. Er mége die Ecke
eines unendlich kleinen Parallelepipeds bilden, dessen aufeinander
senkrecht stehende Kanten in die Richtungen der Coordinaten
axen OX, 0Y, OZ gelegt sind. Unendlich k

uns das Parallelepiped wieder deshalb denken, weil sonst die

eln miissen wir

Spannungen an verschiedenen Stellen der von O ausgehenden
Seitenflichen merklich von einander abweichen konnten. So
aber kénnen wir ohne in Betracht kommenden Fehler annehmen,
dass die Spannungen iiber jede Seitenfliche gleichmiissig ver-
theilt sind. Die Resultirende der Spannungen fiir jede Seiten
fliche geht dann auch durch deren Schwerpunkt, also durch
die Mitte, und die Grdsse ist nach Gleichung (3) gleich dem
Produkte aus der specifischen Spannung fiir die betreffende

Flichenstellung und dem Inhalte des Rechtecks.

Die Normalspannungen gehen auf allen Seitenfliichen schon
von selbst in den Richtungen der Coordinatenaxen, und auch die
Schubspannungen wollen wir uns an jeder Fliche in zwei Compo-
nenten zerlegt denken, die in die Richtungen der Coordinatenaxen
fallen. Wir haben dann an den sechs Seitenfliichen des abgegrenzten
Kérperstiicks zusammen 18 Spannungsecomponenten, deren (zleich-
gewicht zu untersuchen ist, denn in erster Anniherung brauchen

wir aus den in § 1 auseinandergesetzten Griinden auf die Massen

kraft, die sonst noeh dazu kime, nicht zu achten.
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Wir miissen uns zunichst dariiber klar werden. in welchen
1

Beziehungen die Spannungen auf zwei gegeniiberliegenden

Deitenflichen des Parallelepipeds zu einander stehen. In jeder
Trennungsfliche, die wir uns in einem Kérper gezogen denken
konnen, grenzen zwei Theile des Kérpers aneinander, zwischen
denen sich die Spannungen durch die Trennungsfliche iiber

tragen. Nach dem Gesetze der Action und Reaetion ist die
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Kraft, die etwa A4 auf B iibertriigt, ebenso gross, aber ent-
gegengesetzt gerichtet wie die Kraft, die von B auf A wirkt.
Wir wollen uns, um bheide Theile dentlich von einander unter-
scheiden zu konnen, eine Normale zur Trennungsfliche nach
einer der beiden moglichen Richtungen gezogen denken. Fiir
den einen Theil geht diese Normale dann nach aussen hin
und fiir den anderen nach innen. Eine Zugspannung ist fiir
jeden der beiden Theile eine Kraft, deren Pfeil mit der Rich-
tung der #usseren Normale dieses Theiles iibereinstimmt. Be:
trachten wir nimlich den anderen Theil, so kehrt sich nach

dem Gesetze der Action und Reaction der Pfeil der iiber-
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Eracenen .‘.':]r;lzlllll.‘.:_:‘ 1, 1;‘|I'i|'||;(e-ili_l_f I-Hil r]]rc,-r 1 liin' ent
gegengesetzte Richtune der Normalen als die fussere zu be
zeichnen, und wir kénnen daher in der That die fiir beide
Theile zutreffende, eindeutige Aussage machen, dass eine Nor-
malspannung immer als Zugspannung, also positiv zu rechnen
1st, wenn sie in die Richtung der Husseren Normale fiillt.

Nun fasse man in Abb. 38 etwa die beiden sich 'O eI -

(8 )
liberliegenden Seitenfliichen in’s Auge, die senkrecht zur X
Axe stehen. Die Hussere Normale der einen :_;'t'iJf. in der
3{;’,’
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Richtung der positiven X-Axe, die der anderen in der ent-
gegengesetzten Richtung. Denkt man sich beide Flichen
immer niher aneinander geriickt, so wird zuletzt die in der
emmen Fliche iibertragene Spannung nur einfach die nach dem
Gesetze der Action und Reaction auftretende Gegenwirkung
der zur anderen gehirigen Spannung sein. In erster An-
niiherung kinnen wir daher bei je zwei sich gegeniiberliegenden
Flichen des Parallelepipeds die ppannungen als gleich gross

und entgegengesetzt gerichtet betrachten. Nur wenn man ah-
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sichtlich auf die kleinen Unterschiede achten wil

, die dadurch
zu Stande kommen, dass die eine Fliche etwas entfernt von
der zu ihr parallelen ist, wird man die in Abb. 3 eingeschrie
henen genaueren Ausdriicke zu benutzen haben.

In Bezug auf die Richtungen, die als positiv an-
zusehen sind, ist noch Folgendes zu beachten. Bei jenen

n den Richtungen der

Seitenfliichen, deren #Hussere Normalen
positiven Coordinatenaxen gehen, zihlt die Normalspannung ¢
ebenfalls in dieser Richtung positiv, demn wir haben schon
vorher festgesetzt, dass Zugspannungen immer positiv ge
rechnet werden sollen. Wir kommen daher zur einfachsten
Uebereinkunft iiber die Wahl der Vorzeichen, wenn wir be-
stimmen, dass nicht nur &, sondern auch die beiden Compo-
nenten der Schubspannung 7z auf jenen Flichen in den Rich-
tungen der positiven Coordinatenaxen positiv gezihlt werden
sollen, deren #ussere Normalen in die positiven Axenrichtungen
fa

lich alle Pfeile nmzukehren, wenn die Spannungscomponenten

len. Bei den gegeniiberliegenden Flichen sind dann natiir

positive Werthe haben. Nach diesen Grundsitzen sind die
Pfeile in Abb. 3,
moge, eingetragen. In der axonometrischen Zeichnung sind

die Spannungen auf den drei verdeckt liegenden Seitenfliichen

mit der man sich recht wvertraut machen

weggelassen. Von den drei sichtbaren Seitenflichen hat die
in der XZ-Ebene liegende eine #ussere Normale, die der
positiven Y-Axe entgegengesetzt gerichtet ist. Daher sind
hier auch die Pfeile von ¢ und den beiden Componenten von
r den Coordinatenaxen entgegengesetzt gerichtet gezeichnet.
Bei den bheiden anderen sichtbaren Seitenflichen gehen da-
gegen die Pfeile in den positiven Axenrichtungen, weil dies
auch von den #usseren Normalen zutrifft.

Die den Spannungscomponenten ¢ und r angehiingten
“]‘lli]lHlQH:’.t‘i_‘;__{:‘*l‘ reden eine leicht verstindliche lel",u':]u", Jedes
6 trigt nur einen Zeiger, denn hier geniigt es, die Stellung
des Flichenelementes anzugeben, zu dem ¢ gehirt, und dies
geschieht, indem die Axenrichtung angemerkt wird, zu der

das Flichenelement senkrecht steht und zu der ¢ daher
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;n;'::'t‘:“ﬁ‘ l‘_l'F‘]I';-. Auch der erste der beiden Zeiger der Schub

. - " 11 : e
spannungscomponenten = bezieht sich auf die Stellung des zu

gehorigen Flichene

ementes und stimmt daher auf jeder Fliche

mit dem Zeiger von ¢ iiberein. Der zweite Zeiger oibt da

oeoen an

o welcher Axenrichtung die betreffende Componente
parallel geht.

Zur Erliuterung von Abb. 3 muss ich endlich noch auf
einen Umstand aufmerksam machen, an den der Leser freilich
schon lingst gedacht haben wird. Von den drei sichtbaren
Seitenfliichen geht nur eine durch den Punkt O, in dem der
Spannungszustand untersucht werden soll. Hier konnte man
sich damit begniigen, die Spannungscomponenten einfach mit

Gy, Ty und z,. zu bezeichnen. Freilich sieht man dabei schon

von unendhich kleinen Unterschieden ab, die sich daraus er
g'l’.!ll’i'i_, dass der H]l;aa_lll||11_s_".-'}f.|'.-1":‘1;-:-:] nicht iiber die oanze Recht
eckfliche genau mit dem in O iibereinstimmt. Auf der oegen
-”l}u’!‘]ii*f_{'l'?'.-t_li.‘ll Seitenfliche kommen dieselben Unterschiede
ebenfalls vor und gerade weil von beiden Flichen in dieser
Hinsicht dasselbe gilt, ist es nicht nothig, auf diese unendlich
kleinen Unterschiede weiter zu achten. Dagegen kann es
nithig werden, den Unterschied hervorzuheben, der dadurch
entsteht, dass die gegeniiberliegende Seitenfliche um das Stiick
dy in der Richtung der Y-Axe gegen die vordere verschoben
ist.  Wir miissen, um diese feinen Abstufungen zu beriicksich

tigen, der Normalspannung ¢, auf der geceniiberliecenden

Seitenfliche noch ein Differentia zufiicen, so dass wir dort
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erhalten und #hnliches gilt fiir die anderen Componenten
Aus dem Grundrisse der Abb. 3 ist dies ersichtlich. Ebenso
sind in der axonometrischen Figur die Spannungscomponenten
auf den beiden sichtbaren Seitenfliichen, die nicht durch den
Pankt O gehen, sechon mit den Zuwiichsen versehen, die den
Abstinden von den gegeniiberliegenden Flichen entsprechen.
Wo der Platz nicht ausreichte, sind diese Differentiale auch
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nur durch Punkte angedeutet, wie in 7., 4 ---- an Stelle

vOn ir.

Nachdem man sich mit allen diesen Einzelheiten, die in

Abb. 3 zu beriicksichtigen waren, hinreichend vertrant ge
macht hat, ist schon der erste und wichtigste Schritt zum
Verstiindnisse der Grundgleichungen der Festigkeitslehre ge

schehen: Hs ertibrigt jetzt nur noch, die Bedincuneen fiir das
™ .I v o ' |

(zleichgewicht der Kriifte an dem unendlich kleinen Paralle
epiped, dessen Kantenliingen mit dx, dy, dz bezeichnet werden,
in Form von Gleichungen anzuschreiben. Zuniichst wollen wir
das Gleichgewicht gegen Drehung in’s Auge fassen, da wir
schon in § 1 erkannten, dass wir hierdurch zu den Bedingungen
gefiihrt werden, die zwischen den neun Spannungscomponeuten
Oy Gy O: Try Trs Tys Tyz Tsx Tsy fur die drei durch den Punkt
O gelegten Flichenelemente bestehen miissen, damit sie mit
einander vertriglich sind. Um 2z B. zu erkennen, welche
Bedingung erfiillt sein muss, damit keine Drehung um eine
zgur Z-Axe parallele Grade eintreten kann, projiciren wir den

Korper mif allen daran angreifenden Kriften auf die X Y-Ebene,
wie dies in Abb. 3b bereits geschehen ist. Wir sehen dann,
dass zwei Kriftepaare vorkommen, die eine solche Drehung
in entgegengesetzter Richtung anstreben. Ein Kriftepaar wird
durch die Spannungen z,, auf den beiden Rechteckseiten ge
bildet, deren Normalen zur Y-Axe parallel gehen. Die Grisse

jeder Kraft dieses Paares wird gefunden, wenn wir die speci-

fische Spannung z,, mit dem Inhalte des Flichenelementes,

itber das sie vertheilt ist, multipliciren; sie ist also gleich
Ty dx dz zu setzen. Das statische Moment des Kriftepaars
1st daher gleich
E Ty da dy dz.
Ebenso finden wir fiir das Moment des Kriiftepaars der
Schubspannungen 7.,, die tiber die beiden zur X-Axe senk-

rechten Seitenflichen vertheilt sind.

Ty A dy da.
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Die Gleichgewichtshbedingung gegen Drehen erfordert da-
her, dass

T T
ist.#)  Natiirlich liasst sich dieselbe Betrachtune auch fiir eme

e der beiden anderen Coordinatenaxen wieder

Drehung um jec
holen, und wir erhalten daher im Ganzen die drei Gleich-
gewichtsbedinoungen

Toy =— Tya) Taes=— Tizi Ty Tays (4)

o

die einen der wichtigsten Sitze der Festigkeitslehre aus-

sprechen, den man als den Satz von der Gleichheit der einan-
der zugeordneten Schubspannungen zu bezeichnen pflegt.
Man kann ihn auch noch in etwas alloemeinerer Form auf
stellen, wenn man an Stelle des rechtwinkligen Parallelepipeds
m Abb. 3 ein schiefwinklioces untersucht; ich sehe aber davon
ab, dies weiter auszufiihren, da nicht viel dabei herauskommt.
Ferner erwihne ich noch, dass viele Schriftsteller fiir die ein-
ander gleichen Schubspannungscomponenten 7,, und r,,. eine
einheitliche Bezeichnung, niimlich 7. einfithren, wobei jetzt der
Zeiger z darauf hinweisen soll, dass jene Schubspannungen
gemeint sind, die sich im Gleichgewichte gegen eine Drehung
um die Z-Axe halten, und #hnlich fiir die {ibrigen. Man spart

K 1 - 1 & * .y r * *
niernel Zwar aas .'I"Ll!."w‘("-]lt't’EE.l["‘]l eines Zwelten .‘".t‘llt,fl’]“b*: es will

mir aber scheinen, dass dieser Vortheil nicht erheblich genug
1st, um die anschaunlichere Scehreibweise mit zwei Zeigern auf-
zugeben. Ich werde daher diese beibehalten.

Wir haben jetzt  erkanmt, dass zur vollstindicen Be
schreibung des Spannungszustandes des Kérpers in einem ge
gebenen Punkte O die Angabe von sechs Zahlen erforderlich
ist. Diese Anzahl kann auch durch weitere Betrachtungen nicht
herabgedriickt werden. Man pflegt diese Thatsache auch wohl

mit den Worten auszusprechen, dass co® verschiedene Spannungs

*) Im Innern eines Magneten ist dieser Schluss nicht zulfissig, da
hier ausser den Schubspannungen noch ein auf Verdrehen des ganzen
Volumenelementes hinwirkendes Moment der magnetischen Krifte aunf-
tritt, das won derselben Gri enordnung sein kann. Von solchen aus-
nahmswelse vorkommenden Fiillen soll aber hier stets abgesehen werden.
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zustinde mdéglich sind, oder dass die Reihe aller Spannungs
zustinde eine Mannigfaltigkeit von sechs Dimensionen bildet.

Wir wollen jetzt noch das Gleichgewicht des Parallel-
epipeds gegen Verschieben in den drei Axenrichtungen be
trachten. Dieses wird schon durch das Gesetz der Action und
Reaction verbiirgt, wenn wir auf die sehr kleinen Unterschiede
der Spannungen an gegeniiberliegenden Seitenflichen keine Riick-
sicht nehmen, wie es bei der vorigen Betrachtung geschehen
konnte. Wir wollen aber dabei nicht stehen bleiben. weil wir
bei dieser Gelegenheit noch erfahren kénnen, in welchen Be
ziehungen die Zuwiichse der Spannungscomponenten bei ver
schiedenen Fortschreitungsrichtungen zu einander stehen miissen.
Natiirlich ist es jetzt, wo wir nur auf die kleinen Unterschiede

der Spannungen auf gegeniiberliecenden Flichen zu achten

)

haben, nicht mehr zulissig, die dem Volumen des Paralle
[.

epipeds proportionale Fernkraft, also etwa das Gewicht des
Kérperchens, zu vernachlissigen. Dieses ist zwar unendlich
klein gegen die Spannungen selbst, aber durchaus vergleichbar
mit den kleinen Unterschieden zwischen den Spannungen auf
gegeniiberliegenden Seiten. Ich denke mir die auf die Raum
einheit bezogene Massenkraft in drei Componenten nach den
Coordinatenaxen zerlegt, die ich mit X Y Z bezeichne und
positiv rechne, wenn sie mit den positiven Axen gleich
oerichtef sind.

In der Richtung der X-Axe kommen jetzt an dem Kor
perchen sieben Kriifte vor, deren Summe gleich Null sein
muss, damit das Gleichgewicht gesichert ist. An jeder Seiten-
fliiche des 1’:L."r!”t_-fef'li]n‘th-; haben wir eine zur X-Axe parallele
Spannungscomponente, und dann kommt die Componente der
Massenkraft im Betrage X da dy dz. Die Spannungscompo-
nenten kann man paarweise zusammenfassen. Auf dem durch
den Punkt O gehenden, zur X-Axe senkrechten Rechtecke
haben wir die Componente 6, der specifischen Spannung, also
im (Granzen den Betrag o, - dy dz einer Kraft, die der positiven

X-Axe entgegengesetzt gerichtet ist. Auf der gegeniiber-

liegenden Seitenfliche kommt dazu die um ein Differential
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verschiedene und nach der positiven X-Axe hin gerichtete
Normalspannung. Fassen wir beide zusammen, so behalten
wir einen Ueberschuss von der Grosse

L T )
o ady rn".:'
(R B 5

in der Richtung der positiven X-Axe. Ebenso tragen die
heiden zur Y-Axe senkrechten Seitenflichen zusammen ge

nommen das Glied

.r.u
2 . da n’_f; dz

&y

zur Componentensumme in der Richtung der X-Axe bei und
ihnlich die beiden letzten Seitenflichen. Schreiben wir nun
die Bedingung an, dass die algebraische Summe aller parallel
gur X-Axe gehenden Componenten verschwinden muss, so er
halten wir nach Wegheben des gemeinsamen Faktors da dy dz

die erste der drei foleenden G

elchuncen

o0 .r.:"_. . (A
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H o] 4 X =
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Die beiden letzten sind ebenso gebildet, wie die erste, die
wir eben ableiteten, und sprechen die Gleichgewichtsbedin

gungen gegen VYerschieben in den Richtungen der Y- und

der Z-Axe aus. Es ist zwar niitzlich, sie zur Uebung eben
falls aus Abb. 3 abzulesen, aber nicht nothwendig, da keine
Coordinatenaxe vor den anderen etwas voraus hat und was
fiir die eine bewiesen ist, daher auch fiir die anderen gelten
muss. Es genfigt daher vollstindig, sich davon zu iiberzeugen,
dass die beiden anderen Gleichungen aus der ersten hervor-
gehen, wenn man die Coordinaten z y 2z cyclisch miteinander

vertausecht.
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1

§ 9. Das Gleichgewicht am Tetra&der.

Wir wollen jetzt die am Schlusse von § 1 in allgemeinen
Umrissen angestellte Betrachtung auch noch in einen Satz
von (Gleichungen umprigen. Dazu beziehe ich mich auf

Abb. 4, in der das Tetraéder in Aufriss und Grundriss o

7z zeichnet ist. Als gegeben wer-

' den die Spannungscomponenten

|5 Pos 1 betrachtet, die zu den Stellungen

' H"“a.h\ A der drei Coordinatenebenen ge

5 B horen; verlangt wird die Berech-

3 | | \\ nung der HEJ?:I-.!]llII]];_{':-':_'HIII[IIH:I_"H[""II
7 / P ' i s

et | L daurl  'der 1n.  De-

vl a liebiger Stellung

0 & P —— == -—\“"7 4 gezogenen vierten

! Ly yo Tetraéderfliiche,

., 3 O i deren dussere Nor-

06 ""_ I S - — —Y male mit # irs_'—-

1 s zeichnet 1st. Es

AT L ool s P ist am bequem-

| J sten, e Span

> L= nung fiir diese Fliche, die mit

5 . -"-\ p. bezeichnet werden moge, zn

[ 4 \n niichst in drei Componenten zu

. i zerlegen, die den Coordinaten

axen parallel lanfen. In der Ab

& s bildung sind diese Componenten

mit Puz Puy Pu: bezeichnet: die
Zeiger haben also dieselbe Bedeutung wie bei den fritheren
Betrachtungen. Nachdem diese Componenten gefunden sind,
kann man leicht anch die Normalspannung o, und die in ge-
gebenen Richtungen verlaufenden Schubspannungscomponenten
daraus ableiten, wenn sich dies als noéthio herausstellt.
Die Fliche der vierten Tetraéderseite sei gleich dF: die
Flichen der drei anderen bilden die Projectionen von dF' auf

die Coordinatenebenen und werden daher aus d F durch Mul-
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