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Siebenter Abschnitt.

Theorie der Gewilbe und der durchlanfenden Triger.

§ 99. Gleichgewichtsbedingungen fiir das Tonnengewdlbe.

Die einfachste Gewtlbeform, mit deren Stabilititsunter
suchung man sich in der graphischen Statik vor Allem zu
befassen hat, ist das eylindrische oder Tonnen-Gewdlbe. Bei
gewilbten Briicken kommt es allein in Frage und auch im

Hochbaue spielt es eine wichtige Rolle, zumal da sich manche
der verwickelteren (Gewdlbeformen, namentlich die Kreuzgewdlbe,
auf’ jene Grundform zuriickfithren lassen. Nur die Kuppelge-

wilbe und die ithnen verwandten Klostergewtlbe erfordern eine

ich verschiedene Behandlung, worauf in der Folge

orundsiitz
noch kurz eingegangen werden soll. Bei den hier durchzu-
tiihrenden Betrachtungen soll in erster Linie an das Gleich-
gewicht eines Briickengewdlbes oedacht werden, obschon natiir
lich fiir die iibrigen Verwendungsarten des Tonnengewdilbes
ganz Aehnliches gilt.

Von der Last, die das Gewdlbe zu tragen hat, nehme ich
an, dass sie in der Richtung der Glewdlbeaxe gleichférmig ver-
theilt sei, wihrend sie im Gewdlbequerschnitte beliebig vertheilt
sein kann. Es ist dann gleichgiiltig, wie lang das Gewdlbe in
der Richtung der Gewblbeaxe sich ausdehnt, da sich jeder
zwischen zwel aufeinanderfolgenden Querschnitten liegende Ab-
schnitt unter denselben Bedingungen befindet, wie ein anderer.
Es geniigt daher im Allgemeinen, einen einzigen Querschnitt
zur Betrachtung auszuwihlen; auf Ausnahmen, die gelegentlich
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vorkommen konnen, werde ich spiterhin noch aufmerksam
machen.
Die von dem Gewdlbe aufzunehmende Last besteht oe-

wohnlich aus einer Erdiiberschiittung oder einer Uebermaue-

rung. Denkt man sich das Gewdlbe, namentlich in dem zuletzt
genannten Falle fortgenommen, so 1st es nicht unmdglich, dass
sich die Last trotzdem selbst noch trigt, da sich auch die
Uebermauerung selbst wie ein Gewilbe verhalten kann. Wenn
nun auch bei den Fillen, die wir in erster Linie im Auge
haben, also bei weitgespannten Briickengewdlben, eine so grosse
Tragfihigkeit der Uebermauerung oder Ueberschiittung nicht
anzunehmen ist, so vermag sie doch immerhin bis zu einem
gewissen Grade eine Entlastung des Gewdlbes herbeizufiihren.
Auf diesen giinstigen Umstand nimmt man jedoch bel der
Berechnung des Gewilbes keine Riicksicht; man nimmt viel
mehr an, dass die Last ohne inneren Zusammenhang sei und
keine horizontalen Krifte iibertrage, so dass jeder Theil der
Riickenfliche des Gewilbes das senkrecht nach abwirts ge-
richtete Gewicht des gerade iiber ihm befindlichen Theiles der
Belastung aufzunehmen habe. Dazn kommt dann noch das
.f‘]E;;‘:*_Il;_"c‘.\'ftrh‘f des Gewdlbes selbst.

Wenn die Last aus einer Uebermauerung von demselben,
specifischen Gewichte wie der Wolbbogen besteht, gibt dem-
nach die Hohe der Uebermauerung an jeder Stelle ohne Wei
teres ein Maass fiir die dort auftretende Belastung an. Im
anderen Falle, also etwa bei einer Erdiiberschiittung, kann
man gich diese durch eine gleich schwere Uebermauerung von
entsprechend geiinderter Hohe ersetzt denken. Auch die he
weglichen Lasten, die bei einem Briickengewilbe vorkommen
die aber in der Regel gegeniiber der viel grisseren Eigenlast
keine grosse Rolle spielen, denkt man sich durch eine gleich
schwere zusiitzliche Uebermauerung in entsprechender Ver
theilung ersetzt. Man erhilt dann im Gewdlbequerschnitte
eine auf Mauerlasten zuriickeefiihrte Fliche, deren obere Be-
grenzung die Hvlu.-a{'1,111g.-;|iu[e heigst. Diese und die Ge-

wolbeform seien gegeben; es handelt sich dann um die Ent-
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seheidung der Frage, ob das Gewdlbe unter den cgegebenen
Umstinden im Gleichgewichte bleiben wird oder ob ein Ein

sturz zu befiirchten ist.
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Abb, 150

[n Abb. 150 ist der Gewdlbequerschnitt nebst der Be-
lastungslinie 4B gezeichnet. Man fasse einen einzelnen Welh-
stein ins Auge, der in der Figur durch Schraffirung hervor-
gehoben ist. An diesem wirkt zuniichst das Gewicht der
zwischen den Linien m und » liegenden Lasten sammt dem
Eigengewichte des Wilbsteins. Dieses Gewicht G ist dem
Inhalte der zwischen den Linien m und % und den beiden
Wélbfugen liegenden Fliche proportional und geht durch den
Schwerpunkt der Fliche: es ist daher als vollstiindig gegeben
anzusehen. Ausserdem greifen an dem Wilbsteine die in den
beiden Fugen iibertragenen Kriifte R und R, an. Diese ver-
theilen sich zwar entweder iiber die gcanze Fuge oder doch
tiber emen Theil derselben; wir kiénnen sie uns aber zu den
Resultivenden R und R, zusammengefasst denken. Ueber Lage,
Grisse und Richtung der Fugendriicke B und R, ist zwar
zuniichst nichts bekannt. Offenbar kénnten wir aber die an
dere sofort angeben, wenn eine von ihnen auf irgend eine
Art bereits ermittelt wire. Denn die drei Krifte G, Il und
I, miissen sich, damit Gleichgewicht bestehe, in demselben
Punkte schneiden und ihre geometrische Summe muss Null
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sein. Die erste Bedinguug liefert die Lage, die andere nach
Zeichnen eines Kriiftedreiecks Grosse und Richtung von e,
wenn £ als bekannt angesehen wird.

Geht man nun zu einem benachbarten Wolbsteine iiber,
so ist flir diesen der eine Fugendruck sofort gegeben, da er
sich nach dem Wechselwirkungsgesetze nur der Pfeilrichtung
nach von dem Fugendrucke an dem jenseits der Fuge liegen
den, vorher schon betrachteten Wolbsteine unterscheidet. Der
andere Fugendruck kann daher wie vorher nach Lage, Grisse
und Richtung ermittelt werden. Dies lisst sich dann weiter
hin in derselben Weise fortsetzen. Man erkennt daraus, dass
alle Fugendriicke mit Hiilfe dieser einfachen Kriiftezerlegungen
sofort gefunden werden konnen, sobald der Druck in einer
einzigen Fuge bekannt ist.

Der hiernach allein noch fehlende Fugendruck in irgend
einer Fuge, die zum Ausgange gewihlt wird, lisst sich dagegen
durch blosse Gleichgewichtsbetrachtungen nicht ermitteln. Das

Gewolbe ist vielmehr eine statisch unbestimmte Construction

und zwar eine dreifach statisch unbestimmte, da drei — auf
verschiedene Art zu wihlende — Bestimmungsstiicke erforder-

lich sind, um Lage, Grosse und Richtung irgend eines Fugen
druckes niiher zu bezeichnen.

Falls das Gewdlbe iiberhaupt stabil ist, sind sehr viele
Gleichgewichtszustiinde statisch méglich. Jeder zuliissigen, sonst
aber beliebigen Wahl fiir den ersten Fugendruck entspricht ein
anderer Gleichgewichtszustand. Zuliissig ist dabei freilich nur
eine solche Wahl, bei der iiberhaupt Gleichgewicht bestehen
kann, worauf sofort noch niher einzugehen sein wird. Jeden-
falls muss, wenn der Einsturz nicht erfolgen soll, mindestens
eine Annahme fiir den ersten Fugendruck moglich sein, die
das {.-ll]{'El_‘.l[gl;!\.'\'ili'[!l' sichert. Kin Gewdlbe, bei dem nur ein
einziger (leichgewichtszustand moglich wiire, sieht man aber
nicht als hinreichend sicher an, umsomehr als jede Gewissheit
dariiber fehlt, dass dieser eine Gleichgewichtszustand dann
auch wirklich zu Stande kiime. Man verlangt vielmehr einen

gewissen Ueberschuss an Standsicherheit, so dass innerhalb
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eines nicht zu kleinen Bereiches verschiedene (rleichgewichts-
zustinde statisch moglich sind.

Um die Frage zu beantworten, ob ein Gewélbe fiir eine
beliebig getroffene Wahl des ersten Fugendruckes und nach-
dem alle iibrigen, die dazu gehoren, ermittelt sind, im Gleich-
gewichte bleibt oder nicht, miissen wir uns tiberlegen, auf
welche Art der Einsturz des Gewdlbes erfolgen kann. Hierbei
ist nun vor Allem zu betonen, dass bei der iiberwiegenden
Mehrzahl der ja leider immer noch recht hiinfig vorkommen-
den Gewdélbeeinstiirze das Nachgeben der Pfeiler oder Wider
lager die Veranlassung bildet. Es wird sich spiiter zeigen, auf
welche Weise man sich von dieser Einsturzgefahr Rechenschaft
zu geben vermag. Vorerst soll aber, da es sich jetzt nur um
die Stabilitit des Gewdlbes selbst handelt, von diesem Um-
stande abgesehen, also vorausgesetzt werden, dass die Wider-
lagsmauern hinreichend standfest sind.

Dann kommt ferner in Betracht, dass der Einsturz etwa
durch ein (leiten der Wilbsteine {ibereinander lings der Fugen
eingeleitet werden konute. Coulomb, der bekannte Physiker,
der sich, soweit beglaubigte Nachrichten vorliegen®), zuerst mit
der Frage des Gewilbegleichgewichts beschiftigt hat, sah diese
Einsturzgefahr als die wesentlichste an. Sie lisst sich aber
durch einen geeigneten Fugenschnitt stets leicht vermeiden.
Ein Gleiten der Wolbsteine tibereinander kann nimlich offenbar
nur dann eintreten, wenn der Fugendruck mit der Normalen
zur luge einen Winkel einschliesst. der den Reibungswinkel
ibersteigt. Der Reibungswinkel zwischen Stein und Stein ist
sehr gross. Wenn ein weicher Mértel dazwischen liegt, kann
er freilich erheblich kleiner werden; aber auch dann ist er
immer noch ausreichend, um ein Gleiten zu verhiiten, wenn

*) Manche nehmen freilich an, dass sich schon die Baumeister
der Gothik eine (von ihnen geheim gehaltene) zutreffende Anschauung
iiber die Gleichgewichtsbedingungen der Gewilbe zurecht gelegt hiitten,
so z. B. Baurath Hasak in einem Vortrage, der in der Zeitschr, f. Arch.

und Ingenieurwesen, Wochenausgabe, 1900, S 248 auszugsweise ab-

gedruckt ist,




Aok P T T i

304 Siebenter Abschnitt. Theorie der Gewilbe u. der durchlanf Triger.

die Fugenrichtungen einigermaassen zweckmissio gewihlt wer-
den. Thatsichlich ist daher die 1'}||-il;;i_~f';a]1|‘, wenn sle auch
immmerhin 1m Auge behalten werden muss, von viel geringerer
Bedeutung, als man urspriinglich annahm und auch jetzt noch
manchmal von Leuten, die sich mit dem Gegenstande nicht

niiher beschiftigt haben, versichern hort.

Jine andere HEimsturzmoglichkeit besteht darin, dass das
Gewilbe durch Oeffnen einiger Fugen (der sogenannten Bruch
fugen) in mehrere Theile zerfillt, die sich um die Kanten der
Bruchfugen abwechselnd nach entgegengesetzten Richtungen
hin drehen. Wenn diese Bewegungen weit genug fortgesetzt
werden, weichen einzelne Theile so weit nach oben hin aus, dass
die anderen Raum zum Herabstiirzen erlangen. Hierbei ist zn
beachten, dass die Zug- oder Haftfestigkeit des Mirtels, die vor
dem Oeffnen der Fugen iiberwunden werden muss, in vielen
Fillen nur gering zu veranschlagen ist. Ein guter Cement
mortel hat zwar eine nicht zu unterschiitzende Zugfestigkeit,
sobald er geniigend erhiirtet ist. Man verliisst sich darauf aber
nicht gern und fr;rt[w]'tl_ dass das ti||-li|']|_5{|awi(-hl des Gewidlbes
auch schon ohne Zuhiilfenahme der Zugfestigkeit des Mortels
genfigend gesichert sei. Fiir diesen Fall lisst sich die Be
dingung fiir das Gleichgewicht gegen Drehen benachbarter
Wilbsteine gegeneinander um eine Fugenkante leicht angeben,
Der Angriffspunkt des Fugendrucks muss' niimlich aunf der
Fuge selbst enthalten sein und darf nicht in deren Verliinge
rune fallen. Denn in die ‘l.'v:‘lEiJl,t__fM'il:lg_l' der ]’11{,;‘0 kénnte er
offenbar nur dann fallen, wenn in der Fuge auch Zugkriifte
tibertragen wiirden.

Bei dieser Betrachtung ist jedoch moch keine Riicksicht
auf die begrenzte Druckfestigkeit des Walbmaterials genommen
und diese jst es, die nun thatsiichlich den Ausschlag gibt.
Schon dann, wenn der Angriffspunkt des Fugendrucks in die
Nihe einer Fugenkante fillt, steigt die Druckbeanspruchung
an dieser Kante so erheblich, dass dort ein Zertriimmern des
Waolbmaterials stattfindet. Nachdem dieses Absplittern der
Kanten erfolgt ist, steht den vorher besprochenen Drehungen
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der einzelnen Wolbtheile gegen einandeér kein Hinderniss mehr
im Wege, obschon der Angriffspunkt des Fugendruckes noch

innerhalb der urspriinglichen Fugenliinge lieet. Man muss daher

verlangen, dass der Fugendruck nicht nur an keiner Stelle iiber
den Gewdlbequerschnitt hinaustritt, sondern dass er sich auch
den Begrenzungslinien des Gewdlbes nirgends so weit nihert,
dass die zuliissige Druckbeanspruchung des Walbmaterials iiber
schritten wird. Als statisch moglich im vorher erérterten
Sinne sind daher nur solche Gleichgewichtszustinde
des Gewdlbes anzusehen, die dieser Forderung geniigen
und bei denen iiberdies an keiner Stelle ein Gleiten
der Wélbsteine gegen einander zu befiirchten ist.

Die grisste Kantenpressung, die zu einem gegebenen Fugen
drucke gehdrt, kann unter der hier wie in anderen Fillen
iiblichen Annahme eines linearen Spannungsvertheilungsgesetzes
leicht ermittelt werden. Der Fugendruck (oder seine zur Fugen-
ricntung senkrecht stehende Componente, die sich aber von
dem gesammten Fugendrucke unter den gegebenen Verhilt-

nissen nur unerheblich unterscheiden kann) sei fiir die Linge

1 des Gewdlbes im Sinne der Axe, d. h. senkrecht zum
Querschnitte gemessen, mit R, die Fugenliinge mit f und der
Abstand des Druckmittelpunktes (oder Angriffspunktes von R)
von der Fugenmitte mit « bezeichnet. Dann ist die Kanten-
pressung o : R gpy

=
zu setzen. Dies ist niimlich die frither (im ersten Bande) ab-

(82)

geleitete Formel fiir die excentrische Druckbelastung. Das
erste (ilied stellt die von dem centrisch angebrachten Drucke
herrithrende, gleichférmig vertheilte Spannung, das zweite
Glied die zu dem Momente Ru gehorige zusitzliche Biegungs
spannung dar, wobei zu beachten ist, dass das Widerstands-

moment der Fuge gleich “: zu setzen ist, da die Fuge ein
: ;

Rechteck von den Seitenlingen / und 1 bildet. Das obere
oder untere Vorzeichen des zweiten Gliedes ist zu wiihlen,

jenachdem die dem Druckmittelpunkte benachbarte oder die
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jenseits der Mitte liegende Kante in Frage kommt. Die grisste
Kantenpressung entspricht natiirlich dem positiven Vorzeichen.

Die Formel ist indessen nur so lange giiltig, als sich die

ganze KFuge an der Lastiibertragung betheiligt. Setzt man
TR :i , so sinkt der Druck an der jenseits liegenden Kante

auf Null and wenn # noch oridsser wird, treten an dieser
Kante Zugspannungen auf. Vermag der Mortel Zugspannungen
aufzunehmen, so ist die Formel zwar aunch dann noch giiltig.

Im anderen Falle tritt aber auf der Zugseite ein Aufklaffen

der Fuge ein. Das Spannungsvertheilungsdiagramm geht dann

in ein Dreieck {iber, das sich nur iiber den unter Druck

stehenden Theil der Fuge erstreckt und dessen Schwerpunkt

auf der Richtungslinie von I liegt. Der Abstand von R bis
P

9

zur Kante ist w, die an der Druckiibertragung betheiligte

Strecke der Fuge das Dreifache davon und die Kantenpressung
wird doppelt so gross, als der Mittelwerth des Druckes lings
jener Strecke. Daher ist die vorige Gleichung fiir diesen Fall

zu ersetzen durch
I

g =2- - — (83)
] ‘\‘Ij HJ

Was die Dimensionen der in diesen (fleichungen vorkommen
den Grissen anbelangt, so ist zunichst daran zu erinnern, dass
E einen Fugendruck fiir die Lingeneinheit der Gewdolbelinge
bedeutete, also die Dimension kg/em oder kg/m hat. Hinfig
benutzt man aber anstatt dessen andere Einheiten. Es zeigte
sich namlich vorher &:::]Hrl‘l_._ dass die Lasten des Gewdlbes durch
I'lichen im Gewdslbequerschnitte zur Darstellung gelangen. Diese
Flichen lassen sich zwar, sobald es gewiinscht wird, sofort
auch auf die zugehorigen Gewichte umrechnen. Man kann aber
auch dabei stehen bleiben und findet dann auch R in einem
Flacheminhalte ausgedriickt. Setzt man es mit dieser Benen-
nung in die Formeln ein, so erhilt man ¢ als eine Linge.
Diese Linge gibt die ,Druckhéhe® an. Es ist dies jene

Uebermauerungshéhe bei einem mit constantem Querschnitte
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in die Hohe gefiihrten Pfeiler, die unten dieselbe Druckbean-

spruchung der Fuge bewirkt, wie das berechnete 6. Auch die
zuliissige I\—Fi]]i.t'"J]]J]"L'.‘aﬁllJl‘L_F kann anstatt in atm in einer solehen
Druckhihe angegeben werden und man erspart sich, wenn man

dies von vornherein so einfiihrt, spiiter weitere Umrechnungen.

§ 2b. Stiitzlinie und Drucklinie,

Eine gebrochene Linie, die die Druckmittelpunkte aller
Fugen mit einander verbindet, wird als Stiitzlinie des Ge-
wolbes bezeichnet. Da die Vertheilung und die Zahl der Fugen
offenbar zufillig und unwesentlich ist, kann man sich auch
unendlich viele Fugen oder wenigstens willkiirlich durch die
Wilbsteine in der Fugenrichtung gezogene sfugenschnitte
vorstellen und zu jedem dieser Fugenschnitte den Druckmittel
punkt aufgesucht denken. Die Stiitzlinie geht dann in eine
Curve iiber. Nach dem, was wir vorher sahen, muss die Stiitz-
linie iiberall in der Querschnittsfliche verlaufen und sie darf
den Begrenzungslinien des Gewolbequerschnitts nicht zu nahe
kommen, wenn sie einem mdglichen Gleichgewichtszustande
entsprechen soll.

Fine zweite Curve, die von der Stiitzlinie im Allcemeinen
etwas, wenn auch gewGhnlich nicht viel verschieden ist, wird
von den Richtungslinien der zu allen Fugenschnitten gehbrigen
Fugendriicke als Tangenten eingehiillt. Sie wird als die Druck-
linie des Gewdlbes bezeichnet. Indessen werden die Bezeich-
nungen ,,Stiitzlinie* und ,Drucklinie* hiinfig auch mit einander
vertauscht, um so mehr als beide unter einer Annahme, die
sofort niher zu besprechen ist, mit einander zusammenfallen.

Die Construction der Stiitzlinie oder der Drucklinie macht
nach den Betrachtungen des vorigen Paragraphen gar keine
Schwierigkeiten, sobald Lage, Richtung und Grésse irgend eines
Fugendruckes willkiirlich gewiihlt oder gegeben sind: Man sucht
aber diese Aufgabe dadurch noch weiter zu vereinfachen, dass
man die Richtungen der Fugenschnitte so legt, wie es dafiir
am bequemsten ist. Am schnellsten kommt man zum Ziele
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fiir lothrechte Fugenschnitte. In diesem Falle bildet die Stiitz-
linie eine zu der gegebenen Belastungsfliche gehirige Seileurve
und jede Tangente an die Seilecurve gibt zugleich die Richtung
des zugehoricen Fugendruckes an, d. h. die Drucklinie fillt
mit der Stiitzlinie zusammen.

Freilich diirfte man bel einem gemauerten Gewilbe die

Fugen nicht wirklich in dieser Richtung ausfithren, da sonst

er nahe ce

riickt wiirde. Bel einem Betongewolbe dagegen kommen Fugen

die Gefahr des Gleitens der Wiolbsteine iiberemnan

im eigentlichen Sinne {iberhaupt nicht vor und es ist daher
von vornherein gleichgiiltig, in welcher Richtung wir uns die
Fugenschnitte bei ithm gelegt denken wollen. Aber auch bei

gemanerten (Gewdlben steht es uns frei, uns trotz der anders

cerichteten Mauerfugen auch noch BScehnitte in  lothrechter

Richtung durch das Gewilbe gelegt zu denken, die wir als

Fugenschnitte bezeichnen, und die in diesen Schmitten von der
einen nach der anderen Seite hin-
iiber l"lhf.'l'1'|‘='1';:‘1".h'|‘. Kriafte oder
Hfugendriicke” zu untersuchen.

Ausserdem ist man auch jeder

zeit leicht 1m Stande, den Fugen-
druck fiir eine beliebig geneigte
Fuge nachtriiglich anzugeben, so-
bald die Stiitz- oder Drucklinie
fiir senkrechte Fugenschnitte be-
reits bekannt ist. In Abb. 151
sel 5SS diese Stiitzhinie und EF
die geneigte lFuge, fiir die der

fueendruek ermittelt werden soll.
Fugendruel telt ] 11

Man ziehe durech den Schnitt
punkt 4 der Fuge KIF mit der
Stiitzlinie S8 den senkrechten
Fugenschnitt BC. Der zu diesem
gehorige Fugendruck B ist aus dem zu dem BSeilpolygone S5

gehorigen Krifteplane sofort zu entnehmen. Dann ziehe man

B’ fir die

von [ aus die Lothrechte £.D. Der Fugendrne

S
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geneigte Fuge EF muss dann mit B und dem zwischen den
Linien DEF und BC liegenden Belastungsstreifen im Gleich-
gewichte stehen. Dieser Belastungsstreifen besteht aus dem
Trapeze ACDE mit senkrecht nach abwiirts und dem kleinen
Dreiecke 4 BF mit senkrecht nach oben gekehrtem Gewichte
(dies nach oben gerichtet, weil die Fliche A4 BJF nicht hinzu-
kommt, sondern wegfillt, wenn wir vom senkrechten Fugen-
schnitte zum geneigten iibergehen). Die Richtungslinie der
Resultirenden G beider Gewichte kann auch als die senkrechte
Schwerlinie der verschrinkten Figur BCDEF angesehen wer-
den, in der ABF negativ zu rechnen ist. Durch Aneinander-

tragen von £ und (¢ erhalten wir R’ als dritte Seite in dem
nebenan gezeichneten Kriiftedreiecke. Rine Parallele zu R’
durch den Schnittpunkt von R mit G in der Hauptfiour liefert
den gesuchten Fugendruck.

Man erkennt aus dieser Construction, dass die Stiitzlinie
tir die wirklich vorhandenen geneigten Fugen stets etwas
hoher liegen wird, als die ihr fiir senkrechte Fugenschnitte
entsprechende. Der Unterschied ist aber so gering, dass man
thn unter den gewdhnlich vorliegenden Umstinden meist oanz
vernachliissigen kann. Daher begniigt man sich in der Regel
damit, die Stiitzlinie fiir senkrechte Fugenschnitte einzuzeichnen
und sie zugleich fiir die geneigten Fugen als giiltig zu be-
trachten. Wenn man will, kann man jedoch die besprochene
geringtiigige Verbesserung jederzeit leicht vornehmen.

Um die Untersuchung fiir die Stiitz- oder Drucklinien bei
senkrechten Fugenschnitten analytisch durchzufithren, geht man

von der Differentialgleichung der Seilcurve aus. Diese lautet

a3y
H—%=—gqg,
o= ;
wenn ¢ die Belastungsintensitiit an der Stelle mit der Ab-
scisse  bedeutet, die durch die Hohe der Belastungsfliche an

dieser Stelle dargestellt wird. H ist der Horizontalschub der
Drucklinie oder des Gewdélbes, d. h. die constante Horizontal
Componente jedes Fugendrucks. Durch zweimalice Integration

folgt daraus die endliche Gleichung der Curve
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1 : - : ’ f ’
Y = i l o / qJaL = (,_.r' == “__,. ._.h'.];

Unter C; und €, sind die Integrationsconstanten zu verstehen.
Grenzbedingungen zu deren Bestimmung stehen nicht zur Ver-
fiigung, falls nicht willkiirliche Annahmen etwa iiber einen
Fugendruck zu Hiilfe genommen werden. Auch der Horizontal-
schub H lisst sich ohne solehe Annahmen auf Grund der all-
gemeinen (leichgewichtshedingungen nicht ermitteln. In der
leichung kommen daher drei zuniichst willkiirliche Constanten
vor. Dies steht in Uebereinstimmung mit dem schon vorher
gezogenen Schlusse, dass das Tonnengewilbe eine dreifach
statisch unbestimmte Construction bildet.

Diese Unbestimmtheit lisst sich freilich durch eine ge-

ten ]

eignete Construction bis zu einem gewissen Grade heben. Durch
Anordnung von Gelenken kann man (wenigstens nahezu)
der Drucklinie Punkte vorschreiben, durch die sie gehen muss.
Ordnet man drei Gelenke (eins im Scheitel und an jedem
Kiémpfer) an, so ist die Lage der Drucklinie dadurch vilhig
bestimmt. Solche Gewdlbe hat man neuerdings hiinfiz aus
gefiihrt und bei weitgespannten Briickenbtgen scheint sich
diese Construction jetzt ganz allgemein eingebiirgert zu haben.
Die Berechnung der Gewdlbe mit drei Gelenken erfolgt
im Wesentlichen genau so, wie die der Bogentriiger mit drei
Gelenken. Die Gelenkdriicke findet man nach einem der damals
besprochenen Verfahren (vgl. § 39) und hiermit kann auch die
zugehorige Stiitzlinie ohne Weiteres gezeichnet werden.
Freilich ist es nicht méglich, ein Gelenk so zu construiren,
dass der Gelenkdruck genau durch einen vorgeschriebenen Punkt
gehen miisste. Fine geringe Abweichung wird immer noch
miglich sein; diese ist aber von entsprechend geringer Bedeu-
tung. — Als ein Hauptvorzug der Gelenkanordnung ist zu
betrachten, dass weder Temperaturiinderungen, noch geringe
Bewegungen der Widerlager, die etwa durch die Nachgichig-
keit des Fundamentes veranlasst werden, eine wesentliche Aen-
derung des Gleichgewichtszustandes, also der Lage der Stiitz-

o |

linie herbeizufiithren vermigen, so lange wenigstens als sich
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diese Aenderungen gleichférmig der ganzen Linge der Wolh
axe nach #Hussern.

[m Raume ist nimlich ein mit drei Gelenken aus-
gefithrtes Gewdlbe immer noch als eine statisch un-
bestimmte Construction anzusehen. Es ist keineswegs
unbedingt nithig, dass sich jeder zwischen zwei Querschnitten
gelegene Gewdolbeabschnitt genau ebenso verhalte, wie jeder
andere und wenn der Boden, auf den sich die Widerlager
stiitzen, an verschiedenen Stellen verschieden nachgiebig ist,
wenn sich ungleichférmige Wiirmetinderungen geltend machen
(wenn die nach Siden gelegene Seite z B. wiirmer wird, als

die nach Norden gekehrte) oder wenn die Gelenke nicht genau

gleichmiissio der ganzen Linge der Wilbaxe nach ausgefithrt

sind, werden sich Unterschiede im Verhalten der einzelnen Wélh-

abschnitte trotz der Gelenke sofort einstellen. Nur dann. wenn
man sicher sein kann, dass alle Ursachen, die eine Ve rschieden-
heit der Bedingungen lings der Wilbaxe herbeifiihren kkénnten,
hinreichend vermieden sind, so dass man sich in der That auf
die Untersuchung innerhalb einer einzigen Querschnittsebene
beschriinken kann, ist die Construction als eine — innerhalb
der Ebene — statisch bestimmte anzusehen. Ich hielt es fiir
nothie, dies hier zu betonen, weil bei der Beurtheilung des
Sic

ierheitsgrades eines solc }11"1 Gewilbes auf diese Umstinde
gebiihrend Riicksicht genommen werden muss, was nicht immer

geschehen zu sein scheint.

Natiirlich gelten diese Bemerkungen im Uebrigen auch
fiir die schon in der Ehene statisch unbestimmten Gewilhe
ohne Gelenke; sie sind aber hier der ohnehin schon bestehen
den Enhwhmmt]nﬂ wegen von geringerer Wichtigkeit als im
anderen Falle.

§ H7. Schiefe Projektion des Gewdlbequerschnitts
mit eingezeichneter Stiitzlinie.
Denkt man sich die Zeichnung eines Gewdlbequerschnitts
sammt Belastungslinie, Stiitzlinie und deren Kriifteplan dureh
parallele !’n>|{]x!nunnlr.ill]wn auf irgend eine zur Zeichenebene

a3
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nicht parallele Ebene projieirt, so stellt die erbaltene Projektion
selbst wieder einen Gewdlbequerschmtt dar. In diesem ist als
Lastrichtung jene anzusehen, die sich als Projektion der Last-
richtung im ersten Falle ergibt. Auch die Projektion der Stiitz-
linie bildet dann wieder eine Stiitzlinie fiir den neu erhaltenen
Gewolbequerschnitt. Dies folgt leicht daraus, dass sich der
Schwerpunkt jedes Belastungsstreifens mit projicirt (vgl. Bd. I
§ 24).

Schneiden sich beide Ebenen in einer zur wagrechten
Richtung in beiden Zeichnungen parallelen Geraden, so 1st die
Projektion wiederum symmetrisch in Bezug auf die Lastrichtung
gestaltet, wenn dies von der ersten Zeichnung zutraf. Im an-
deren Falle erhilt man aus dem symmetrischen Gewdlbequer-
schnitte mit gleich hoch liegenden Kimpfern den Querschnitt
eines sog. ,emmhiftigen Gewdélbes.

Von dieser Betrachtung kann man auf verschiedene Weise
Gebrauch machen. Zunichst kann man sie zum Vergleiche von
Wolbbiogen mit verschiedenen Pfeilhohen und im selben Ver-
hiltnisse gefinderten Belastungshéhen bei gleicher Spannweite
benutzen. Man findet dann z B., dass beide Gewdslbe unter
diesen Umstinden — wenn alle iibrigen ungeiindert bleiben
den gleichen Horizontalschub haben. Andere Sehliisse von
ihnlicher Art liegen zu nahe, als dass sie im HEinzelnen auf-
gefiihrt zu werden brauchten.

Ausserdem wird aber auch ein unter allen Umstiinden
sehr schiitzenswerthes Hiilfsmittel fiir die genauere Construction
der Stiitzlinie dadurch an die Hand gegeben. Bei den weit
gespannten flachen Briickenbdgen von verhiiltnissmissig geringer
Wélbstirke, die man in neuerer Zeit hiufig (gewthnlich unter
Anordnung von Gelenken) ausfiihrt, muss man namlich, um
die Stiitzlinie einigermaassen genau einzeichnen zn konnen,
einen unbequem grossen Maassstab anwenden. In diesem Falle
gelangt man weit besser zum Ziele, wenn man die Zeichnung
verzerrt ausfiihrt, so dass man die Ordinaten in einem grosseren
Maassstabe, als die Abscissen, auftrigt. Man kann diese Zeich-
nung als eine schiefe Parallelprojektion jenes Wilbquerschnitts
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ansehen, fiir den man die Untersuchung durchzufiihren hat.
Die Stiitzlinie kann nun viel genauer eingetragen werden. Um
nachher die Kant enpressung fiir irgend eine Fuge zu erhalten,
muss man nur beachten, dass die Horizontal-( omponente des
zugehérigen ]-'u-rmulrm'k-'; in einem anderen Maassstabe auszu-
messen ist, als die Vertikal-C omponente. In der Praxis scheint
dieses einfache und bequeme Verfahren, das sich im Uebrigen
ganz an die beim Auftragen der ||.1-I!-{‘he-|| Linie eines Balkens
in verzerrtem Maassstabe angewendete Methode anlehnt, bisher
unbekannt geblieben zu sein.

§ DB8. Aeltere Ansichten iiber die wirklich auftretende
Stiitzlinie.

Bei einem gelenklosen GewGlbe, wie es frither allein vor-
kam und auch jetzt noch, von den zuvor angefiihrten Fillen
abgesehen, die Regel bildet, muss man sich auf irgend eine
Art ein Urtheil dariiber zu verschaffen suchen, welcher von
den statisch moglichen Gleichgewichtszustinden in Wirklichkeit
zn Stande kommt,

Der 'lﬂl’f' der sich hieriiber eine be sstimmte Ansicht bile T(nfp
war der englische Ingenieur Moseley, der im Jahre 1837 das
sogenannte Princip des kleinsten Widerstandes aufstellte
und in derselben Arbeit zugleich zuerst die Stiitzlinie als Hiilfs-
mittel der Untersuchung einfiihrte. Die Arbeit von “(Jarﬂ]ﬂ‘y
wurde von Scheffler ins Deutsche iibersetzt und von diesem
eifrig vertreten. Die ‘r]nwvlm‘q{*h(- Theorie erlangte dadurch
eine grosse \oll:zurunn‘ und hat auch jetzt noch manche An-
hiinger. Es ist daher néthig, dass man sich mit ihr bekannt
macht.

Zmr Zeit Moseley’s galten die Bausteine als starre Kdorper.
Dass auch die Steine elastischer Formiinderungen fihig sind,
die durchaus mit denen der Metalle vor lvlu]-[]]ln]tlmn der
Elasticitiitsgrenze vergleichbar sind, hat man erst spifer ge-
funden. Sah man aber die Steine als starre Korper an und
beachtete man, dass die Mechanik starrer Korper fiir sich
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allein nicht ausreicht, um eine Entscheidung zwischen den als
statisch gleich moglich erkannten Gleichgewichtszustinden zu
treffen, so musste man zu dem Sehlusse kommen, dass die
Mechanik starrer Korper, so wie sie vorlag, noch nicht voll-
stindig sein kénne, sondern einer Hrgiinzung bediirfe. Denn
offenbar kann unter den unendlich vielen statisch moglichen
Gleichgewichtszustiinden immer nur einer in Wirklichkeit auf
treten und es muss daher ein Gesetz geben, nach dem sich
dieser regelt. Diese — scheinbare — Liicke suchte nun Moseley
durch das Prineip des klemnsten Widerstandes auszufiillen. That
sichlich besteht niimlich eine solche Liicke micht, da die den
Steinen zunkommenden elastischen FEigenschaften schon voll
stiindig ausreichen, uwm einen eindeutig bestimmten Gleich
gewichtszustand herbeizufiihren, der von jenem, der nach dem
Moseley'schen batze folgen wiirde, im Allgemeinen vollstiindig
verschieden 1st.

Da die Besprechung der Moseley'schen Ansicht nur noch

ttischen Werth hat,

1

ginen historischen und allenfalls eimen dida

indem sie vor einem allerdings nahe liegenden Fehlschlusse
warnt, beschriinke ich mich hier anf die Erdrterung der wich-
tigsten Anwendung, die sie gefunden hat, nimlich auf die
Entscheidung zwischen den verschiedenen moglichen Gleich-
gewichtszustinden eines Gewdlbes. Das Gewilbe wird auf
einem Lehrgeriiste ausgefiihrt, das anfiinglich die ganze Last
allein aufnimmt. Wenn nachher das Gewdlbe ausgeriistet, also
seiner friitheren Unterstiitzung beraubt wird, ,sucht® es herab-
zgufallen. Daran wird es nun durch die Unterstiitzung an den
Widerlagern in Verbindung mit den passend angeordneten
Fugenrichtungen verhindert. Denkt man sich die Ausriistung
allmihlig vorgemommen, so dass ein allmiihlich wachsender

Theil der Last auf das Gewélbe selbst entfillt, so wird auch

der Horizontalschub des Grewiélbes allméhlich ansteigen. Moseley
schloss nun, dass dieses Anwachsen gerade nur so lange an
dauere, bis der Horizontalschub gross genug geworden sei, um
das Gewdlbe zu befiihigen, die Last allein aufzunehmen. Hier-

nach wiirde nach Beendigung des Ausriistens die Stiitzlinie
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des kleinsten Horizontalschubes (der Horizontalschub ist
Ih'l{h |§|~1 1"lllJHI'l{*'

in diesem Falle der kleinste » Widersta,
schen Auffassung) aufgetreten sein :mt] diese wiirde nach Mose ley
auch weiterhin bestehen bleiben,

Die Stiitzlinie des kleinsten Horizontalsechubs st natiirlich,
wie bei allen Seilcurven, jene, die die méoglichst grosse _I’iml-
hohe hat. Bei den gewbhnlich — wenigstens damals gewihn
lich — vorkommenden Gewilbequerschnitten geht sie durch
den tiefsten Punkt jeder Kiampfe rfuge und den héchsten Punkt
der Scheitelfuge. Jedenfalls beriihrt sie aber sowohl die obere
als die untere Begrenzungslinie des Grewdlbequerschnitts.

Als man darauf aufmerksam wurde, dass bei dieser Druek-
linie die Kantenpressung an den bezeichneten Stellen, sofern
man auf die Zugfestigkeit des Mértels nicht rechnen darf]
unendlich gross wiirde, #inderte man unter Beibehaltung
derselben Schlussweise im Uebricen — die Betrachtung dahin
ab, dass die Drucklinie von jenen Punkten cerade nur so weit
abriicke, als es die Riicksicht auf die Festigkeit des Materials
erfordere. In dieser Form wird die Moseley-Scheffler'sche Theorie
heute noch vielfach als richtig angesehen. Man nimmt also an,
dass unter allen ,Gleichgewichtsdrucklinien* in dem frither lrv-

sprochenen Sinne die am steilsten verlaufende und daher dem

kleinsten Horizontalschube entsprechende die richtige sei.
Freilich ist nun keineswegs einzusechen, wesshalb dieser

Vorgang des Abriickens der Stiitzlinie von den zunichst am

Kanten gerade nur so lange andauern soll,

E:

melsten gefihr
als es der Festigkeit oder gar der schitzungsweise als A E
lissig® angesehenen Beanspruchung des Materials entspricht.
Wenn man sich zu dieser Aenderung der urspriinglichen Be-
trachtung, die zu einer unendlich grossen Kantenpressung
fiithrte, einmal entschloss, hitte man weiter gehen, nimlich aof
die Griinde eingehen miissen, die dieses _‘Hu'w:ken bedingen.
Man musste dann zu der Einsicht gelangen, dass es die ela-
stische Nachgiebigkeit des Materials ist. die zu der Abiinderung
des urspriinglich in Aussicht genommenen Gleichgewichtszn

standes fithrt und dass daher [h: elastischen Eigenschaften den
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entscheidenden und ausreichenden Bestimmungsgrund fiir die
Ausbildung des endgiiltigen Gleichgewichtszustandes abgeben.

Auf die Betrachtung dieser Forménderungen ging spiiter
Culmann niher ein. Dabei vernachlissigte er aber immer noch
die elastische Nachgiebigkeit der Wilbsteine und achtete nur
auf die Zusammendriickbarkeit des bald nach der Ausriistung
noch als ziemlich weich angesehenen Mirtels in den Fugen
Er schloss, dass die Drucklinie des kleinsten Horizontalschubs,
von der er zuniichst ausging, zu einer sehr starken Zusammen-
driickung und zu einem Ausweichen des Mértels an den meist
beanspruchten Stellen fithren miisse. Sobald der Mortel an
diesen Stellen nachgibt, kommen auch die anderen Stellen der
Fuge zur Lastiibertragung und die Drucklinie riickt weiter ins
Innere des Gewdlbequerschnitts, Indem er sich diesen Vorgang
in derselben Weise weiter fortgesetzt dachte, gelangte er zu
der Ansicht, dass sich schliesslich der giinstigste Gleichgewichts-

zustand einstelle, némlich jener, bei dem die Kantenpressung
an den gefihrdetsten Stellen den moglichst kleinen Werth
annehme. Diese Culmann’sche Theorie der gilinstigsten
Drucklinie zihlte lange Zeit hindurch die meisten Anhinger.
Sie unterscheidet sich in ihren Ergebnissen iibrigens auch nur
wenig von der heute meist als zutreffend angesehenen, die von
der Betrachtung des Gewilbes als eines elastischen Bogens
ausgeht und die im nichsten Paragraphen niiher besprochen
werden soll.

i Vorher sei indessen noch darauf hingewiesen, dass bei

, der Culmann’schen Betrachtung — ebenso wie bei der nachher
folgenden — vollkommen unverriickbare Widerlager voraus-

gesetzt wurden. Hs kann kein Zweifel dariiber bestehen, dass
ein merkliches Nachgeben der Widerlager wieder eine An-
niherung der Stiitzlinie an jene des kleinsten Horizontal-
schubes bewirkt, denn ein starkes Nachgeben miisste, wie aus
rein geometrischen Griinden folgt, zu einem Oeffnen der Fugen
(im Scheitel nach innen, am Kimpfer nach aussen hin) und

damit zu einem Abriicken des Druckmittelpunktes nach der

entgegengesetzten Kante hin filhren. Wenn die Widerlags-
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mauern sehr stark, das Gewdlbe selbst im Vergleiche dazu sehr
schwach zusammendriickbar wiren, wiirde die Culmann’sche
Betrachtung ebenfalls zu dem Schlusse fiihren, dass sich die
Stiitzlinie nicht viel von der des kleinsten Horizontalschubes
unterscheiden konne. Bei einer sorgfiiltic durchdachten und
gut ausgefithrten Construction liegt aber zu einem so ver-
schiedenen Verhalten der Widerlagsmauern und des Walh-
bogens kein Grund vor. Gewohnlich kénnen die Widerlager
einfach als Fortsetzungen des Gewélbes bis zum Fundamente
hin angesehen werden und was hier zuniichst von dem Walb
bogen selbst gesagt wird, lisst sich dann sofort auch auf die
aus 1thm und den Widerlagsmanern bestehende ganze Con-

struetion sinngemiss {ibertragen.

§ DY. Die Elasticititstheorie des Tonnengewolbes.

Die Mauersteine gehorchen zwar nicht genan dem Hooke'-
schen Gesetze von der Verhiiltnissgleichheit der elastischen
Form#inderungen mit den Spannungen, ebensowenig der (fement-
Beton, aus dem man in neuerer Zeit hiiufig crosse Gewdlbe
herstellt. Immerhin sind bis zu den als zuliissig angesehenen
und daher in Aussicht zu nehmenden Spannungen die Ab-
weichungen nicht sehr erheblich. Man darf es daher als eine
recht gute Anniiherung an das wirkliche Verhalten betrachten.
wenn man die Theorie der Gewdlbe auf die allgemeinen Lehr-
sitze der gewdhnlichen Elasticititstheorie stiitzt. In der That
haben auch Versuche, die vor einigen Jahren von dem Oester
reichischen Ing.- und Arch.-Vereine in grossem Maassstabe ver-
anlasst wurden, eine hefriedigende Uebereinstimmung zwischen
dem thatsichlich beobachteten und dem auf Grund der Ela-
sticitiitstheorie berechneten Verhalten der Gewdlbe eroehen.

Um nicht zu weitliufig werden zu miissen, beziehe ich
mich hier auf die im dritten Bande auseinandercesetzten Lehren
und zwar werde ich mich dabei des Castigliano’schen Satzes
bedienen, wonach die statisch unbestimmten Grossen einer
Construction solche Werthe annehmen, die die Forménderungs-




408 Siebenter Abschnitt. Theorie der Gewiilbe u. der durchlauf. Triizer,

arbeit zu einem Minimum machen. Es wird sich also vor
Allem darum handeln, einen Ausdruck fiir die elastische Form-
inderungsarbeit 4 aufzustellen, die in dem elastischen Bogen,
als den wir das Gewdlbe ansehen diirfen, in Folge der in ihm
auftretenden Spannungen und Forminderungen aufgespeichert
ist. Dabel mag in erster Linie angenommen werden, dass die
Widerlager als vollkommen starr und unbeweglich angesehen
werden diirfen, so dass auf sie keine Formiinderungsarbeit
entfiillt. Dagegen steht es spiaterhin auch frei, dieselbe Be-
trachtung auf die ganze Construction mit Einschluss der Wider-
lagsmauern auszudehnen, wobei diese als Fortsetzungen des
Gewdlbes bis zur Fundamentsohle hin anzusehen sind.

Fir irgend einen normal zur Wialbmittellinie gezogenen
l'ngenschnitt sei der Fugendruck mit R, der Abstand des
Druckmittelpunktes von der Fugenmitte mit « bezeichnet. Die
Forminderungsarbeit 4.4 in einem (Gewdlbeelemente, das zum
Bogenelemente s der Walbmittellinie gehért, setzt sich dann
aus zwel (tliedern zusammen, von denen das erste dem cen
trisech angebracht gedachten Drucke [, das andere dem Bie-
gungsmomente M = Fu entspricht. Hierbei wird vorausgesetat,
dass die ganze Fuge an der Druckiibertragung betheiligt sei.
Bei jenen Gewdlben, fiir die man genauere Rechnungen dieser
Art durchfiihrt und auf deren Grund die Gestalt und Stirke
des Gewdlbes bemisst, trifft dies auch stets zu. Fiir d.4 hat
man dann nach den Lehren des dritten Bandes

R e

s BRPY T 250 ds.

Hierin bedeutet F' die Fugenfliche, die auch gleich der Fugen-
linge f' gesetzt werden kann, da die senkrecht zum Gewdlbe-
querschnitte stehende Linge der Fuge gleich der Lingeneinheit
ist. Unter @ ist das Trigheitsmoment der Fugenfliche oder

;_, und unter F der KElasticititsmodul des Wolbmaterials zu
verstehen. Im Ganzen wird daher die Forminderungsarbeit

1 -.Ilagi : |_th{ B
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wobei sich das Integral auf die ganze Bogenliinge (eventuell
mit Kinschluss der Widerlager) zu erstrecken hat.
Die Werthe von B und M sind an jeder Stelle von der

Stiitzlinie abhiingig, die man ins Auge fasst. TFiir jede Stiitz

linie liisst sich 4 berechnen und der Castigliano’sche Satz lehrt,
dass jene Stiitzlinie wirklich zur Geltung kommt, fiir die 4 zu
emmem Minimum wird. Wir wissen ferner, dass jede Stiitzlinie
von drei Bestimmungsstiicken abhiingio ist, also z B. von
Grosse, Lage und Richtung irgend eines Fugendruckes. Denkt
man sich diese Bestimmungsstiicke auf irgend eine Art aus-
gewiihlt, so konmen alle R und M in ihnen ausgedriickt werden.
Der Ausdruck fiir die Forminderungsarbeit A Iiisst sich dann
vollstindig auswerthen, bis auf die drei zuniichst willkiirlich
bleibenden Bestimmungsstiicke, die als die statisch unbestimmten
Griossen des Problems anzusehen sind. Man differentiirt nun
A partiell nach jeder dieser drei Grossen und setzt die Diffe-
rentialquotienten gleich Null. Damit erhilt man drei Glei-
chungen, deren Auflésung die drei statisch unbestimmten
Grissen liefert, womit der zu erwartende Gleichgewichtszustand
des Gewiélbes vollstindig bekannt wird.

Hiermit ist das Verfahren im Allgemeinen umschrieben.
Auf die ausfiihrliche Ausrechnung brauche ich mich hier nicht
einzulassen; es geniigt vielmehr, im Anschlusse an das Voraus-
gehende die Ableitung eines wenigstens niiherungweise zu-
treffenden Satzes zu geben, der von Winkler aufgestellt wurde
und der einen raschen Ueberblick dariiber gestattet, welche
otiitzlinie ungefihr zu erwarten ist.

Das erste Glied in dem Ausdrucke fiir A4 #ndert sich
némlich von einer Stiitzlinie zur anderen verhiltnissmiissie nur
wenig. Fiir alle Stiitzlinien, die hierbei iiberhaupt in Frage
kommen konnen, weichen die zu gegeben Fugen gehorigen
Fugendriicke R nicht allzuviel von einander ab. Anders ist
es dagegen mit dem zweiten Gliede, da die Abstinde u der
Druckmittelpunkte von den Fugenmitten und hiermit die
Momente M bei verschiedemen Stiitzlinien sehr verschieden
ausfallen. Dabei ist das zweite Glied, wie man aus dem Aus-
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drucke M = Fw erkennt, der Grosse nach im Allgemeinen
durchaus mit dem ersten vergleichbar. Nur bei jenen Stiitz-
[[lliE'Jl: die etwa iiberall sehr nahe an der Mittellinie verlaufen,
wird das zweite Glied klein gegeniiber dem ersten. Sehen

1
I
)

wir aber von diesem Falle vorliufig ab, so wird 4 besonders
dadurch verkleinert werden konnen, dass man das stark ver
anderliche zweite Glied moglichst klein macht. wihrend man
das wenig veriinderliche erste Glied fiir eine erste Anniiherung
unbeachtet lassen kann. Bel der als wahrscheinlich in Aus
sicht zu nehmenden Stiitzlinie wird daher der Ansdruck

’ M*
-— (S
73

Anstatt M — Ru zu setzen, wie es vorher geschehen war,

(]

zu emem Minimum werden.

kann man sich von der Fugenmitte aus eine Strecke 2 in
lothrechter Richtung bis zur Richtungslinie von R gezogen

denken und £ im Endpunkte von z in eine horizontale und

eme vertikale Componente zerlegen. Die horizontale Compo-
nente 1st der econstante Horizontalschub H des Gewilbes und

deren Moment ist gleich Hz, wihrend das Moment der Vertikal

componente in Bezug auf den Fugenmittelpunkt verschwindet.
Man hat daher auch M = Hz und der Ausdruck. der zu einem

Minimum werden soll, geht iiber in

2] / ‘j{f ds.

Auch der Horizontalschub H zeigt bei den verschiedenen
Stiitzlinien, die mit einander zu vergleichen sind, keine oTOSSer
Abweichungen, wihrend der zweite Faktor des Produkts stark
veriinderlich ist. Nimmt man iiberdies an, dass die Wolbstirke
[ constant sei, so wird demnach ungefiihr jene Stiitzlinie zu
Stande kommen, fiir die

},5""'{!'-\'

den moglichst kleinen Werth annimmt. Dieser Ausdruck hat
aber eine einfache Bedeutung: er stellt die Summe der Quadrate
der in lothrechter Richtung gemessenen Abweichungen zwischen
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Bogenmittellinie und Stiitzlinie dar und kann geradezu als ein
Maass filr die gesammte Abweichung zwischen beiden Linien
betrachtet werden. Wir konnen demmach mit Winkler den
Satz aussprechen, dass unter den angegebenen Voraussetzungen
jene Stiitzlinie nahezu die richtige ist, die siech der
Bogenmittellinie so eng als moglich anschliesst.

(e

Gewdhnlich nimmt man freilich die Wolbstiirke f nicht
constant an, sondern macht sie im Scheitel am kleinsten und
lisst sie von da aus nach den Kimpfern hin etwas zunehmen,
weil auch der Fugendruck R in dieser Richtung hin zunimmt.
Bezeichnet man die Horizontalprojektion des Bogenelementes ds
mit dx, so nimmt fiir gleiche dz auch ds vom Scheitel nach

den Kdmpfern hin zu. Fiir den Fall, dass sich f* gerade pro-

. . i s - - -
portional mit -—— i#ndert, dass also
s _

'S 8 ds

/ To dx
ist, wenn f, die Scheitelstirke bezeichnet, erhiilt man fiir den
Ausdruck, der zu einem Minimum werden soll,

HE ot s
o /.f.“r{.}'.
Lo

d. h., da H nicht merklich verinderlich und £, constant ist, muss
j,a"'“\{r’a'.'

moglichst klein werden und auch dieses Resultat kann ihnlich
gedeutet werden, wie das vorhergehende.

Wird die Mittellinie des Bogens so gewihlt, dass
sie selbst mit einem zur Belastungsfliche gehirigen
Seilpolygone zusammenfillt, also eine der statisch
moglichen Stiitzlinien darstellt, so kann sieh nach
den vorausgehenden Betrachtungen die wahre Stiitz-
linie nicht viel von der Mittellinie entfernen. Fiir die

Mittellinie selbst als Stiitzlinie wird nimlich |2*ds oder auch

Y,

].z"‘u’;.: zo. Null und daher zu einem Minimum, da sich beide

Integrale aus lauter positiven Gliedern zusammensetzen und
daher niemals negativ werden kénnen. Man darf daraus nun
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freilich nicht sehliessen, dass die wahre Stiitzlinie unter den
bezeichneten Umstinden genau mit der Mittellinie zusammen-
falle. Bei den in niichster Nihe der Mittellinie verlaufenden
Stiitzlinien wird néimlich das zweite Glied in dem Ausdrucke

ftir die Formiinderungsarbeit

C]

o= ’”;

or ] \f

iiberhaupt sehr klein und es kommt dann wesentlich auf die,
wenn auch an sich nicht sehr erheblichen, Aenderungen des
alsdann viel grosseren ersten Gliedes an. Man kann auch leicht
sagen, in welchem Sinne eine Abweichung der wahren Stiitzlinie
von der Mittellinie in diesem Falle zu erwarten ist. Je steiler
niamlich die Stiitzlinie verliuft, um so kleiner wird der Horizontal-
schub H und mit ihm auch jedes R. Die Abweichung wird
also nach der Richtung der Drucklinie des kleinsten Horizontal
schubs hin erfolgen. Sehr gross kann aber diese Abweichung
andererseits niemals werden, weil sich sonst sofort ein starkes
Anwachsen des zweiten Gliedes i dem Ausdrucke fiir A4
herausstellen miisste, das weit mehr aunsmachte, als die Ver-
kleinerung, deren das erste Glied fihig ist.

Diese Betrachtung liefert das fiir die praktische
Beurtheilung des Gewdlbegleichgewichts sehr werth-
volle Resultat, dass die elastischen Forméinderungen
des Gewdlbes in Folge der Belastung die Stiitzlinie
so verschieben, dass sie sich ziemlich eng an die
Mittellinie anschliesst, so weit dies durch die Gestalt
des Gewdlbes ermdéglicht ist. Zugleich lehrt sie, dass
es vortheilhaft ist, die Gestalt der Wolbmittellinie,
deren Wahl dem Constructeur hiufig frei steht, so zu
bestimmen, dass sie mit einer Seilcurve fiir die Be-

lastungsfliche zusammenfillt.

§ 60. Vereinfachte Berechnung der Gewdlbe.
Die genauere Berechnung der Gewdlbe anf Grund der
Elasticitiitstheorie, die vorher nur in allgemeinen Umrissen
beschrieben wurde, macht ziemlich viel Mithe und lohnt sich

o 5 S A et ey
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nur bei besonders grossen und wichtigen Ausfithrungen. Da
man aber bei diesen jetzt meist Gelenke einschaltet, wird sie
auch hier in der Regel enthehrlich. Bei kleineren Ausfiihrungen
macht man das Gewdlbe lieber etwas stiirker, als eigentlich
nothig wire und behilft sich dafiir bei der Stabilitiitsunter-
suchung mit einer vereinfachten Berechnung. Man kann es
auf Grund der zahlreichen Erfahrungen, die in dieser Hinsicht
vorliegen, als verbiiret betrachten, dass ein Gewdlbe, das den
iiblichen Vorschriften geniigt, hinreichend sicher ist.

Wenn ein Gewdlbequerschnitt sammt Belastungsfliiche ge-

tohs
= :

geben 1st, zeichnet man zuniichst eine Stiitzlinie, die durch die
Mitten der Scheitelfuge und der heiden Kimpferfugen geht.
Hierauf itberzeugt man sich, ob diese willkiirlich cewiihlte Stiitz-
linie nieht nur fiberall innerhalb des Gewdlbequerschnitts verliuft,
sondern ob sie sich auch keiner Kante um mehr als bis anf
ein Drittel der betreffenden Fugenliinge nithert. Dies sieht man
nimlich als néthig an, theils um einen gewissen Ueberschuss
an Sicherheit zu erlangen, theils um eine Zugbeanspruchung
des Mortels und ein bei dessen Versagen zu befiirchtendes Auf-
klaffen der Fuge zu verhiiten. Hierauf berechnet man nach

den frither gegebenen Formeln die grisste auftretende Kanten-

pressung und vergleicht sie mit der als zulissig zn betrachtenden
Druckbeanspruchung des Materials. Wird diese nirgends iiber
schritten und ist die vorher genannte Bedingung erfiillt, so
betrachtet man das Gewdlbe an sich als vollkommen sicher.

Frgibt sich bei dieser Berechnung, dass die Kantenpressung
itherall erheblich Kkleiner bleibt, als die zulissige Material
beanspruchung, so schliesst man, dass das Gewdlbe unnéthig
stark ist und hiilt eine Verkleinerung der Wilbstirke fiir an-
gezeigt. Findet man umgekehrt, dass die zuerst gezeichnete
Stiitzlinie nicht iiberall innerhalb des mittleren Fugendrittels
verliuft, so kann man, namentlich fiir den Fall einer un
symmetrischen Belastung, zunichs versuchen, ob sich die
Stiitzlinie durch eine Aenderung in der Annahme der Druck-

mittelpunkte in Scheitel- und Kimpferfugen so verschieben

lisst, dass sie nachher iiberall innerhalb des mittleren Drittels
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bleibt. Liisst sich dies erreichen und wird die Kantenpressung

fiir die neu gezeichnete Stiitzlinie nicht zu gross, so ist das

Gewdlbe immer noch als hinreichend sicher fiir die gegebene
Belastung anzusehen. Im anderen Falle muss man entweder
die zuerst in Aussicht genommene Gewdlbeform entsprechend
abindern oder die Walbstirken vergrossern, bis den gegebenen
Vorschriften geniigt ist.

Hiermit ist die Untersuchung aber noch nicht abgeschlossen.
Man muss nun auch noch die Druckiibertragung in den Pfeilern
oder Widerlagsmauern verfolgen, am einfachsten, indem man
die Stiitz

setzung des Kimpferdruckes des Gewdlbes mit den Mauer-

inien in diese hinein fortfiihrt (durch Zunsammen-

gewichten des Widerlagers). Auf diese Weise gelangt man ent-
weder unten zu ausgedehnten Manermassen, deren Standsicherheit
ohne Weiteres feststeht oder zur Fundamentsohle. Der Druck
auf die Fundamentsohle wird ebenfalls berechnet und mit der
zulissigen Belastung des Baugrundes, die gewdhnlich durch
baupolizeiliche Bestimmungen vorgeschrieben ist, verglichen.
Ausserdem ist noch auf die verschiedenen Belastungsarten
zu achten, die bei dem fertigen Bauwerke vorkommen kénnen.
Man hat den Nachweis zn fiihren, dass fir jede Belastungs-
weise, die als moglich in Aussicht zu nehmen ist, die vorher
besprochenen Bedingungen erfiillt sind. Freilich ist, wie ich
schon frither bemerkte, die Verkehrslast gewshnlich nicht sehr

renlast des Gewdlbes und seiner

erheblich gegentiber der Kige

Uebermauerung oder Ueberschiittung. Daher geniigt es in der
Regel, ausser der grissten Belastung, die das Gewilbe zu
tragen hat, nur noch jenen Belastungsfall ins Auge zu fassen,
bei dem die eine Gewdlbehilfte moglichst viel, die andere
moglichst wenig belastet ist.

Einige Beispiele fiir die Ausfiihrung der Berechnung findet
man unter den Aufgaben.
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§ 61. Die Euppelgewdlbe.

Die Kuppel unterscheidet sich in ihrem statischen Ver-
halten von dem Tonnengewtlbe wesentlich dadurch, dass ausser
den Fugenpressungen in den Lagerfugen, deren Angriffspunkte
im Gewdlbequerschnitte in ihrer Aufeinanderfolge die Stiitzlinie
bilden, auch noch Fugenpressungen in den Meridianschnitten
vorkommen. Friiher suchte man zwar die Theorie der Kuppel-
gewolbe dadurch auf die Theorie der Tonnengewdlbe zurtick
zufithren, dass man einen zwischen zwel unendlich benach-
barten Meridianschnitten liegenden Kuppelsektor mit einem
Abschnitte eines Tonnengewilbes verglich. Man nahm hierbei
keine Riicksicht auf die Fugenpressungen in den Meridian-

e voraus,

schnitten (oder in den ,Stossfugen®), setzte dag
dass im Scheitel ein Horizontalschub auftrete, wie bei einem
Tonnengewolbe. Dies war aber, wie Moseley zuerst zeigte,
irrig.  Endet ndmlich zuniichst das Kuppelgewilbe oben in
einen Nabelring, so fehlt dem Kuppelsektor am oberen Ende
tiberhaupt jede Stiitzung und er miisste nothwendig herabfallen,
wenn er fiir sich allein ausgefiihrt wiire. Man erkennt hieraus
schon, dass die Fugenpressungen in den Meridianschnitten
zwischen den benachbarten Kuppelsektoren im Gegensatze zum
Tonnengewdlbe emne sehr wesentliche Rolle spielen und zur
Aufrechterhaltung des Gleichgewichts durchaus unentbehr-
lich sind.

Aber auch wenn das Kuppelgewtlbe oben geschlossen ist,
kann kein Horizontalschub am oberen Ende des Kuppelsektors
auftreten. Der Kuppelsektor endet namlich 1m Scheitel in
einer Kante oder, wie wir auch sagen konnen, in einer Fliche,
deren Inhalt gleich Null ist. Da unendlich grosse speecifische
Spannungen nicht ibertragen werden konnen, wird mit dem
Fliicheninhalte Null auch der in dieser Fliche iibertragene
Druck zu Null. Auf die Uebertragung eines Horizontalschubs
im  Scheitel des ﬂ1.‘l}1|_j|_=f:-'t'E\'T'|J]':&, der dessen Gleichgewicht m

te ]

ahnlicher Weise wie bei einem Tonnengewdlbe anfrecht erhalten
kinnte, ist daher in keinem Falle zu rechnen.
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Dageoen setzen sich die in je zwei entsprechenden Flichen

theilen beider Meridianschnitte iibertragenen Stosstugendriicke

zu einer horizontalen Resultirenden zusammen, die der Sym-
metrie wegen in die Mittelebene des Kuppelsektors fiillt.
Diese horizontal nach aussen hin gehenden Resultirenden treten

|

hier an die Stelle des Horizontalschubs im Scheitel. Dabei
besteht aber gegeniiber dem Tonnengewdlbe immer noch der
Unterschied, dass sich diese Resultirenden iiber die ganze
Mittelebene des Kuppelsektors nach einem zuniichst un
bekannten Gesetze vertheilen und nicht im Scheitel concen-
trirt sind.

Hieraus folgt auch, dass die Stiitzlinie beim Kuppelgewtihe
g ppelg

keineswegs ein Seilpolygon zu den Lasten des Kuppelsektors

iebig im Gewdlbequerschnitte e

bildet. Vielmehr ist jede he o
zogene Linie als Stiitzlinie statisch moglich, falls nur die in
den Meridianschnitten iibertragenen Ringspannungen (oder
mtosstugendriicke) passend dazu gewihlt werden. Das Gleich-
gewicht im Kuppelgewilbe ist daher unendlichfach statisch
unbestimmt.

Natiirlich gilt auch hier, wie bei den Tonnengewdlhen,
wenn man auf die elastischen Eigenschaften des Wolbmaterials
Riicksicht nimmt, der Satz, dass jener Gleichgewichts-
zustand in Wirklichkeit zun erwarten ist, fiir den die
Forminderungsarbeit zu einem Minimum wird. Dies
wird nahezu jener sein, bei dem sich die Stiitzlinie so eng
als moglich an die Mittellinie des Gewdlbequerschnitts an
schliesst. Nun kann sich die Stiitzlinie hier bei Jeder Gestalt
des Gewdlbequerschnitts mit der Mittellinie decken. Man nimmt

also hei der ‘\us.f'fih'rung der Ht.‘l‘f.‘t‘hll'll'l]}_f zunichst die Stiibz-

linie als zusammenfallend mit der Mittellinie an und bestimmt
die aus dieser Annahme folgenden Spannungen in den Meridian
schnitten, die man sich der Gewdlbedicke nach ebenfalls oleich-
tormig vertheilt zu denken hat. Hierbei stellt sich nun bej
den gewdhnlich ausgefiihrten Kuppelformen heraus, dass in
den Meridiansehnitten im oberen Theile _IJ|-41¢_-L".~'.-'E|-r'mﬂ|mgvn.

weiter unten hin dagegen Zugspannungen zu tibertragen wiren,
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um den zuniichst in Aussicht genommenen Gleichgewichts-
zgustand zu verwirklichen.

Der Mértel kann aber grissere Zugspannungen nicht iiher-
tragen und in der That hat man auch bei vielen der be-
rithmtesten Kuppelbauten die Erfahrung gemacht, dass sich in
den unteren Theilen der Kuppel Risse einstellten, die in der
Richtung der Stossfugen (oder der Meridianschnitte) verlaufen.
Um diesem Uebelstande abzuhelfen, hat man gewthnlich nach
triglich eiserne Reifen um die unteren Theile der Kuppel ge-
legt, die diese @hnlich zusammenhalten, wie die Reifen ein
Fass. Man erreichte dadurch, dass nun in der That in den
Meridianschnitten Zugspannungen {ibertragen werden konnten,
zwar nicht mehr im Mauerwerke selbst, sondern in den eisernen
Reifen, die dafiir eintraten.

Will man, dass das Gleichgewicht der Kuppel auch ohne
eine Verstiirkung durch Hisenringe gesichert sei, so muss man
von jJener dtelle ab, wo sonst die Zugspannungen einsetzen
wiirden, die Stiitzlinie nach abwiirts ohne Heranziehung der Ring-
spannungen fortsetzen. Im unteren Theile ist dann die Stiitz-
linie wieder ein Seilpolygon zu den Lasten des Kuppelsektors.
Sie ist ferner auch in die Widerlagsmauern der Kuppel hinein
fortzusetzen. Entspricht die in dieser Weise ermittelte Stiitz
linie tiberall denselben Forderungen, wie sie schon beim Tonnen
gewdlbe erhoben wurden, so kann das Gleichgewicht der Con-
struction auch ohne Zuhiilfenahme einer Verstirkung durch
Fisenringe als gesichert gelten.

Bei allen diesen Betrachtungen wird vorausgesetzt, dass
die Kuppel einen Rotationskirper bilde und dass anch die
Lasten, die sie zu tragen bestimmt ist, symmetrisch um die
Rotationsaxe herum vertheilt seien. Fiir andere Belastungs-
fille, etwa filr den, dass die eine Hiilfte der Kuppel stirker
belastet ist, als die andere, hat man bisher, soweit mir bekannt

15t, keine Theorie aufgestellt. Diese miisste auch jedenfalls

T
[}

viel verwickelter und schwieriger sein, als fiir den Fall der

symmetrischen Belastung.
In Abb. 152 ist die vorher besprochene Construction fiir

Fioppl, Graphische Statik. 24
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eine oben geschlossene Kuppel durchgefiihrt, die nur ihr eigenes

(rewicht zu tragen bestimmt ist. Der Kuppelquerschnitt wurde

durch Fugen, die rechtwinklic zur Mittellinie gezooen sind

tind

deren lings der Mittellinie gemessenen Abstinde

leich

t.. Die zu

o
=

gross gewihlt wurden, in acht Abschnitte eingethei

diesen Abschnitten ogehiricen Gewichte im I\'ll]

pe m‘t,‘jiif}nl' Yer-
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halten sich zu einander wie die Produkte aus den mittleren
Wélbstiirken und den Entfernungen der Schwerpunkte von der
Kuppelaxe. Das dem Abschnitte D entsprechende Gewicht
wurde 1m Krifteplane durch die mittlere Wolbstirke dieses
Abschnitts dargestellt. Um die Gewichte der iibrigen Ab-
schnitte im gleichen Maassstabe auftragen zu konnen, mussten
deren mittlere Wolbstiirken im Verhiiltnisse der Schwerpunkts-
abstinde zum Schwerpunktsabstande des fiinffen Abschnitts
verkleinert oder vergrissert werden. Dies 1st 1m unteren
Theile der Figur, der keiner weiteren Erliuterung bedarf, aus
geftihrt worden.

Die Linien 1, 2 u. s. £ 1m Kuppelquerschnitte sind durch
die Bchwerpunkte der betreffenden Abschnitte des Kuppelsektors
zu ziehen, die etwas weiter nach aussen hin liegen, als die
Schwerpunkte der zugehtrigen Abschnitte des Kuppelquerschnitts.
[ndessen macht sich der Unterschied nur bei den oberen Ab-
schnitten stirker bemerklich; bei den tiefer liegenden ist er
unerheblich.

Im oberen Theile soll die Stiitzlinie mit der Mittellinie
zusammenfallen. Ferner kann angenommen werden, dass sich
die Ringspannungen innerhalb jedes Abschnitts gleichformig
iiber die Fliche vertheilen. Die in der Mittelebene des Kuppel-
sektors - liegende Resultirende der in den beiden Meridian-
schnitten fiibertragenen Ringspannungen ist daher durch den
Schwerpunkt des zugehirigen Querschnittstheiles horizontal
nach aussen hin zu ziehen. Der Schnittpunkt dieser Resul-
tirenden fiir den obersten Abschnitt mit der Richtungslinie des
Gewichtes 1 ist mit der Mitte der nichsten Lagerfuge zu ver-
binden. Die Verbindungslinie gibt die Richtung des zugehdrigen
Fugendruckes an. Da das Gewicht 1 bekannt ist, liefert das

Dreieck, dessen Hypotenuse Oa, und dessen vertikale Kathete 1
ist, im Krifteplane sofort die Grosse des Fugendrucks und die
Resultirende aus den Ringspannungen.

Dann geht man zum Abschnitte 2 iiber, setzt dessen Ge-
wicht mit dem von oben kommenden Lagerfugendrucke zu-
sammen, ermittelt den Schmittpunkt der Resultirenden mit der

353
=i
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Resultirenden der Ringspannungen fiir diesen Abschnitt (in der

Abbildung gehen die Richtungslinien der drei Kriifte zufillig
tast genau durch einen Punkt) und verbindet den Schnittpunkt
mit der nichstfolgenden Fugenmitte. Dadurch werden die
Richtungen aller am Abschnitte 2 angreifenden Kriifte bekannt.
Auch die Grdssen der beiden bis dahin noch unbekannten
folgen ohne Weiteres aus dem Kriifteplane, Der Fugendruck
auf die untere Fuge wird dureh die Strecke Ua,, die Resul-
tirende aus den Ringspannungen durch die horizontale Com-
ponente der Strecke a, iy angegeben. In derselben Weise sotzt
man die Construction weiter nach unten hin fort,

Wenn man zum fiinften Abschnitte gelangt ist, bemerkt
man, dass die Resultirende aus den Ringspannungen, die durch

den horizontalen Abstand von @, und a; 1m Krifteplane dar

gestellt wird, nur noch sehr klein ist. Beim sechsten Ab-
schnitte wiirde diese Resultirende negativ {(nach innen zu oe
richtet) werden, d. h. es miissten Zugspannungen in den Meridian
schnitten auftreten, wenn man die Stiitzlinie hier immer noch
mit der Mittellinie zusammenfallen lassen wollte, Wiy nehmen
daher an, dass im sechsten, siebenten mnd achten Abschnitte
iiberhaupt keine Ringspannungen mehr auftreten und =etzen
nur jedesmal den von oben her kommenden Fugendruck mit
dem Gewichte des Abschnitts zusammen. Hierdurch erhilt
man den unteren Theil der Stiitzlinie, auf dessen Gestalt os
vorwlegend ankommt.

Sitzt die Kuppel auf einer Mauertrommel, so ist die
Stiitzlinie in diese hinein fortzusefzen, indem man den von der
Kuppel herriihrenden Fugendruck mit dem Gewichte des
Trommelsektors zusammensetzt, Zu  dessen Darstellung im
Kriifteplane ist natiirlich von derselben Construction (xebrauch
zu machen, die schon bei den Kuppelabschnitten verwendet
wurde. Ringspannungen sind in der Mauertrommel ausser An-
satz zn lassen.

Will man ferner durch Umlegen von eisernen Reifen ver-
meiden, dass die Trommel durch einen Horizontalschub der

Kuppel beansprucht wird, so ist die Grisse der Krifte, die

e
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von den Eisenreifen aufzunehmen sind, ebenfalls aus dem

Kriifteplane zu entnehmen. Man setzt dann die Stiitzlinie auch

im unteren' Theile lings der Mittellinie fort, wozu die Punkte
g, a7 und ag im Kriifteplane gehiren. Die horizontalen Com
ponenten der Strecken asas, asa; und azas geben nach einer
sofort vorzunehmenden einfachen Umrechnung die von den
Eisenreifen aufzunehmenden Ringspannungen an.

Fiir diese Umrechnung nehme man an, dass der Winkel
zwischen den beiden Meridianebenen, die den betrachteten

]

Kuppelsektor begrenzen, de sei. Die Liinge eines Abschnittes
der Mittellinie zwischen zwei aufeinanderfolgenden Fugen in
der natiirlichen Grisse gemessen sei l, der Hrh\rm-lptmlci'ml_mt:m|_l

des fiinften Abschnittes von der Kuppelaxe s, der Maassstab

der Zeichnung und das Gewicht der Raumeinheit des Mauer

M

werks 7. Dann sind die Gewichte im Kyifteplane so auf-

getragen, dass die Lingeneinheit ein Mauervolumen nisde und
daher eine Kraft von der Grisse nisyde vorstellt. Nun gibt

o

die Strecke a;a; die Resultirende der zum sichenten Abschnitte
gehorigen Ringspannungen in diesem Maassstabe an. Die Ring
spannungen selbst stehen senkrecht zu den beiden Meridian:
ebenen, die den Kuppelsektor begrenzen und bilden einen Winkel
mit einander, der um de¢ von einem Gestreckten abweicht.

[hre Resultirende ist gleich der Grisse von einer von ihnen,

multiplicirt mit da. Umgekehrt wird daher die in einem Theile
des Meridianschnitts {ihertragene Ringspannung aus jener Re-
sultirenden durch Streichen des Faktors de gefunden. Hiernach
bedeutet die Liingeneinheit der Strecke a;a; im Kriifteplane
eine von den Eisenreifen aufzunehmende Ringspannung von

der Grosse nisy. Wiire also z. B. @;a; gleich 1 em oder 0,01 m,

der Maassstab der Zeichnung 1 :n gleich 1:100, [ = 2 m,
s = 9m und das Gewicht von 1 m? Mauerwerk gleich 2000 kg,

so wiirde die Ringspannung im siebenten Abschnitte gleich
100 - 0,01 - 2. 9. 2000 oder gleich 36000 kg zu setzen sein.
Aehnlich ist auch bei allen anderen Umrechnungen zu ver-

fahren, z. B. wenn man die Knotenpressungen in einer Fuge




422 Siebenter Abschnitt. Theorie der Gewdlbe u. der durchlauf Triger

ermitteln will. Der zunichst einzufithrende Faktor de hebt
sich dann jedesmal wieder heraus.

Bei diesem Beispiele wurde vorausgesetzt, dass die Kuppel
nur ihr eigenes Gewicht zu tragen habe. Kommt noch eine
Belastungsfliiche hinzu, so erhthen sich die Gewichte der
einzelnen Abschnitte entsprechend, wiithrend das Verfahren im
Uebrioen genau so beizubehalten ist.

Auch dann iibrigens, wenn die Kuppel thatsiichlich nur

ihre Higenlast aufnehmen soll, thut man, wie Autenrieth in

einer Besprechung des vorher geschilderten Verfal

g rens ganz
zutretfend hervorgehoben hat, besser daran, sie unter der Vor-
aussetzung zu berechnen, dass ihr iiberdies noch eine passend
gewithlte fremde Last (in symmetrischer Vertheilung um die
Kuppelaxe) aufgebiirdet sei. Im anderen Falle wiirde nimlich
Jeder Maassstab fiir die Bemessung der erforderlichen Wilb-
stirke fehlen. Macht man nimlich die Kuppel schwiicher
(namentlich in ihrem oberen Theile), so vermindern sich die
Lasten in demselben Maasse wie die Fugenflichen und die

Beanspruchung des Materials bleibt dieselbe. Mit Riicksicht

auf zufillige Umstiinde, die eine andere Art der Belastung
herbeiftihren kionnten, ist aber die Kuppel mit griosserer Wolh-
stiirke trotzdem als sicherer zu betrachten, als die mit schwiicherer
Wélbstirke. Man triigt dem am besten durch Annahme einer
etwa gleichférmig vertheilten zufilligen Belastung Rechnung:.
Dann ergibt sich, wie gross die Waolbstiirke etwa im Scheitel
za wihlen ist, damit die Druckbeanspruchung des Materials
o im Scheitel er

]

nicht zu gross ausfillt. — Die Beanspruchun
gibt sich tibrigens aus der horizontalen Componente von Oa,
in derselben Weise wie vorher, da im Scheitel nur die Span-
nungen in den Meridianschnitten in Frage kommen.

Schliesslich bemerke ich noch, dass auch Temperatur

schwankungen von erheblichem Einflusse auf das Verhalten
der Kuppel sein kénnen. Sie werden sich, unter der Voraus-
setzung, dass sich die Temperatur der ganzen Kuppel oleich-
miissig Hndert, zuniichst vorwiegend darin fussern. dass dije

Stelle, von der ab die Stiitzlinie nicht mehr mit der Mittellinie

© s e e e g
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zusammentillt, etwas hinauf oder hinabriickt. Namentlich bei
der Berechnung von eisernen Reifen, die etwa um den unteren
Theil der Kuppel gelegt werden sollen, ist auf die Temperatur-
schwankungen Riicksicht zu nehmen, da der Ausdehnungs-
coefficient des Eisens von dem des Mauerwerks verschieden
ist. Hier ist aber auf diese Dinge nicht weiter Riicksicht zu
nehmen, da es sich fiir uns nur darum handeln kann, die

m

Hauptgrundlagen der Theorie auseinander zu setzen.

§ b2. Die graphische Berechnung der durchlaufenden Triger.

Friither bildete die Theorie der durchlaufenden oder con-
tinuirlichen Triiger eines der wichtigsten und mit besonderer
Ausfiithrlichkeit bearbeiteten Capitel der technischen Mechanik.
Heute hat sie an Bedeutung verloren, theils weil man von der
Ausfiihrung durchlaufender Triiger wegen der Schwierigkeit,
die Hohenlagen der Stiitzpunkte genau einzuhalten und wegen
des Hinflusses ungleicher Temperaturiinderungen mehr ahge-
kommen ist, theils weil die in grisserem Maassstabe ausgefiihrten
durchlaufenden Triiger als Fachwerkbalken construirt und als
solche berechnet werden. Immerhin verdient aber die Theorie
der durchlaufenden vollwandigen Triger in ihren Grundziigen
auch heute noch grosse Beachtung, da man immer noch hiiufig
genug (elegenheit hat, von ihr Gebrauch zu machen.

Die analytische Berechnung der durchlaufenden Triiger
bespreche ich in der Festigkeitslehre; ich verweise wegen ihr
auf den dritten Band dieses Werkes, Hier handelt es sich im
Wesentlichen nur um die von Mohr gelehrte graphische Methode,
die sich auf den Umstand stiitzt, dass die elastische Linie
eines Balkens mit Hiilfe eines Seilpolygons gefunden werden
kann. Im ndchsten Paragraphen wird sich dann noch die
Clapeyron’sche Gleichung der drei Momente daran schliessen,
die am besten an dieser Stelle ihren Platz findet.

Zumichst moge es sich um den in Abb. 153 dargestellten
Fall handeln. Ein Balken sei in drei Punkten A4, B, (' unter-

stiitzt. Die eine l-h'ﬂ'!mrlg APD soll eine irgendwie vertheilte
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Belastung — etwa eine gleichformig vertheilte, wie in der
Abbildung angenommen ist —, tragen, wihrend die andere

Ueffnung unbelastet sein soll. Es wird verlangt, die Momenten-
fliche zu construiren, ferner auch, was damit eng zusammen-
hingt, die Auflagerkriifte auf den drei Stiitzen und die
Schwerkriifte 7, die zu den einzelnen Querschnitten gehiren,
anzugehben,

Die Aufgabe ist statisch unbestimmt, so lange man den
Triiger als starr ansieht. Man bedenke, dass es tiberhaupt
mcht moglich ist, die drei tiitzpunkte 4, B, €' absolut genau
in einer geraden Linie anzuordnen. Wire nun der Triger
genau geradlinig und starr, so kénnte er nur auf zwel der
drei nicht genau in einer Geraden angeordneten Stiitzpunkte
aufruhen. Selbst wenn etwa der mittlere Stittzpunkt nur um

e - T den millionten Theil
EIL ; i o eines Millimeters tiefer

A & ¢ lige, als die Verbin-
bt dungslinie derfiusseren
Stiitzpunkte, die ebenfalls als unverriickbar angesehen werden,
kénnte der Triiger nur auf den Husseren Punkten aufruhen
und die mittlere Stiitze wiire als nicht vorhanden zu betrachten.
Umgekehrt wire es, wenn B etwas hiher lige, als die Ver-

bindungslinie 4. Es hinge also ganz von unvorhersehbaren

Zufilligkeiten ab, wie sich die Last auf die einzelnen Stiitzen
vertheilte und eine Berechnung wire unméglich.

Anders ist es aber, wenn man auf die elastischen Form-
anderungen des Triigers achtet. Unter dem Einflusse der Be-
lastung erfihrt der Triger elastische Einsenkungen, die zwar
an sich gering, aber doch genau verfolgbar sind. Jetzt macht
es nur wenig aus, wenn der Punkt B um eine so kleine

Strecke, wie vorher vorausgesetzt war, tiefer oder hiher liegt,

als die Verbindungslinie A4 (. Liegt B etwas tiefer, so leat
sich der Balken nach einer geringfiigigen Durchbiegung sofort
auf B auf. Es ist jetzt nur nothig, dass die unvermeidlichen
-l.-I!}_{'t‘ll:illiI:C_L‘ECE'*ﬂ.!'ﬂ in der I’If.;j]:‘ll[ti}_"{" der .Hffit'}{}Fllil]{t{.' klein gegen
die Ordinaten der elastischen Linie sind, um die aus diesen

-
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Zufilligkeiten hervorgehende Ungewissheit unschidlich zu
machen. Trifft diese Voranssetzung nicht zu, 0 ist freilich
eine zuverlissige Berechnung des durchlaufenden Trigers immer
noch mnméglich und gerade dieser Umstand hat wesentlich

dazu beigetragen, dass man sich von der Ausfiihrung durch-

laufender Triger, die frither viel iiblicher war, wieder ab-

gewendet hat. Es liegt niimlich in der That oft genue die
Befiirchtung vor, dass die Ungenauigkeit der Ausfihrung bei
der Héhenlage der Stiitzpunkte vyon derselben Gréssenord-
nung werden kann, wie die elastischen Einsenkungen des
Trigers.

Jetzt nehme ich aber an, dass diese Ungenanigkeiten klein
genug seien, um sie vernachlissigen zu kénnen. Das Verhalten
des Triigers wird dann eindeutig durch die Bedingung bestimmt,
dass die elastische Linie stets durch die drei Auflagerpunkte
4, b, O gehen muss,

Hierbei ist iibrigens zu beachten, dass die Auflagerpunkte
gegen jede Bewegung in senkrechter Richtung, also aueh gegen
ein Abheben von den Stiitzen festgehalten sein miissen. Wiire dies
nicht der Fall, so wiirde sich bei dem in Abb. 153 angegebenen
Belastungsfalle der Endpunkt ¢ von der Stiitze abheben und
man hiitte danm nur noch einen Triiger iiber einer Oeffnung
AB vor sich, an dessen elastische Linie sich der unbelastete
und daher geradlinig bleibende Theil BC als eine Endtangente
im Punkte B anschlosse. Hier wird dagegen vorausgesetst,
dass der Punkt C festgehalten sei. Zugleich erkennt man,
dass hierzu ein negativer Auflagerdruck — oder ein , Auflager-
zug’ — 1m Punkte C iibertragen werden muss.

[hrer allgemeinen Gestalt nach kann die zu dem Belastungs-
falle in Abb. 153 gehirige Momentenfliiche ohne Schwierigkeit
angegeben werden. Man bedenke niimlich, dass die Stiitze €
auch entfernt werden kann, wemn man dafiir nur eine senk-
recht nach abwiirts gerichtete Kraft an dem Triigerende an-
bringt, die so bemessen wird, dass sich der Punkt € nicht in
senkrechter Richtung — weder nach oben, noch nach unten

hin — verschiebt. Der dann nur noch anf den Stiitzen A
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und B aufliegende Triiger hat ausser den gegebenen Lasten der
Spannweite 4 I3 noch die der Grdsse nach vorliufie unbekannte
Last an dem vorkragenden Ende € aufzunehmen. Das Biegungs-
moment setzt sich daher an jeder Stelle aus zwei Theilen zu-

sammen, von denen der eme von den gegebenen Lasten. der

andere von der Einzellast im Punkte " herriihrt.

Der erste Theil wird mit Hiilfe eines Seilpolygons, durch
das man die gegebenen Lasten verbindet, nach den Lehren des
zweiten Abschnitts leicht gefunden, Ist die Belastung gleich
formig iiber die Spannweite A B vertheilt, so hildet dieser
Theil der Momentenfliche einen Parabelabschnitt: aber auch
bei anderer Lastvertheilung kann er immer leicht ermittelt
werden. Jedenfalls ist das hierzu gehérige Moment innerhalb
der Oeffnung A B iiberall positiv (niimlich so gerichtet, dass
es elne Biegung des Balkens hervorruft, bei der sich die Hohl-
seite der elastischen Linie nach oben hin kehrt), wiihrend es
an den otiitzen 4 und B und auf der Strecke B¢ oleich
Null ist.

Der von der Einzellast im Punkte (! herrithrende zweite
Theil des Biegungsmoments ist im Gegensatze hierzu lings des
ganzen Balkens A C negativ; nur an den Enden 4 und € wird
er zu Null. Die zugehirige Momentenfliche wird, wie gleich-
falls aus den Lehren
des zwerten Abschnitts
hervorgeht, ein Drei-

eck, dessen Heken anf

4

. den drei Auflager

vertikalen liegen.
Setzen wir nun
beide Theile zusammen, so erhalten wir im Ganzen eine
Momentenfliche von der in Abb. 154 angegebenen Gestalt.
Die von den gegebenen Lasten herrithrende positive Momenten-
Hiiche sowohl, als das Dreieck ADC der negativen Momente
sind dabei der besseren Vergleichbarkeit wegen von der Balken
axe aus nach oben hin abgetragen. Innerhalb der Strecke A B
kommt nur. der Unterschied zwischen den positiven und den
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negativen Beitrigen zum Biegungsmomente in Betracht. Im
Punkte F, wo sich die beiden Linien iiberschneiden. ist das
Biegungsmoment Null, links von der durch F gezogenen Ver-
tikalen tiberwiegt der positive, rechts davon der negative Bei
trag. Die hiernach verbleibenden Flichen sind durch Schraf
tirung hervorgehoben und zwar die zu positiven Momenten

gehorigen durch vertikale, die zu negativen gehirigen durch

horizontale Schraffirung. Fiir jeden Punkt der Balkenaxe wird
demnach das zugehorige Biegungsmoment nach Grisse und
Vorzeichen durch den Abschnitt angegeben, der von einer durch
diesen Punkt gezogenen Lothrechten in die schraffirten Flichen
hineinfiillt.

Um die Fignr genau im Maassstabe zeichnen zu konnen,
fehlt uns nur noch die Héhe BD -des Dreiecks A D, also
das Biegungsmoment iiber der Mittelstiitze. Dieses soll num
aus der Bedingung ermittelt werden, dass die elastische Linie
durch die drei vorgeschriebenen Punkte A, B, C' gehen muss.

Wir erinnern uns, dass die elastische Linie ein Seilpolygon
bildet, dessen Belastungsfliche die Momentenfliche ist. Hs ist
dabel nicht niothig, den Horizontalzug dieses Seilpolygons nach
der dafiir friher aufgestellten Formel zu wiithlen, denn wenn
er anders angenommen wird, erhalten wir die elastische Linie
nur in entsprechender Verzerrung. Das Maass der Verzerrung
ist aber hier gleichgiiltig, denn an der Bedingung, dass die
Ordinaten an den drei Punkten 4, B, ¢ zu Null werden
miissen, wird dadurch nichts geiindert.

Wir wollen ferner von der Seileurve, die zu der Belastungs-
fliche in Abb. 154 gehdrt, nur die Tangenten an den drei
Punkten 4, B, C ins Auge fassen, da dies fiir unscre Zwecke
schon geniigt. Die Seilspannungen bei A4 und B miissen mit
den Lasten, die dazwischen liegen und ebenso die bei B und ¢
mit den zwischen ihnen liegenden Lasten im Gleichgewichte
stehen. Auf dieser Bemerkung beruht die Losung der Aunfgabe.

Ueber BC bildet die Belastungsfliiche ein Dreieck. Die
Resultirende der durch sie dargestellten Lasten geht durch «

£1

Schwerpunkt des Dreiecks und die vertikale Schwerlinie lkann
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sofort angegeben werden, wenn man auch von der Hihe des

Dreiecks moch nichts weiss: sie muss nimlich jedenfalls von
b aus ein Drittel der Liinge von BC auf BC abschneiden.
Auf dieser der Lage nach bekannten Schwerlinie miissen sich
die Tangenten der elastischen Linie in den Punkten B und

sehneiden,

Ueber AB denken wir uns die Belastungsfliiche wieder
in die beiden Antheile zerlegt, aus denen sie vorher zusammen-
as Dreieck A B dar-

gestellte Antheil liefert wieder eine nach oben cekehrte Re-

vesetzt wurde. Der negative, durch
sultirende, die durch den Schwerpunkt des Dreiecks weht, also
ein Drittel der Spannweite A B von B aus auf 4B abschneidet.
Auch der positive Antheil kann durch eine Resultirende ersetzt
werden, die durch den Schwerpunkt der betreffenden Fliche
geht und nach abwiirts gerichtet ist. Da als Beispiel eine
gleichférmige Belastung der Oeffnung A B aneenommen wurde,
geht die Schwerlinie dieses Theiles der Belastungsfiiiche fiir
die elastische Linie hier durch die Mitte: aber auch in jedem
anderen Falle konnte diese Schwerlinie leicht cefunden
werden.

Die durch die Punkte 4 und B gehenden Seilspannungen
miissen im Gleichgewichte mit den beiden soeben angefiihrten
Lasten stehen. Dabei ist zu beachten, dass die Richtungslinien
beider Lasten bekannt sind, wihrend man nur von der senk
recht nach abwiirts gerichteten Last, die durch den Schwer-
[Ilillli\'[- des ||U:-<§l"l"n|-'|| Antheils der Momentenfliche g_f:-hi. VOn
vornherein die Grisse kennt. Auch die Grisse der nach oben
gehenden Last zwischen B und O ist vorliufic unbekannt.

Dies hindert jedoch nicht, das zu den der Lage nach be-
kkannten Lasten I, II, IIT gehorige Seilpolygon 1, 2, 3, 4 in

4
L

Abb. 155 sofort auszufiihren. Man ziehe von € aus den Seil
strahl 1 in beliebiger Richtung. Diese Linie kann als die
Tangente an die in entsprechender Verzerrung aufgetragene
Seilcurve im Punkte C' aufgefasst werden. Der Seilstrahl 2,
der die Tangente an dieselbe Seilcurve im Punkte B darstellt,
schneidet sich mit 1 auf der gegebenen Richtungslinie I und
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folgt hieraus sofort. Um die Seilspannung 2 ferner mit der
Last II zusammenzusetzen, beachten wir, dass sich 1 und 8
jedenfalls auf der Resultirenden der dazwischen liegenden
Lasten I und II schneiden miissen, Wenn uns nun auch diese
beiden Lasten der Grésse nach vorliufig nicht bekannt sind,
so kennen wir doch ihr Verhiiltniss. Denn I stellt das senk-
recht nach oben gehende Gewicht des Dreiecks BCD in
Abb. 154 und II das von ABD dar und die beiden Dreiecks
fiichen verhalten sich zu einander wie ihre Grundlinien A B
und BC oder wie die beiden mit 7, und 7, in Abb. 155 he-

zeichneten Spannweiten. Die Resultirende der beiden parallelen

T
e
. /.,‘,
Vi /
/;
¥id
;
Abb, 155, Abb. 156

und gleich gerichteten Kriifte I und II liegt zwischen beiden
und theilt den Abstand zwischen ihnen im umgekehrten Ver-
hiiltnisse zu den Grissen beider Krifte, Tragen wir daher

£

J

von I aus nach links oder -* von II aus nach rechts hin ab,

so erhalten wir die Richtungslinie DE der Resultirenden aus
I und II. 'Wir brauchen jetzt nur 1 bis zum Sehnittpunkte
mit DFE zu verlingern, um den durch diesen Punkt cehenden
Seilstrahl 3 zu erhalten. Der Seilstrahl 4 endlich schneidet
sich mit 83 auf der Richtungslinie von III und geht durch

den Punkt A4.

Von den vier Seilstrahlen des soeben constriurten Seil-
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polygons haben nur 1, 2 und 4 eine unmittelbare Beziehung

zur elastischen Linie des Balkens, indem sie deren Tangenten
in den Punkten C; B, A unter der Voraussetzung einer ent-
sprechend gewiihlten Verzerrung darstellen. Der Seilstrahl 3
st nur zur Ermoglichung der Construction dazwischen ge-
schoben und hat mit der elastischen Linie unmittelbar nichts
zu thun.

Nachdem das Seilpolygon gefunden ist, kénnen wir nach-
triglich auch den ihm zugehorigen Kriifteplan in Abb. 156
zeichnen. Hierbei ist zu beachten, dass III auch der Grisse
nach _j[‘}_;‘t']:t_-ll I-.‘i[l", imdem es den von vornherein bekannten
positiven Antheil der Momentenfliche in Abb. 154 darstellt.
Die Strecken I und II, die man dureh Zichen der Parallelen
zu den Seilstrahlen in Abb. 155 erhiilt, geben die Inhalte der
Dreiecke BCD und ABD in Abb. 154 im gleichen Maassstabe
an. Man braucht hierbei nur auf das Verhiiliniss der Strecken
[I und III im Kréfteplane, der in ganz willkiirlichem Maass-

stabe gezeichnet sein kann, zu achten. Da der positive Antheil
der Momentenfliche in Abb. 154 und das Dreieck A B zur

gleichen Grundlinie A B gehiren, liefert das aus Abb. 156 ent
nommene Verhialtniss 11 : II1 unmittelbar das Verhiliniss der
b die Oeffnung

o
=

durchsehnittlichen Hoéhen beider Flichen, Tri
APB des durchlaufenden Triigers eine gleichférmig vertheilte
Last, so ist der positive Antheil der Momentenfliche ein

R iaubas »
Parabelsegment, dessen durchschnittliche Hohe | der grissten

Hohe ausmacht. Bezeichnen wir daher die Pfeilhdhe dieser
Parabel mit f, so ist die Héhe BD des Dreiecks A BD gleich
At ] v : el e alin i
i Nachdem BD auf diese Weise ermittelt ist, kann
o

Abb. 154 sofort im richtigen Maassstabe aufgetragen werden.
Ausserdem kinnen, nachdem die Momentenfliiche bekannt ist,
auch die zugehorigen Auflagerkriifte oder die Scheerkriifte fiir
gegebene Querschnitte unter Zuhiilfenahme des zur Momenten-
fliche als Seilpolygon gehorigen Kriifteplanes leicht in von

frither her bekannter Weise gefunden werden. Die zunichst
gestellte Aufeabe i1st hiermit als geltst zu betrachten.

]

et e e e o e
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Hat der Triger in heiden Spannweiten gegehene Lasten
aufzunehmen, so ermittelt man zuerst die Momentenfliche unter
der Voraussetzung, dass nur eine Spannweite belastet, die
andere unbelastet sei, wiederholt dann das Verfahren fiir den
Fall, dass die zweite Oeffnung belastet und die erste unbelastet
15t und addirt beide Momentenflichen zu einander. Die dem
gegebenen Belastungsfalle entsprechende Momentenfliche setzt
sich daher aus zwei positiven Antheilen zusammen, von denen
zu jeder Spannweite einer gehort und die ebenso oross und
ebenso gestaltet sind, als wenn diese Spannweite durch einen
einfachen Triger iiberdeckt wiire, der die zugehorigen Lasten
aufzunehmen hitte, sowie aus einem negativen Antheile, der
wiederum ein Dreieck ADC, wie in Abb. 154 bildet, dessen
Hohe BD jedoch g

Belastung der linken und der rechten Oeffnung fiir sich ge-

-

eich der Summe der Héhen ist, die zur

nommen gehiren.

Fiir einen iiber drei oder noch mehr Oeffnungen durch-

laufenden Triiger ldsst sich dieselbe Construction ohne wesent-
liche Aenderung gleichfalls durchfiihren, solange nur eine der
beiden Endéffnungen belastet ist. Hs ist daher nicht nithig,
hierfir ein besonderes Beispiel vorzufiihren. Dagegen muss
noch ein Hiilfsverfahren dazn treten, wenn eine der Mittel-
dffnungen belastet ist. In Abb. 157 ist ein diber drei Oeffnungen
durchgehender Triiger gezeichnet, dessen Mitteloffnung B( eine
gleichformig vertheilte Belastung aufnehmen soll, withrend die
beiden Endoffnungen als unbelastet vorausgesetzt werden. An
Stelle der gleichférmig vertheilten kann iibrigens auch eine
irgendwie anders angeordnete Belastung der Mittel5ffnung
treten, ohne dass sich darum die Betrachtung zu iindern
brauchte.

Man denke sich die beiden Stiitzen A und D entfernt
und die Auflagerkriifte durch passend gewiihlte Lasten ersetzt,
die so zu bestimmen sind, dass die Punkte A und D keine
Bewegung in vertikaler Richtung ausfithren, Wenn diese Kriifte
von vornherein bekannt wiren, konnte man die Momentenfliche

mit Hiilfe eines Seilpolygons sofort construiren. Jedenfalls




432 Siebenter Abschnitt. Theorie der tewdlbe u. der durchlauf Triger.
kkennt man aber aus dieser Ueberlegung bereits die allgemeine

Grestalt der Momentenfliiche, Die Lasten an den Enden 4 und D
des auf B und C gestiitzten Trigers bringen ndmlich iiberall
negative Momente hervor, die durch das Viereck ANFID in
Abb. 1568 dargestellt werden. Dazu kommen die positiven,
durch das Parabelsegment iiber (' dargestellten Momente, die
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durch die gegebenen Lasten in der Oefinung 5C unmittelbar

=

hervorgerufen werden. Beide Momenflichen iiberschneiden sich
wieder und die Unterschiede zwischen ihnen, die durch Schraf
firung hervorgehoben sind, geben wie im fritheren Falle, die
im Ganzen auftretenden Biegungsmomente an. Um Abb. 158
richtig auftragen zu kénnen, bleiben nur die Hohen B und
f"(r, d. h. die Momente tiber den DMittelstiitzen zu ermmtteln.

Dies geschieht wieder auf Grund der Erwigung, dass die
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elastische Limie, die als Seilpolygon zur Momentenfliiche als
Belastungsfliche construirt werden kann, durch die vorge
schriebenen Punkte 4, B, €, D gehen muss. Wir achten nur
auf die durch diese Punkte gehenden Seilspannungen der in
beliebiger Verzerrung gezeichneten Seilcurven, von denen wir
wissen, dass sie mit den zwischen ihnen liegenden Lasten, die
wir in geeigneter Weise zusammenfassen, im Gleichgewichte
stehen miissen. Diese Lasten fiir das ,zweite* Seilpolygon
sind in Abb. 158 eingefragen. In den beiden Endoffnungen
kommt nur je eine Last in Frage, die durch den Schwerpunkt
des zugehorigen Belastungsdreiecks geht. In der Mittelffnung
geht III durch den Schwerpunkt des Parabelsegments; diese
Last i1st von allen allein ihrer Grisse nach sofort bekannt,
da sie durch die Fliche des Parabelsegments dargestellt wird.
Das Trapez BEFC vom negativen Antheile der Momenten
fliiche zerlegen wir durch die Diagonale BF in zwei Dreiecke
und fithren die nach oben gekehrten Lasten dieser Dreiecke
gesondert ein. Wir erreichen dadurch, dass auch die Richtungs-
limien II und IV, die durch die Schwerpunkte der Dreiecke
gehen, sofort angegeben werden kimnen, wenn man auch die
nhalte der Dreiecke noch nicht kennt. FEbenso muss man
iibrigens auch verfahren, wenn eine Endoffnung belastet ist.
Wir tragen jetzt die hiermit ermittelten Riechtungslinien
der Lasten von I bis V in Abb. 159, die nichts mehr enthilt,
was noch als unbekannt anzusehen wiire, von Neuem ein,
Zugleich ziehen wir die Linie mm als Richtungslinie der Resul-
tirenden von I und II, die ebenso wie im fritheren Falle ge
funden wird, da sich auch jetzt die Lasten I und II oder die
Dreieckflichen A KB und BEF in Abb. 158 wie die Spann-
weiten A B und B(C' zu einander verhalten miissen. Ebenso
kann die Linie m#% als Richtungslinie der Resultirenden aus
[V und V gefunden werden, indem man den Abstand zwischen
IV and V im umgekehrten Verhiiltnisse der Spannweiten B(!
und C'D theilt, d. h. indem man den Abstand von C bis V
von IV aus nach rechts hin auftriigt.
Wir zeichnen ferner das durch die vorgeschriebenen Punkte
Fippl, Graphische Statik .

a2
Feln]
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A, 5, C, I gehende Seilpolygon zu diesen Lasten, indem wir
die Seilspannung 1 in beliebiger Richtung entsprechend
der beliebig zu wihlenden Verzerrung der elastischen Linie
eintragen. Auf 1 folgen 2 und 3 sofort, da sich 1 und 3 auf
mam schneiden miissen, withrend 2 durch B eehen muss. Die
Fortsetzung 4, 5, 6 macht indessen zuniichst einige Schwierig:
keiten, da man vorerst nicht wissen kann, in welcher Richtung
4 weiter zu fithren ist.

Man bedenke jedoch, dass die Richtungslinien von 4, 5, 6
ein Dreieck mit einander bilden miissen. das sechs vorgeschriebene
Bedingungen zu erfiillen hat, wodurech es ausreichend gekenn-
zeichnet wird. Die Seiten miissen nimlich dureh drei vor
geschriebene Punkte gehen (4 durch den Schnittpunkt von 3
mit LI, 5 durch C und 6 durch 1)) und die Ecken miissen
autf dreir gegebenen Graden liegen, die parallel zu einander
sind, ndmlich auf den Geraden IV, nu und V. Das Dreieck
kann daher nach einem sechon oft benutzten Verfahren ermittelt
werden.

Wir zeichnen zuerst irgend ein Dreieck, das nur fiinf der
aufgezihlten Bedingungen erfiillt. Zu diesem Zwecke zichen
wir die Linie 6" in beliebiger Richtung dureh ) und reihen
daran in leicht ersichtlicher Weise die Seiten 4" und 5’. Das
Dreieck 4'5'6" erfiillt nur die eine Bedingung nicht, dass 4’
durch den Endpunkt von 3 gehen sollte. Denkt man sich
das Dreieck 456" veriinderlich, so dass es stets dieselben fiinf
Bedingungen erfiillt, so muss sich die Seite 4’ ebenfalls um
einen festen Punkt drehen. Dieser Punkt ¢ muss auf der
en Punkten

Balkenaxe liegen, da eines der Dreiecke 456" mit al
i¢ Balkenaxe fillt. Punkt G ist daher als

und Seiten auf d
Sehnittpunkt von 4° mit der Balkenaxe bekannt.

Auch das gesuchte Dreieck 456 bildet eines der Dreiecke
4'5'6" und wir wissen jetzt, dass 4 durch den Punkt G zu
ziehen ist. Nachdem dies geschehen ist, macht auch die Fort-
setzung O, 6 keine Schwierigkeiten mehr.

Von den Seilpolygonseiten 1 bis 6 sind 1, 2, 5, 6 Tangenten

an die m entsprechender Verzerrung aufgetragene elastische

S b g
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[Linie in den Auflagerpunkten, wihrend die dazwischen ein
geschobenen Seiten 3 und 4 1 keiner unmittelbaren Beziehung
zur elastischen Linie stehen.

Nachdem das Seilpolygon gefunden ist, kann man dazu,
wie 1m fritheren Falle, nachtriglich den Krifteplan zeichnen.
Da die Last III ihrer Grosse nach bekannt ist, folgen daraus
auch die Grissen der iibrigen Lasten. Hiermit findet man die
Inhalte der Dreiecksflichen I, II, IV, V in Abb. 158, so dass
dem richtigen Anftragen von Abb. 158 kein Hinderniss mehr
im Wege steht. Auch fiir den Fall, dass mehrere Oeffnungen
belastet sind, kann man so verfahren, wie es schon vorher bei
dem einfacheren Falle des iiber zwei Oeffnungen durchlaufenden

Trigers audeinandergesetzt worden ist.

§ 63. Gleichung von Clapeyron.

Wenn jede Oefinung des durchlaufenden Trigers nur eine
oleichférmig vertheilte Belastung trigt, die aber bei den
einzelnen Oeffnungen verschieden gross sein darf (und bei
einigen daher auch gleich Null sein kann), erhilt man die
Biegungsmomente iiber den Stiitzen, die man zum Auftragen
der Momentenfliche nothig hat, auch sehr einfach auf analy-
tischem Wege, mit Hiilfe der von Clapeyron aufgestellten
,Gleichung der drei Momente®.

Die Zahl der Oeffnungen kann jetzt beliebig gross sein.
Wir denken uns zwel aufeinanderfolgende Oeffnungen, die wir
als die n-te und die (n - 1)-te bezeichnen, herausgegriffen.
Die positiven Antheile der Momentenflichen bestehen wieder
aus Parabelabschnitten, die negativen aus Trapezen. Abb. 160
gibt den zu den beiden Oefinungen gehorigen Theil der
Momentenfliche an. Die Pfeilhdhen der Parabeln sind mit B,
und B, ; bezeichnet. Trigt die n-te Oeffnung eine Belastung
¢, fiir die Liingeneimheit, so hat man fiir das Biegungs
moment B5,, das in der Mitte dieser Oeffnung entstehen
wiirde, wenn diese durch einen einfachen Triger iiberdeckt

wire,
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B, — —— und ebenso B,y Lol =56 )

Die Momente M

sind dagegen vorliufig unbekannt.

vy My und M, s iiber den drei Stiitzen

[m unteren Theile von Abb. 160 ist der zu den beiden
Oeffnungen gehorige Abschnitt der elastischen Linie des Balkens
gezeichnet. Wir wissen, dass die elastische Linie als ein Seil-
polygon aufgefasst werden kann, dessen Belastungsfliche dureh

die Momentenfliche gebildet wird. Wie schon frither, ersetzen

4

Aok

- 'y
n T s

Abb, 160,

wir die zu jeder Oeffnung gehorigen Lasten durch drei Resul
tirende von bekannter Lage. In der n-ten Oeffnung erhalten
wir die durch die Mitte der Spannweite nach abwirts gehende

2 . i i {nedd g
Belastung - B.l,, indem der Inhalt der Parabel gleich Zwei-

drittel von dem Produkte aus Grundlinie und Héhe ist. Frei-
lich ist B, nicht eigentlich selbst die Hishe der Parabel, sondern
das Biegungsmoment, das aus der Ordinate der Momentenfiiche
durch Multiplikation mit dem Horizontalzuge H; des ersten
Seilpolygons gefunden wird. Wir kdnnen uns aber alle Lasten
mit dem constanten Faktor H; multiplicirt denken, falls wir
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dann nur auch den Horizontalzug Hy; des zweiten Seilpolygons,

der nach Gl 27 (8. 107)

e
H;,
I J{[T
ist, mit Hy multipliciren, ihn also gleich E® setzen. Das

Trapez mit den Seiten M, und M, , zerlegen wir in zwel

: . ; ; 1 1
Dreiecke, deren Lasten mit M,l, ond - M, . ;{, anzusetzen

sind. Beide gehen nach oben hin und theilen die Spannweite

I, in drei gleiche Theile. Ebenso verfahren wir in der zweiten
Oefinung.

Die dureh die n-te und die (» + 1)-te Stiitze gehenden
Seilspannungen miissen mit den drei zuvor aufgefiihrten Lasten
im Gleichgewichte stehen. Wir schreiben dafiir eine Momenten
gleichung in Bezng auf den n-ten Stiitzpunkt als Momenten
punkt an. Die durch diesen Stiitzpunkt gehende Seilspannung
fillt aus der Momentengleichung fort. Der Winkel, den die
durch den (n - 1)-ten Stiitzpunkt gehende Seilspannung mit
der Horizontalen bildet, sei mit « bezeichnet. Wir verlegen
den Angriffspunkt dieser Seilspannung auf die durch die 7-te
Stiitze gehende Auflagervertikale und zerlegen sie dort in eine
vertikale und eine horizontale Componente. Die vertikale
Componente geht durch den Momentenpunkt und tritt daher
nicht in die Momentengleichung ein. Die horizontale Compo-
nente ist der vorher schon zu K@ festgestellte Horizontalzug
des zweiten Seilpolygons. Dessen Moment ist gleich — F@/, tg «.
Die Momente der drei Lasten lassen sich ebenfalls sofort an-

schreiben und 1m Ganzen erhilt man daher

s i Ly 2 l
— EOlLtga — - Ml - + o Bl <
i 21
-].{.: | |Il|.,I 3 =”

ine Momentengleichung von derselben Form schreiben
wir ferner auch fiir die (» + 1)-te Oeffnung und zwar in

Bezug auf den (n -+ 2)-ten Stiitzpunkt als Momentenpunkt an.

Auch hier wird wieder die durch den (# -+ 1)-ten Stiitzpunkt
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gehende Seilspannung zum Schnitte mit der durch den Momenten

punkt gehenden Vertikalen gebracht und dort in zwei Compo-

nenten zerlegt, von denen nur die Horizontalcomponente F @
. I

in die _\Fu]lH']]twn_ﬁ_rfe,-ir.||1|11:_': eintritt. Die Gleichung lautet

a 9 ) 1
el { T iJ M. -_-f._..; yr J : S o I S ,
: B s “int 1 =1

Wir wollen beide Gleichungen, nachdem die in ihnen vor

kommenden Faktoren [, bezw. [, ; weggehoben sind und mit

6 multiplicirt ist, noch einmal unter einander schreiben. Sie

lauten dann

bEOtee M1, + 2B, — 2M, 441, = 0, F
6EOtge - Myralsss— 2Byl L (e7)

:.)4.”- :_1;., L1 — B

Subtrahirt man sie von einander, so heben sich die mit dem
unbekannten Winkel « behafteten (ilieder gecen einander fort

und nachdem man die Glieder passend geordnet hat, erhilt

man die Clapeyron’sche Gleichung

Moy + 2 M1 O+ bigs) + Mupalyiy )

i | .I!.l’,,"l -+ .")j L9 !'I_.,. g e |

I

Zwischen je drei aufeinanderfolgenden Stiitzenmomenten M, .
M, und M, s besteht eine Gleichung von dieser Form, in
der alle iibrigen Grossen bekannt sind, da man fiir die B die
dafiir vorher schon aufgestellten Werthe einsetzen kann. Schreibt
man alle diese Gleichungen fiir je zwei aufeinanderfolsende
Oefinungen an, so erhiilt man ebenso viele Gleichungen als
unbekannte Stiitzenmomente. Diese lassen sich daher durch
Aufltsen der Gleichungen ermitteln, womit die gestellte Anf
cabe }_{‘1’.]53.*&1' 18t

Bei einem Triiger, der iiber nur zwei Oeffnungen durch-
geht, sind z. B. die Momente M, und M,. . an den Enden

=

leich Null zu setzen und die Gleichung der drei Momente

¥
o

enthélt nur noch das unbekannte Moment JMM,., iiber der
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Mittelstiitze, das daraus sofort gefunden werden kann. Bei
einem Triger iiber drei Oeffnungen sind nur die Momente iiber

der zweiten und der dritten Stiitze unbekannt und die Gleichung

kann zweimal angeschrieben werden, einmal fiir die erste und
zweite und das nichste Mal fiir die zweite und dritte Oeffnung.
Bezeichnet man allgemein die Zahl der Oeffnungen mit s, so
ist die Zahl der unbekannten Stiitzenmomente gleich (m — 1)
und ebenso viele Gleichungen lassen sich auch nach der
Clapeyron’schen Formel ansetzen.

Hierbei ist vorausgesetzt, dass die Enden frei aufliegen.
Sollten diese eingespannt sein, so sind die zugehorigen Stiitzen
momente freilich nicht gleich Null zu setzen und man hat
zwei Unbekannte mehr, als Gleichungen vorhanden sind. Dafiir
kann man aber in diesem Falle auch noch zwei neue Gleichungen
angeben. Man nehme z B. an, dass die (# + 1)-te Oefinung
in Abb. 160 die letzte und der Triiger iiber der Indstiitze
(n + 2) eingespannt sei. Dann muss auch die zugehorige
Endtangente der elastischen Linie horizontal gerichtet sein.
Schreibt man daher nun noch eine Momentengleichung fiir den
(n + 1)-ten Stiitzpunkt an, so hebt sich das Moment der
letzten Seilspannung fort und man erhiilt unter dieser Voraus

setzang

1 fl_-J ) Illr-:-l
= Mastado i Siarric g P 1 dnote1 8
1 20,44 .
= “l' -al'llh. it — ——74 b
2 = : 5]
oder nach Wegheben der gemeinsamen Faktoren u. s. f.
1[.1 :.J ]lr, — 21;[ ["';t: ]

und eine Gleichung von derselben Form gilt auch fir die
erste Oeffnung, wenn der Triger auch iiber der ersten BStiitze
eingespannt 1ist, nimlich

M, - 2 ”, 2 J"'fl : |_"_'H_ ))

Die Clapeyron'schen Gleichungen reichen daher in Ver
bindung mit diesen beiden auch bei eingespannten Enden aus,

annten Stiitzenmomente zu berechnen. Sobald

um alle unbe
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aber diese bekannt sind und die Momentenfliche mit ihrer
Hiilfe aufgetragen ist, kann man daraus anch alle iibrigen
Fragen, wie iiber die Grissen der Auflagerkriifte u. s. f. ohne
Weiteres heantworten. Man muss sich hierzun nur erinnern.
dass die Momentenfliche ein Seilpolygon zu den gegebenen
Lastén und den zugehtrigen Auflagerkriiften bildet. Der Kriifte
plan zu diesem Seilpolygone kann nachtriiglich gezeichnet werden
und er liefert dann die Gréssen der Auflagerkrifte. Ausser-
dem lassen sich auch die Scheerkriifte ¥ an jeder Stelle aus
dche mit Hiilfe der Gleichune 7 — ”[Jl.'u ableiten.

£

der Momentent

Aufgaben,

7. Aufgabe. Fiir ein symmetrisch gestaltetes und symmetrisch
belastetes (rewdlbe soll eime Drucklinie eingezeichnet werden, die
durch die Mitten von Scheitel- und Kdmpferfuge geht.

Lisung. Die Hilfte des Gewdlbequerschnitts ist in Abb. 161*
gezeichnet; A B sei die Belastungslinie und BC die Symmetrieaxe.
Man ziehe durch den Anfangspunkt F' der inneren Wilblinie einen
lothrechten Fugenschnitt D E und theile die zwischen D E und B
liegende Belastungsfliche in eine Anzahl lothrechter Streifen von
gleicher Breite. In der Abbildung sind sechs Belastungsstreifen
gewiihlt, eine Zahl, die schon ausreicht, um die einzelnen Streifen
niherungsweise als unendlich schmal betrachten zu ktnnen und
die andererseits auch noch nicht so gross ist, dass dadurch die
Ausfithrung der Zeichnung erschwert wiirde. Die einzelnen Streifen
kinnen genau genug als Trapeze betrachtet werden, deren Schwer-
punkte aufgesucht und durch kleine Kreise hervorgehoben wurden.
Die durch diese Schwerpunkte gehenden Lasten 1, 2 u. s, f sind
wegen der gleichen Breite der Streifen den mittleren Hihen pro-
portional. Im Krifteplane, Abb. 161" wurden die Lasten durch 1/
der mittleren Streifenhthe dargestellt, Hierauf wihlt man einen
Pol O beliebig und vereinigt die gegebenen Lasten durch das im
unteren Theile von Abb. 161* gezeichnete Seileck SS. Durch den
Schnittpunkt der fussersten Seilstrahlen geht die Schwerlinie ¢ der
ganzen Belastungsfliiche. Ausserdem ermittelt man auch noch die
Schnittpunkte der tibrigen Seilstrahlen mit dem horizontalen Anfangs
strahle und zieht durch sie die Lothrechten b, ¢; d, ¢&. Man kann
diese Linien als Schwerlinien jener Theile der Belastungsfliiche an-
sehen, die vom Scheitel bis zum fiinften, vierten, dritten oder
zweiten Belastunesstreifen reichen.
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diesen Vorbereifungen kann man leicht jede gewiinschte
Drucklinie in den Gewdlbequerschnitt eintragen. Zuniichst beachte
man, dass wegen der vollstindigen Symmetrie des Gewilbes und
iner Belastung anch die Drucklinie symmetriscl

[~

h sein muss, dass
also der Druck in der Scheitelfuge jedenfalls horizontal gerichtet
ist. Da in der Aufgabe verlangt wird, die Drucklinie durch die
Mitten von Scheitel- und Kimpferfugen zu fithren, ziehen wir eine
Horizontale durch die Mitte der Scheitelfuge, suechen deren Schnitt

Abb. 161a Abb, 161b

mit der Schwerlinie ¢ auf und verbinden den Schnittpunkt mit
der Mitte der Kiimpferfuge. Die Verbindungslinie gibt die Richtungs-
linie des Kimpferdruckes an, da sich diese Kraft mit dem Drucke
in der Scheitelfuge und dem Gewichte der Gewdlbehilfte im (leich-
gewichte halten und daher mit ihnen in demselben Punkte treffen
muss. Zieht man zu dieser Linie eine Parallele im Krifteplane durch
den Endpunkt der Last 6, so erhdlt man den Pol 0" des neuen,
gur gesuchten Drucklinie gehiirigen Kriifteplanes.

Anstatt aber die Drucklinie durch Ziehen wvon Parallelen zu
den Polstrahlen im Krifteplane zu construiren, ist es bequemer,
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darauf zu achten, dass sich jeder andere Seilstrahl der Drucklinie

mit dem horizontalen Seilstrahle auf einer der Linien a, b, ¢, d, ¢
schneiden muss. Dies folgt sowohl ans dem in & 11 bewilesenen

Satze iiber die zu denselben Lasten, aber zu werschiedenen Polen
auch daraus, dass jene

im Kriifteplane gehorigen Seilecke,
Linien als Schwerlinien der gzwischen der Scheitelfuge und den

fliche an-

tibrigen Fugenschnitten gelegenen Theile der Belastung
gesehen werden kénnen.

Um nachtriiclich aus dem Kriifteplane auf die Grisse des
Fugendrucks und die dadurch hervorgebrachte Kantenpressung zu
schliessen, beachte man, dass jede Strecke im Kriifteplane zuniichst
hteck, dessen Grund-

‘ens und dessen Hiéhe

einen Flicheninhalt angibt, nimlich ein Rec

gleich dem sechsfachen der betreffenden Strecke ist. Dieser Fliche
entspricht ein Mauervolumen und diesem ein Gewicht., — Um z B.
die Materialbeanspruchung in der Scheitelfuge, iber die sich der
Druck gleichférmig vertheilt zu finden, multiplicire man den Pol-
abstand von O7 bis zur Lastlinie mit dem Verh#ltnisse der sechs-
fachen Breite eines Belastungsstreifens zur Fugenliinge im Scheitel.
Die dadurch gefundene Strecke gibt sofort die Druckhdhe an, die,
wenn man will, nach der dafiir in § 55 gegebenen Anleitung auch
noch in Atmosphiiren umgerechnet werden kann.

38 ‘-_'lpfllr'l."_‘f.l"{.b{’. Naclh welchem Gesetze wmuss die wmnere Wolb
linie gestaltet scin, wenn die Belastungsfliche nach oben durch eiine
horizontale Grade begrenst wird und eive Stiitzlinie maglich sein soll,
die mit der tmeren Wilblinie zusammenfallt?

Lisung. In Bezug auf ein durch den Bogenanfang in hori-

zontaler und vertikaler Richtung gelegtes Coordinatensystem seien
die Coordinaten eines Punktes der gesuchten Wilblinie # und ¥,
die Hohe der Belastungslinie tber dem Coordinatenursprunge ,
die Spannweite [ und die als gegeben zu betrachtende Pfeilhihe
des Bogens f. Die Hihe der Belastung tche bel der Absecisse
ist dann gleich @ — y zu setzen und die Differentialgleichung der
Wilblinie lautet, da sie mit einer Stutzlinie zusammenfallen soll,

2%
7 e I

£ - = r—t iy
.r.",.l y

1ialgleichung ist

Die allgemeine Lidsung dieser Differe

Y=a-+ AeVE L Be VE

Die Integrationsconstanten A4 und B folgen aus den Grenz-




443

{

=)

bedingungen, nach denen y 0 fiir 4 0 und ¥ f fir a

werden muss. Dazu kommt zur Bestimmung des gleichfalls un-
bekannten Horizontalschubs I die Bedingung, dass im Scheitel,

!

also fiir @ = der Differentialquotient von y zu Null werden

muss. Die drei Gleichungen lassen sich nach den Unbekannten

A, B und H ohne Schwierigkeit auflésen und durch FEinsetzen
der gefundenen Werthe erhilt man fir y

(AL R T e

womit die Aufeabe geliist ist.

Anmerkung. Bine mit der inneren Wilblinie zusammen-
fallende Stiitzlinie kommt zwar in Wirklichkeit car nicht in Be-
tracht. (Gestaltet man aber nachher auch die iussere Wilblinie
sn, dass sie mit einer m ichen Stiitzlinie zusammenf#llt, so

1ze Gewdlbequerschnitt fiir den Verlauf von Stiitz

vht

inien offen

der

und auch die Bogenmittellinie wird sehr nahe mit einer mdiglichen
Stiitzlinie zusammenfallen. Die hiernach bestimmte Gewilbeform

ist daher als eine der giinstigsten zu betrachten. — Im Uebrigen
ist es, namentlich bei beliebig gegebenen Belastungslinien, zweck-
miissicer, die gitinstigste Gewdlbeform graphisch durch Probiren,

f]

als durch eine solche Rechnung zu bestimmen. Man nimmt zu
diesem Zwecke zuerst irgend eine Bogenform an, construirt die
zugehirice Stiitzlinie und indert die Bogenform dem Verlaufe dieser
Stiitzlinie entsprechend ab. Wiederholt man dies noch einmal, so
erhiilt man die Bogenform in so gemauem Anschlusse an die ge-
stellte Bedingung, als irgend wiinschenswerth oder niithig ist.

39. Aufgabe. Auf cinen Pfeiler stiteen sich von beiden Seiten
Ter Gewilbe in am:,.h"f-ir'f.'r"r Hile (Abb. 162): man soll die Stabilitit
des I'I.i.-!';!'li'f‘.\' wuntersichen.

Lisung. Der rechts angreifende Bogen ist halbkreisformig
angenommen. In einem solche Falle ist der untere Theil des
Bogens nicht mehr zum Gewilbe, sondern schon als Bestandtheil
des Widerlagers zu rechnen. Jedenfalls muss néimlich der Pfeiler
den vom Gewilbe kommenden Horizontalschub aufnehmen. Dies
kann aber nicht oder wenigstens nicht ausschliesslich durch die
horizontale Kimpferfuge geschehen, sondern die unteren Theile des
Gewolberiickens, die vom Pfeilermauerwerke cegen eine horizontale

Verschiebung gestiitzt sind, miissen sich daran wesentlich mit be-
theiligen. Die bei der Behandlung der Gewilbe vorangestellte
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Annahme, dass auf den Wolbriicken nur Liasten in lothrechter

Richtung einwirkten, ist demnach im unteren Theile des halbkreis-
foirmigen Bogens sicher nicht mehr erfullt, d. h. dieser Theil ist

ei der Untersuchung des Gewiilbes nach den dafir frither gegebenen

Abb. 162 Abb. 1620

Lehren ganz auszuschliessen und dafiir als Bestandtheil des Wider-
lagers zu behandeln.
Nun fragt sich freilich, wie weit man diesen unteren Theil

rechnen soll. In der Abbildung ist der Fugenschnitt zx gezogen
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and angenommen, dass der rechts davon liegende Theil als Gewdlbe,
der links davon liegende als Widerlager anzusehen sei. Man kdnnte
aber zx ganz gut auch etwas mehr nach links oder mehr nach
rechts riicken. Im Allgemeinen empfiehlt es sich in solchen zweifel-
haften Fiillen, die beiden #ussersten Lagen, die man schitzungs-
weise noch fiir annehmbar halten kann, in Aussicht zu nehmen und

die Betrachtung fiir die beiden extremen Fille gesondert durch-
zufithren. Dabei muss nicht gerade verlangt werden, dass das

Gleichgewicht auch fiir beide extreme Fille noch hinreichend ge-
sichert sei; man weiss vielmehr umgekehrt, dass Gewdlbeeinstiirze
nur dann zu erfolgen pflegen, wenn uberhaupt anf keine Art mehr
Gleichgewicht zu Stande kommen kann. Immerhin wird man sich
nicht damit beruhigen, nachgewiesen zu haben, dass das Gewdilbe
gerade noch an der Grenze des Gleichgewichts steht, sondern man
wird noch einen gewissen Spielraum fiir die Gleichgewichtszustiinde
verlangen, die keinen Einsturz befiirchten lassen. Hiertiber wird
man sich am besten dadurch einen Ueberblick versehaffen, dass
man die #Hussersten Fille in Betracht zieht. [n Abb. 162 ist
indessen nur fiir eine mittlere Lage des Schnittes zx die Con-
struction durchgefithrt; fiir andere Annahmen von #x wire sie in
derselben Weise zu wiederholen.

Fiir den rechts von zz liegenden Theil des Bogens zeichnet
man nun eine Stiitzlinie, die durch die Mitten der Scheitelfuge
und der Fuge xx geht. Dies wird genan so durchgefithrt, wie in
Aufg. 37 und bedarf hier keiner weiteren Besprechung. Den zum
Schnitte xx gehérigen Fugendruck setzt man dann mit dem Ge-
wichte des links von xzax gehrigen Abschnitts 5 und die daraus
hervorgehende Resultirende weiterhin mit dem Pfeilergewichte 6
zusammen, das bis zum Kimpfer des unteren Bogens, also
bis zu dem mit yy bezeichneten horizontalen Fugenschnitte ge-
rechnet ist.

Hierauf zeichnet man auch die zum unteren Bogen gehorige
Drucklinie, die durch die Mitten von Scheitel- und Kimpferfuge
gelegt wird. Im Krifteplane Abb. 162" kann O’ als der zu dieser
Drucklinie gehirende Pol angesehen werden. Die fiir die erste
Zusammensetzung der Lasten dienenden Seilpolygone wurden iibrigens
mit Hiilfe von Kriifteplinen construirt, die in die Abbildung nicht
mit aufgenommen sind. — Vereinigt man die vom oberen Bogen
und dem Pfeilergewichte 6 her stammende Kraft mit dem Kiampfer-
drucke des unteren Bogens, so erhiilt man den im Krifteplane
durch die Strecke (0’ dargestellten resultirenden Fugendruck fiir
den Fugenschnitt yy. Dieser ist dann ferner noch mit dem zwischen
yy und zz liegenden Pfeilergewichte 9 vereinigt, womit der Druck
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auf den Pfeilerfuss gefunden wird. — Wenn man will, kann man
zwischen yy und ¢z auch noch einige andere horizontale Fugen-
schnitte einschalten und die zugehirigen resultirenden Fugendriicke
in derselben Weise construiren. Man erhiilt dann den Verlauf der
Stiitzlinie im Pfeiler noch etwas genauer. Die Berechnung der
Kantenpressung in der Fuge zz kann nach den frither gegebenen

Anleitungen nun auch noch leicht ausgefithrt werden.

In Abb. 162 ist angenommen, dass die Belastungslinie der
bleibenden Last nach oben durch eine horizontale Gerade begrenzt
sel, dass aber auch eine tiber dem linken Bogen stehende verhilt-
nissmiissig grosse bewegliche Last hinzukomme, die ebenfalls in
einer Uebermauerungshihe ausgedriickt ist. Diese kinnte ebenso
gut auch iiber dem rechfen Bogen stehen und die Untersuchung
wire fur diesen Belastungsfall zu wiederholen. Dabei zeigt sich
indessen, dass der hier betrachtete Fall der gefiihrlichere fir den
Bestand des Pfeilers ist.

Schliesslich bemerke ich noch, dass ausser den durch die
Mitten von Scheitel- und Kiémpferfugen gezogenen Stiifzlinien
natiirlich auch noch andere miéglich sind und darunter solche, die

dem Bestande des Pfeilers giinstiger sind, als jeme. Es ist daher

shiitzten Linie @
Gleichgewicht des Pfeilers ohne Ueherschreitung der zuliissi

selbst dann, wenn fiir keine Lage der vorher einges
Kantenpressung moglich ist, immer noch keineswegs zu erwarten,
dass der Pfeiler nun auch wirklich einstiirzen wird. Zu erwarten
ist weit eher, dass nach geringen Bewegungen des Pfeilers ein
anderer Gleichgewichtszustand in den Wiilbbiigen zu Stande kommt,
der fir die Beanspruchung des Pfeilers giinstiger ist. Frst dann,
wenn es auch dureh solche Verinderungen in den Lagen der
Stitfzlinien in den Gewdlben nicht miglich sein sollte, einen mit
der Festigkeit des Materials vertriiglichen Gleichgewichtszustand
herzustellen, wiire ein Einsturz ohne Zweifel zu erwarten. Billiger-
welse ist aber zu verlangen, dass der Pfeiler stark
sel, um der Beanspruchung gewachsen zu sein, die durch den zu-
niichst in Aussicht zn nehmenden Gleichgewichtszustand der Wilb-

genug construirt

bigen hervorgerufen wird, so dass ein merkliches Ausweichen des
Pfeilers zur Herbeiftihrung eines fiir ihn giinstigeren Gleichgewichts-
zustandes nicht zu erwarten ist.

0. Aufgabe. Ein Triger ist auf beiden Seiten eingespannt
wnd trdagt die in Abb. 163 angegebenen Lasten. Maw soll die Ge-
stalt der Momendenfliche nach der in § 62 |'Ijr-.-'t;.lj'ru',i'.'ra.rr-;'.'. Methode
ermiticle.

Lisung. Die Momentenfliche wird jedenfalls aus einem
Seilpolygone ABCDE in Abb, 164 gebildet, dass zu den gegebenen
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Lasten sofort gezeichnet werden kann, dessen Schlusslinie F'GG aber
vorliufic unbekannt ist, da deren Lage von den Auflagerkriiften
und Einspannmomenten abhiingig ist. Die Endtangenten 1 und 4
der elastischen Linie in Abb. 165 miissen beide horizontal sein
und auf dieselbe Gerade fallen. Zwischen den Seilspannungen 1
und 4 des zweiten Seilpolycons liegen die aus der Momentenfliche
hervorgehenden Lasten I, II, III. Man ermittelt die Schwerlinie
und den Inhalt des positiven Antheils A BC D¥ der Momenten-
fliche und kennt damit die Last II nach Lage und Grisse. Von
der Lastlinie I weiss man, dass sie eine Schwerlinie des Dreiecks
AF@ bildet und daher um ein Drittel der Spannweite vom linken
Auflager entfernt ist. Die zum Dreiecke 4G E gehtrige Lastlinie
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Abb. 163 bis 166.

ist um ebenso viel vom rechten Auflager entfernt. Man zieht
die Seilspannung 2 in Abb. 165 in beliebiger Richtung (entsprechend
der willkiirlichen Verzerrung der elastischen Linie) und schiebt 3
dazwischen. Hierauf kann der zun dem Seilpolygone gehorige
Krifteplan in Abb. 166 construirt werden, indem man die der
Griisse nach bekannte Last IT in einem passend gewihlten Maass-




o ke i B e

448 Siebenter Abschnitt., Theorie der Gewdlbe u. der durchlauf. Triige

stabe abtrigt und Parallelen zu den Seilstrahlen zieht. Da-
durch findet man die Grissen der Lasten I und III in demselbe:
Maassstabe. d. h. die Flichen der Dreicke AFG und AGE in
Abb. 164. Hiermit kennt man auch die Hshen AF und GE
dieser Dreiecke, d. h. die beiden Einspannmomente des Balkens

ert die oesuchte Schlusslinie,

und die Verbindungslinie ' I
womit die Aufgabe geliist ist..
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