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Dreizelinfes Stapifel.

Der Keael.

233. MWad it cine Seqelflide und cin Kegel?

I. Bewegt fid) ein an feinem Endpunfte O (Fig. 212)
feftaehaltener Strahl O (die Erzeugende) an einem ald
Qeitlinie L dienenden
Rreife bin, deffen Ehene
(die Grundflide F)
nidgt durc) den feften
Endpuntt O gebt, fo be-
jehreibt der Strafl eine
(Rreis-) Kegelflide,
beren ©piBe ober
Mittelpunitt der fejte
Punft O it

II. Bewegt jih) an=
ftatt bed Strahled OS
eine 1nbegrenzte Ge-
rabe in Derjelben LWeife,
jo Dejdhreibt fjie eine
aud  jwei fpmmetriz
jehen Hiilften beftehende
Doppelfegelfladye.

[II. Der bom Dder
Reqelfliche umidylofjene
Dalbbegrenzte  Raum
feift ein fegelfiir-
miger oder fonifder Fig. 212,
Paum.

IV. Der Kirper zwifhen Spite 0, Grundilide F und
dem zwijchenliegenden Kegelfldchenitiict (bem Mantel) heift
ein Regel. — Bergl. aud) Fr. 236 XIV. und XV.

Bepjde, Geometrie. 3. Aujl 19
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V. Die burd) die Spibe und den Miittelpuntt ¢ bex
Grundjladye F gelegte Gerabe OC heift die Are der Kegel:
fliche.

Jenadydem die Aye auf der Grundflade novmal, oder
fchief fteht, Heifen die Regelfliche und ber Kegel felbit gerabe,
ober jdhief. Die Holhe [l ded Kegeld ijt die Normale ON bon
der ©pige O auf die Grundjlidye F.

VI. Die Segelfliche hat ald duferfte Falle einerieitd die
Cylindexjlade (wenn OS // OA), oder die Gerade (wenn der
Grundfldchenhalbmefjer = 0), anberfeitd aber bdie Ehene
(wenn £ AOS = 90°; §r. 181 XIV.).

VIL. Durd) jeden Punkt P der Kegelflache und die Spise O
Lt fid) eine Gerade legen, weldje gany in der Kegelfliche
liegt (I.), a iu (in P*) durch die Leitlinie geht.

VIII. Di IDI](][‘!] per ©pige und der Leitlinie gelegene
Strede O [)uu eine Stegelfeite.

l,uqumuuqollnrlnumq[rmv eiten (Fr.190VL),
und alle Geiten madjen einen Winfel von der ndamlichen
®roge mit der Aye (Fr. 81 L.).

Der {chiefe Kegel ift ungleidhfeitig (Fr. 193 und 78 1L,
oder 170 /L, IV. und V.); fjeine &eiten find nur paar-
meife gletd) (Fr. 193 VIL, 80 II.), mit Audnahme der in
der Neigungsebene der Aye liegenden tleinften und groften
Seite (Fr. 192 IIL.).

234. ag verjteht man unter Centval=Projeftion ?

I. Central-Projettion (ober bier furzweg ,Pro-
jeftion”) eined Punited P (Fig. 212 und 21 3) auf Ddie
Grundfldde F heift die Spur P (Fr. 184 I11.), tworin die
purd) ben projizierten Lunft P und die Spise O gelegte
Gerade OP bdie Gurumdjliche F durchdringt. OP’ ijt bie
Projizierende.

(1. Die Spipe O it bann {treng genommen nicht projizier-
bar (Fr. 24 1).

IH. Alle anderen Puntte der durcd) die Spipe parallef
gur Grundffide I gelegten Ehene K, haben feine Projeftion
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in endlidher Cntfernmung von € in Fig. 212 (Fr. 26
205 I.).

IV. Die Projeftion eined Punfted dey Grundflide F
jallt mit bem projizierten ‘bmmu jelbit zufantmen.

V. Die Puntte innerhalb, auf, oder auferhialb ber Kegel
fliche aus O haben ihre Projeftion innerhalb, auf, oder aufer-
halb der Leitlinie L.

235, Wie fann cine Gerade gegen cine Keqeliladie licqen?

I. Jede Gevabe G in Der durch bie \‘:,I.JihL 0, Fig. 212,
mml aur Grundfliche F gelegten Ebene E, hat mit ber
Kegelflade nur die Spise, oder gar nidhtd j,clnuill und Hat
teine Projeftion in endlid)er Entfernung von ¢ (Fr. 234
ELoSELL:):

[I. Sebe burch bie ©Spie O gehende und der Grund-
{liitl"‘ I nidt allele Gerade G, bat ald Projeftion mur
einen Punit P (01 1841V., 2111.). Ziegt diefer Punft P!
innecfalh, auf, ober auferh ﬁ[[! per Leitlinie, fo liegt die
(evade G, ium‘r[}ui[’w, auf, oder auferhalb Dex S‘L(gmm([)r
(. 234 V.).

I Jever Punft P! der Grundilade F fann ald bie
Projeftion einer dburd) die Spie O gehenden Geraden G,
gelten, weldye innerhalb, auf, oder auBerhalb ber Kegelfliche
!‘L&"ﬂt f‘“."‘l.

V. Die Projeftion G einer weber durd) bdie Spige O
gefjenden (IL), nod) in der dburd) O parallel u F gelegten
Chene E, liegenden (L) Geraben G,, G, ober G, ift wieder
eine Gevade; denn alle Projizierenden liegen in der duxdh O
und die Gerade G,, G, 0dex G, beftimmten Ehene (Fr. 182 IL.),
Dicje aber fdhneidet I' muv in einer Gevaden G (Fr.185IL).

V. Wenn in IV. die Projeftion die Leitlinie fchneidet
tvie G,’, ober beriifrt wie G, ober wie G,' gar nidt trifft,
fo wird die Kegelfliche bon dex Gevaden G,, G., oder G, in
awei Punften K und Q gefdynitten, in einem Lunite
P bevithrt, over in feinem Punktte getvoffen (Fr. 234 1.
und V.).
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Jn der durd) den Bevithrungdpuntt, ober einen Schnitt-
puntt ywijden Projeftion und Leitlinie gelegten Projizievenden
fann niimlid) wegen Fr. 21 1. nur e i n Punft dex beviihrenden,
oder {djneidenden Geraden (iegen.

VI. Wirb eine Gerade durd) einen von der Spite O ver-
jdhiedenen Puntt P dev Regelflidie gelegt, fo fann fie mach
L, IL und V. nur dann gang in der Regelfliche liegen, wemn
fie aud) durc) bie Spipe geht. Bergl. Fr. 233 L

VIL Die Kegelfldce ift alfo frumm (Fr. 16 T und 121.),
Da fid) Durd) jeden ifrer (von der Spibe verdiedenen) Punfte
nur eine Gevade (IL und VL) iehen [ift, welde gany in
der Segelflache liegt.

VIII. ©djneibet die in IV. befprodhene Gexabe G, Fig. 213,
die Grundilide F in D, die durd) O pavallel zu F gelegte

Ehene E,in Dy, und jdmei-

¥ Det die burd) O gelegte

G/ Parvallele 0Q 3w G die

—— ] % Grundilide in Q, fo liegt

/ Q in Der durd) O und G

gelegten, B, in G, {dnei-
penben Ebene, alfo in bex
Projeftion G* von G (.
186 VI, XV.). Bugleid)
ferden G und G durd) D,
und Q in je jwei Strahlen
D,DY und DX, QDY' unbd
QX" zerlegt; DY und QY
jhneiden fich) in D; babei
ift QX‘ bie Projeftion von
XDy, QY die Projeftionvon
Big. 218, YD,, unb jwar QD bdie von

YD unb DY’ bie von DD,.

IX. Die jiwet Punfte Q und K, Fig. 212, in denen eine
©erade G, die Regelfliiche {dhneidet, fonmen enttweder auf der-
felbent oder auf verfdjiedenen Hilften der Doppelfegelfliche
liegen.
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S ecfteven Falle Hat Dad innerhalb der Regelfliche
liegende, begrenzte Stiit QK der Geraden G, eine endliche
Projettion Q'K'; im anbderen Falle (vergl. Fig. 216 €. 296)
hat Dad auferhalb der Kegelfldcie liegende, begrenzte Stiick
QE ber Geraden et (unendlidhe) Strahlen QX! und K'Y’
afs Projettion, wifhrend die Strede 'K’ bie Projettion der
Deiden inmerfalb der Regelfliche gelegenen Strafhlen QX
md KY ift.

X. Durd) jeden Punft P der RKegelfliche lafjen fid)
unziflige Beriihrungslinien oder Tangenten an den
Qegel Tegen (V.); Diefelben liegen aber in Der Ebene, welde
fidy burd) OPP' (Fig. 212) und die dburd) P* gehende Fan-
gente G’ ber Leitlinie fegen [GHt (Jr. 182 111.).

XI. Bon jedem Puntte B auferholb der Kegelflidye lafjen
ji) zmwet Scharen von Veriihrungslinien an Ddie
Regelfliche legen (V.), weil fich von der Projeltion B’ Ded
Punfted B zwei Tangenten B'P und BT an bie Leitlinie
fegen lafjen (Fr. 108 IL). Jebe ©dar liegt aber in einex
burd) P, bezto. T und duvc) BB gehenden Ehene.

936. Wie fann cine Ghene gegen eine Kegelfliiche liegen ?

1. Sjebe durd) dbie Spipe O, Fig. 212, gelegte, die Grund-
flache T in einer Geraden G’ fdhneidende Cbene E jdhneidet
entmeber Die Regeliliche in jwei Geraben OQ' und OK’,
ober Deriifhrt diefelbe in einer Geraden OP, oder hat
blof Die ©pie O mit der Kegelflacde gemein, wenn die
(a8 Projeftion von E aufzufafiende) Spur G' die Leitlinie
in Q und K femeidet, in P* berithrt, ober gar nicht frifft
(. 83).

II. Jeber die Are A enthaltende ebene Sdynitt POK
(Hauptidnitt) befteht aud zwei Kegeljeiten, twelde burd)
die 3wei Endpuntte P und K' dedfelben Grundilichendurd-
mefjers P'K’ geben (Fr. 48 IL.).

111, Durd) jeden Punft P in der Kegeljlache fann man
eine, durd) jeden Punft B auperhalb dev Kegelfliiche 3iwet
Berithrungsebenen an die Kegelfliice legen (Jr. 235 X.
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und XIL.). Die Projettion jeder Veriihrungsebene Dexiift
die Leitlinie (I.).

IV. ®ie burd) die Spite O gefende, der Grinbdjlide F
pavallele €bene B, befigt feine Projeftion in endlicher
Cnifernung von ¢ und fat mit der Regelflache nur die
©pige O gemein (Fr. 284 1L, IIL.).

V. Jede nidht durd) bie Spige O gehende, der Grund-
flidge F pavallele Cbene B, (Jig. 214) {dneidet die G-
geugende in allen Lagen derfelben;
ibr Sdnitt mit dev Kegeliliche
ift aljo eine gefchlofjene Qinie wnd
liegt in einer und derfelben $Hiilfte
be3 Doppelfegels. Alle Puntte P
Des Sdmitted find in gleicher
Entfernung bon dem Puntte C,
worin die Snittebene die Aye A
trifft; Denn weil C,P//CP* (.
206 IL), fo ift Q,P:C,0 =
CP': CO (Fr. 148 1.); die Grife
over Strede C,P ift alfo nidht von
ber Lage des Punftes P abhingig

ba ja C,0, CP' wnb CO fitv alle Puntte P diejelbe Liinge
haben.

Daber ift dev Schnitt ein Kreisd (Fr. 47 11.). Der Halb-
mejjer C,P Ddiefed Rreifed verhilt fich aum Halbmeffer CF
Dex Grundiliche, mwie dex durdy die Sdnittebene B, erzeugte
obere Abfdnitt OP, OC,, ober ON, einer Segeljeite OP’, dex
Axe OC, ober ber Hihe ON ur gangen Kegelieite, Axe, oder
Hishe (Fr. 148 L.).

VI Jebe duvd) irgend sivei Qegelfeiten gelegte Ghene B
{chneidet jene Pavalleljhnittebene B, und die Grundfftiche in
et pavallelen (Fr. 205 I1.) Sehnen (beztw. nach II. in
atwei parallelen Durdymeffern), welde jich) (Fr. 148 1) eben=
falld tie die Halbmefjer Ded Paralleljchnittsd wnd der Grund-
flidhe (V.) verhalten.

(&heme En |
g G 1
1t B

i.m
i&vgi: Dt
einegeidlo]
(in Hig. 21
fih Dbet

fuchung alé
(bexgl. gt. -

-

IX. Jm
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VII. ©dneidet eine nidt durd) die Spike O qehenbde
Ghene B, (Fig. 215 wmd 216) die ®rundiliche F in ber
Spur G, fo jind mur die drei Fille u unterjcheiden, ob eine
sit B, parallel ourd) die Spipe O gelegte Ebene E blof bie
©pite, blof eine Geradbe OFY, oder jwei Gerade OJ uno Q%
mit der Regeliliche gemein Hat (1.).

VIIL Smoexftecen Falle in VIL jchneidet die Sdynitt=
ebene B, alle Qegelfeiten (Fr. 206 IV.), und Fwav alle in
derfelben Hiilfteded Toppel=
fegel3, weil die andere Hi
gang auf ber L, en 1
gefepsten Seite Dex Ebene B
liegt; Der Sdmitt it alfo -
einegefchlofjene Linie TPQE =
(in Fig. 215) unt
fig bei e
juchung ald ewme ipfe
(vergl. Hr. 224 VIIL ).

IX. Sm zweiten Falle
in VII. ijt bie Sdynittebene
E, 3 einex Beriihrungsd-
ebene parallel (1.), aljo aud)
au Dex Detrefjenven SRez Sl
vilbrungslinie OP' (8. | |
205 1.), aber blof Ddiefer | s
einert egelfeite; alle an= & 4
deren Qegelfeiten iverben
gejdgnitten und wieder alle

511

auj der nimliden Seite
pon B, 0. §. in Dexfelben

%ig. 215.

Regelhilite (Fr. 206 1V.),

Ser Sdnitt AUB (Big. 216 ©. 296) it aber feine ge-
- . . - i 'I o pey -~ 1

jdhlojjene Xime, jonbern ereift fid) ald eine Parabel

(vexgl. Katechizmud ver Raumberedhnung. 3. Aufl. &. 55;

Qatech. d. analptijchen Geometrie, ©. 167). Die Grund=
)

jlicche F wird hier von B, in einer Gevaben AB gefdnitten,
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welde ur Tangente des Punttes P* der Leitlinie parallef ijt
(L und Fr.205 1L.).

X. Jm oritten Falle in VII. endlich ift bie Sdnittebene
E. 3u 3wei Kegelfeiten 0J und OZ, Fig. 216, pavallel, jchneidet
wieder alle anbeven Keqelfeitent
(Fr. 206 IV.), aber einige in
Der einen, die anberen in Der
stoeiten Segelfldchenhilfte, je-
nadhdbem die von O aud der
Grunbdflidye zugervandte Hilfte
ber eite mit der Schnitt-
ebene B, auf berfelben, ober
auf entgegengejehten Seiten
fener burd) die Spige gelegten
Larallelebene E gur Sdnitt-
fliche E, liegt; Der Sdnitt
bejteht aud zwei fid) nidht
fdlieBenben Jeigen CVD unbd
CyV,Dy, und Deifit eine Hy-
pexbel (vgl. Kated). d. analyt.
Geometrie, ©.152). Die Spur
Der Ehene ZOJ in F ijt zu der
Spur CD bont B, in F pavallel
(Br. 205 1L).

Wmgefehrt ift jede die Deiden Regelhilften (chneidende
Eberte I, pavallel zu ben beiben Geiten OJ und OZ, in
telden eine pavallel jur Sdnittflide B, durd) die Spite
gelegte Cbene I die Kegelflidhe jdneibdet.

XI. Unbdere ebene Regelidynitte, ald Rreis, Ellipfe,
Pavabel und Hyperbel, giebt ed nicht; diefe Linien bilden
eine abgefdhlofjene Gruppe. Die Pavabel erfdjeint al3
Bwijdenglied gwifden Ellipfe und Hyperbel.

XII. Bei jeder {chiefen Kreidlegelflice ift ein (nidht duvd
bie ©pie O gehenber) Novmaljdhnitt jur Aze eine Cllipfe
(VIIL).
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Wegen Fr. 73 VIIL geht aber die Aye ded {dhiefen Rreid
fegels nidyt durd) den Mittelpunit der Ellipfe.

XII, Qeber jdyiefe Rreisfegel [dht fid) als eint
geraber efliptijder Kegel aufjajjen.

Die Aye diefed elliptijchen Kegeld liegt in Dev Ebene ded
Reigungswinteld (Fr. 192 1.) der Aye ded {dhiefen Rreid-
fogeld gegen Deffen Grundilache und BHalbiert den Wintel,
unter weldjem fich die in diefer Ehene liegenden beiden Geiten
fdmeiden (vgl. Fig. 53 &. 63).

XIV. Der Kegel entfteht durd) die ftetige Betvegung eined

ftets zu fich felbit parallel Dleibenden Qreifed, wenn defjen

Mittelpuntt nicht ausd der Axe A Hevaudriict und fein Halb-
mefjer fidy jo, wie e V. verlangt, jtetig dnbert.

XV. Der gerade Segel wird aud) durd) ftetige Bemwegung
eined vechtwinfeligen Dreieds OCP’ (Fig. 217) um die eine
Qathete OC erzengt (Fr. 181 XIV).

Qo

237, TWad ift ein Keeljtwmpf?

. Der {brper, weldher von der Grundildde F, etnem (in
berjelben Regelflidenpiljte gelegenen) Ravalleljdynitte £ zu
{6t und dem iwijdhentiegenden Kegel-
flachenftitct (Dem M antel) begrenst
yoicD, heifit ein abgeftupter Kegel
pber ein Regelftumpf; bie Ent:
fernung h feiner Beiden parallelen
®Grundfldden F und f it feine
Hibhe.

1. Der gerabde Kegeljtumbf
(Fig. 217) fann duvd) die Um-
drefhung eined Trapezed PC,CP’ ent=
fteben, Deffen Pavalleljeiten C,P
und CP' auf ber Geite CC;, um
welche die Umbrefung exfolgt, fent:
recdht ftefen (Fr. 181 XIV.).

L Hat der Kegelftumpf, Defjen Grundflicge T umd
Abftupungsilade £ Sreife vom Halbmefjer r, wnd r, wnd bent
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Umfingen u, ind u, find, die Hohe h, wihrend die abgefdinittene
@bibe die Hile z hatte, ift ferner v dev Halbmefjer und u dex
Umfang bc% iu pex Meitte der Hohe h (aljo in der Entfernung
Zn, — z—-+h bon bm ©pite 0) gelegten ‘,].samlic (jchmit tué%,
jo findet mh aud Jr. 236 V. 7.1mm[ ftrg:ry, =2:(h-+2)
und r:v; = ($ h-{-2): (h—2z); hievaud mguht nd) (eicht:

L L e R

al',

Ty =T, =14 - —— .
' "h-fz h-z

Damn it aber u=2mr = a(r, - i',,:}: 1 (0, 1)

258, Wie grof ijt der Seqelmantel?
I. Aud) der Kegelmantel MLi§t fich (wegen Fr. 2 236 111.)

auf einer Ebene abwideln, — Vgl. Fr. 225 1.

II. Beim um\m ﬁqul bom Halbmejjer CU = R und
ver Hohe OC = H, Fig. 217, exhilt man (Fr. 233 VIIL)
einen freidaudjhnitt, defjen Halbmefjer dev Kegeljeite OU

— 5 = |/ R*--H* und dejjen Bogen bder Leitlinie I —
27R gleidht; nlm 11 umh BE GOV M — Mg —
R8s, — :l“ql 35\. ' 0
III. Der Mantel Ded Mi_‘;ivfrar Regeld ift fein RKreidaus-
{dhmitt (Fr. 283 VIIL).
IV. Der ‘JJmnhl M be3 geraben Segelftumpfes

(?\1. 237), defjen Seite PP'— 5 — OP' — OP = 5, — 5,
ift, hat Den Snl}ﬁit M= ;8 — 3ugse = (18, — ro8,)-
Nach Fr. 286 V. ift aber s,: 8, = r:1y; daber audy

(84 fﬁ,‘,):n‘,r(rl -1y) ¢ 1,1111“H1mqu1 (\l 37 I1I.) weiter:
M=:; S;(lt — 1) 1y = sy 1) (1, — 1) i1y
ity —-1p) (8 — &) = % (u,—}ug)s = us.
&3 (dpt Id} alfo ber Mantel dicjed Stumpied tie ein
Trapey (Fr. 177 IX.) berechnen. BVgl. Fr. 179 XII,

239, Wie grop ijt der Jnbhalt ded Keqeld?
I. Begen Fr. 236 V. und 229 IV, dnbern fich bet einem
Regel vom Halbmeffer R die der Grundflide F = =R’
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pavallelen Querjcdnitte genaut fo tote et einer Pyramide von
ber ndmlichen Hohe H und einer gleichgrofen Grundflache.
Nach Fr. 227 I\ Iat Dabex M qu Denfelben Jnfhalt (
toie diefe Biramibde, d. §. nad) Fr. 232 IV, ijt:
— JFH = 1xHR%
II. Dex \mu(mtmm \8’1 ‘_’J‘) lmt nad) Fr. 232 VI. den

SJnhalt A= 1L(F - V Ff—-f), woral mt hnady Fr.179 1L
mweiter ergiebt: A=—-1zh(r] +1 I,
Biersehntes Sapitel.

Die Hugel.

240. Wasd ijt eine KSugelflide und eine Kugel?

I. Die Kugelflade enthalt alle Punfte P bed Raumes,
weldje in gleigem Abjtande bon eimem Punfte M (dem
Wittelpuntte) liegen. Diefe unverinderliche Cntfernung
MP = R 0eifst der Halbmejfer ber Sugel.

II. Bwei \mibm(ml, deven jeder die Verldngerung desd
anderen bildet, geben einen Durdymejjer D = 2R. Vgl
&r. 48 1II.

III. Dafer find alle Halbmefjer und alle Durchmefjer

per Rugelfldche lmtc i) gleidh.

IV. Wird ein Halbtreid FOP, (Fig- 218 &.300) um
feinen fc]’t[irgenbcu D wdymeffer FP, gedreht, bid ex wieder in
feine anfingliche Lage fommt, fo bejdjreibt ex wegen Fr. 47 IL.
eine volle Qugeljliche.

Die Kugelf imhc ijt demmnad) eine gefd)loffene Flache;
ber Mittelpuntt M liegt innerhalb ﬁuu[bm.

Die mmmmu ijt ber geometrifdje Drt (vgl. Jr. 74
XVIL) eined Sreifed von gegebenem Halbmefjer und bon
Um‘ge]’t}mhumm Mittelpuntte. Vergl. Fr. 242 VL

V. Der von einer Rugelflache umichlofjene Kbrper Heift
eine Kugel.
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