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"Dreizehntes Hapitei .

Der Kegel .

233. Was ist eine Kegelfläche und ein Kegel?
I . Bewegt sich ein an seinem Endpunkte 0 (Fig. 212)

sestgehaltener Strahl 08 (die Erzeugende ) an einem als
Leitlinie 0 dienenden
Kreise hin , dessen Ebene
(die Grundfläche 10
nicht durch den festen
Endpunkt 0 geht, so be¬
schreibt der Strahl eine
( Kreis - ) Kegelfläche,
deren Spitze oder
Mittelpunkt der feste
Punkt 0 ist.

II . Bewegt sich an¬
statt des Strahles 08
eine unbegrenzte Ge¬
rade in derselbenWeise,
so beschreibt sie eine
aus zwei symmetri¬
schen Hälften bestehende
Doppelkegelfläche.

III . Der von der
Kegelfläche umschlossene
halbbegrenzte Raum
heißt ein kegelför¬
miger oder konischer
Raum.

IV . Der Körper zwischen Spitze 0, Grundfläche V und
dem zwischenliegenden Kegelflächenstück (dem Mantel ) heißt
ein Kegel . — Vergl . auch Fr. 236 XIV . und XV.

Zetzsche , Geometrie. 3. Aufl.

Fig . 212 .
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290 Dreizehntes Kapitel. Fr . Lgg—SS4.

V . Die durch die Spitze und den Mittelpunkt 0 der
Grundfläche L gelegte Gerade 00 heißt die Axe der Kegel¬
fläche .

Jenachdem die Axe auf der Grundfläche normal , oder
schief steht, heißen die Kegelfläche und der Kegel selbst gerade ,
oder schief. Die Höhe II des Kegels ist die Normale 0X von
der Spitze 0 auf die Grundfläche Id.

VI . Die Kegelfläche hat als äußerste Fälle einerseits die
Cylinderfläche (wenn 08 // 0^ ) , oder die Gerade (wenn der
Grundflächenhalbmesser — 0) , anderseits aber die Ebene
(wenn ^ V08 ^ 90°

; Fr. 181 XIV .) .
VII- Durch jedenPunktL der Kegelfläche und die Spitze 0

läßt sich eine Gerade legen , welche ganz in der Kegelfläche
liegt (I .) , also (in L ') durch die Leitlinie geht.

VIII. Die zwischen der Spitze und der Leitlinie gelegene
Strecke OL' heißt eine Kegelseite.

Der geradeKegel hat lauter g l e i ch e S e i t e n ( Fr. 19 0 VI . ) ,
und alle Seiten machen einen Winkel von der nämlichen
Größe mit der Axe (Fr . 81 I .) .

Der schiefe Kegel ist ungleichseitig (Fr. 193 und 7811 .,
oder 170 ^1. , IV . und V . ) ; seine Seiten sind nur paar¬
weise gleich (Fr. 193 VII . , 80 II . ) , mit Ausnahme der in
der Neigungsebene der Axe liegendenkleinsten und größten
Seite (Fr. 192 III . ) .

234. Was versteht man unter Ccntral-Projektion ?
I . Central - Projektion (oder hier kurzweg „ Pro¬

jektion " ) eines Punktes L (Fig . 212 und 213) auf die
Grundfläche Id heißt die Spur I" (Fr. 184 III .) , worin die
durch den projizierten Punkt Lund die Spitze 0 gelegte
Gerade OL die Grundfläche L durchdringt . OL ' ist die
Projizierende .

II . Die Spitze 0 ist dann streng genommen nicht projizier¬
bar (Fr . 24 I .) .

III . Alle anderen Punkte der durch die Spitze parallel
zur Grundfläche L gelegten Ebene L» haben keine Projektion
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in endlicher Entfernung von 0 in Fig . 212 ( Fr . 26 ;
205 I .) .

IV . Die Projektion eines Punktes der Grundfläche l?
fällt mit dem projizierten Punkte felbst zusammen .

V . Die Punkte innerhalb , auf , oder außerhalb der Kegel¬
fläche aus 0 haben ihre Projektion innerhalb , auf , oder außer¬
halb der Leitlinie 6 .

235 . Wie kann eine Gerade gegen eine Kegelfliichc liegen ?
I . Jede Gerade 0 in der durch die Spitze 0 , Fig . 212 ,

parallel zur Grundfläche l? gelegten Ebene Lo hat mit der
Kegelfläche nur die Spitze , oder gar nichts gemein und hat
keine Projektion in endlicher Entfernung von 6 (Fr . 234
II , III .) .

II . Jede durch die Spitze 0 gehende und der Grund¬
fläche I? nicht parallele Gerade 6 , hat als Projektion nur
einen Punkt (Fr . 184IV , 2111 .) . Liegt dieser Punkt
innerhalb , auf , oder außerhalb der Leitlinie , so liegt die
Gerade 6 » innerhalb , auf , oder außerhalb der Kegelfläche
(Fr . 234 V .) .

III . Jeder Punkt I " der Grundfläche I ' kann als die
Projektion einer durch die Spitze 0 gehenden Geraden 6 ,
gelten , welche innerhalb , auf , oder außerhalb der Kegelfläche
liegt (II .) .

IV - Die Projektion 6 ' einer weder durch die Spitze 0
gehenden (II .) , noch in der durch 0 parallel zu ie gelegten
Ebene Lo liegenden (I .) Geraden 6 , , 6 -- oder 6 z ist wieder
eineGerade ; denn alle Projizierenden liegen in der durch 0
und die Gerade 6 t» 6 », oder 6 z bestimmten Ebene (Fr . 182II .) ,
diese aber schneidet I" nur in einer Geraden 6 ' (Fr . 185II .).

V . Wenn in IV . die Projektion die Leitlinie schneidet
wie Ost, oder berührt wie 6 st , oder wie 6 z

'
gar nicht trifft ,

so wird die Kegelfläche von der Geraden 6 , , 62 , oder 6 z in
zwei Punkten IV und H geschnitten , in einem Punkte
? berührt , oder in keinem Punkte getroffen (Fr . 234 I .
und V .) .

IS«
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In der durch den Berührungspunkt , oder einen Schnitt¬
punkt zwischen Projektion und Leitlinie gelegten Projizierenden
kann nämlich wegen Fr . 211 . nurein Punkt der berührenden ,
oder schneidenden Geraden liegen .

VI . Wird eine Gerade durch einen von der Spitze 0 ver¬
schiedenen Punkt ? der Kegelfläche gelegt, so kann sie nach
I ., II . und V. nur dann ganz in der Kegelfläche liegen, wenn
sie auch durch die Spitze geht. Bergt . Fr . 233 I.

VII . Die Kegetfläche ist also krumm (Fr . 161 . und 121 .) ,da sich durch jeden ihrer (von der Spitze verschiedenen ) Punkte
nur eine Gerade (II . und VI .) ziehen läßt , welche ganz in
der Kegelfläche liegt.

VIII . Schneidet die in IV . besprochene Gerade 6 , Fig . 213 ,
die Grundfläche I? in 0 , die durch 0 Parallel zu I? gelegte

Ebene 1-̂ in 1),„ und schnei¬
det die durch 0 gelegte
Parallele OH zu 0 die
Grundfläche in H , so liegt
H in der durch 0 und 6
gelegten , in schnei¬
denden Ebene , also in der
Projektion 0 ' von 6 (Fr .
186 VI . , XV.) . Zugleich
werden 6 und 0 ' durch 0 »
und H in je zwei Strahlen
O->VV und DoX , HOV und
HX' zerlegt ; Î V und HV
schneiden sich in v ; dabei
ist HX' die Projektion von
Xvo,HV die Projektion von
Vvo , und zwar HO die von
Vv und VV die von 00 ».

IX . Die zwei Punkte H und X , Fig . 212 , in denen eine
Gerade (si die Kegelfläche schneidet , können entweder auf der¬
selben oder auf verschiedenen Hälften der Doppelkegelfläche
liegen.

Fig . 2is.
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Im elfteren Falle hat das innerhalb der Kegelfläche
liegende , begrenzte Stück der Geraden 6 , eine endliche

Projektion AL '
; im anderen Falle ( vergl . Fig . 216 S . 296 )

hat das außerhalb der Kegelfläche liegende , begrenzte Stück

HL der Geraden zwei (unendliche ) Strahlen AX ' und Li "

als Projektion , während die Strecke AL die Projektion der
beiden innerhalb der Kegelfläche gelegenen Strahlen (jX
und LV ist .

X . Durch jeden Punkt 8 der Kegelfläche lassen sich

unzählige Berührungslinien oder Tangenten an den

Kegel legen (V .) ; dieselben liegen aber in der Ebene , welche

sich durch 0 ? ? ' (Fig . 212 ) und die durch I" gehende Tan¬

gente 62 ' der Leitlinie legen läßt (Fr . 182 III .) .
XI . Von jedem Punkte 8 außerhalb der Kegelfläche lassen

sich zwei Scharen von Berührungslinien an die

Kegelfläche legen (V .) , weil sich von der Projektion 8 ' des

Punktes 8 zwei Tangenten 8 '? ' und 8 '8 ' an die Leitlinie

legen lassen (Fr . 103 II .) . Jede Schar liegt aber in einer

durch 8 '
, bezw . 1" und durch 88 ' gehenden Ebene .

236 . Wie kann eine Ebene gegen eine Kegclfliiche liegen ?

I . Jede durch die Spitze 0 , Fig . 212 , gelegte , die Grund¬

fläche 8 in einer Geraden 0 ' schneidende Ebene L schneidet
entweder die Kegelfläche in zwei Geraden 0A und OL ,
oder berührt dieselbe in einer Geraden 08 '

, oder hat

bloß die Spitze 0 mit der Kegelfläche gemein , wenn die

(als Projektion von 8 aufzufassende ) Spur 6 ' die Leitlinie

in A und L schneidet , in 8 ' berührt , oder gar nicht trifft

(Fr . 83 ) .
II . Jeder die Axe enthaltende ebene Schnitt 8 '0L

(Hauptschnitt ) besteht aus zwei Kegelseiten , welche durch
die zwei Endpunkte 8 ' und L desselben Grundflächendurch¬
messers 8 'L gehen (Fr . 48 II .) .

III . Durch jeden Punkt 8 in der Kegelfläche kann man

eine , durch jeden Punkt 8 außerhalb der Kegelfläche zwei

Berührungsebenen an die Kegelfläche legen (Fr . 235 X .
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und XI . ) . Die Projektion jeder Berührungsebene berührt
die Leitlinie (I .) .

IV . Die durch die Spitze 0 gehende , der Grundfläche I?
parallele Ebene 0 « besitzt keine Projektion in endlicher
Entfernung von 6 und hat mit der Kegelfläche nur die
Spitze 0 gemein ( Fr . 234 II . , III . ) .

V . Jede nicht durch die Spitze 0 gehende , der Grund¬
fläche I? Parallele Ebene Ich (Fig . 214 ) schneidet die Er¬

zeugende in allen Lagen derselben ;
ihr Schnitt mit der Kegelfläche
ist also eine geschlossene Linie und
liegt in einer und derselben Hälfte
des Doppelkegels . Alle Punkte ?
des Schnittes sind in gleicher
Entfernung von dem Punkte 0 „
worin die Schnittebene die Axe L,
trifft ; denn weil 0, ? //0k ' (Fr .
205 II .) , so ist 0, ? -. 0 -0 ^
6 ? '

: 60 (Fr . 148 I .) ; die Größe
der Strecke 0, ? ist also nicht von
der Lage des Punktes ? abhängig ,da ja 0,0 , 01 " und 00 für alle Punkte ? dieselbe Länge

haben .

Daher ist der Schnitt ein Kreis ( Fr . 47II . ) . Der Halb¬
messer 0, ? dieses Kreises verhält sich zum Halbmesser 01"
der Grundfläche , wie der durch die Schnittebene Ich erzeugte
obere Abschnitt 0 ? , 00 „ oder <M , einer Kegelseite 01 "

, der
Axe 00 , oder der Höhe OH zur ganzen Kegelseite , Axe , oder
Höhe (Fr . 148 I .) .

Ng . SI4 .

VI . Jede durch irgend zwei Kegelseiten gelegte Ebene 0
schneidet jene Parallelschnittebene Ich und die Grundfläche in
zwei parallelen (Fr . 205 II .) Sehnen (bezw . nach II . in
zwei parallelen Durchmessern ) , welche sich (Fr . 1481 .) eben¬
falls wie die Halbmesser des Parallelschnitts und der Grund¬
fläche (V . ) Verhalten .
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VII . Schneidet eine nicht durch die Spitze 0 gehende
Ebene U? (Fig. 215 und 216 ) die Grundfläche I? in der
Spur 0 '

, so sind nur die drei Fälle zu unterscheiden, ob eine
zu Lz parallel durch die Spitze 0 gelegte Ebene L bloß die
Spitze , bloß eine Gerade 0? '

, oder zwei Gerade 0,1 und 02
mit der Kegelfläche gemein hat (I .).

VIII . Im ersteren Falle in VII . schneidet die Schnitt¬
ebene Lz alle Kegelseiten (Fr . 206 IV.) , und zwar alle in
derselben HälftedesDoppel¬
kegels, weil die andere Hälfte
ganz auf der l^ entgegen¬
gesetzten Seite der Ebene L
liegt ; der Schnitt ist also ?
einegeschlosseneLinieD ?OL
(in Fig . 215) und erweist )
sich bei weiterer Unter¬
suchung als eine Ellipse
(vergl. Fr . 224 VIII .) . M

IX . Im zweiten Falle
in VII. ist die Schnittebene
Lz zu einer Berührungs¬
ebeneparallel (l .) , also auch
zu der betreffenden Be¬
rührungslinie 0? ' ( Fr.
205 I .) , aber bloß dieser
einen Kegelseite ; alle an-
deren Kegelseiten werden
geschnitten und wieder alle
auf der nämlichen Seite ^
von U , d . h . in derselben
Kegelhälfte (Fr . 206 IV .) ,

Wg . SIS .

der Schnitt ( Fig. 216 S . 296) ist aber keine ge¬
schlossene Linie , sondern erweist sich als eine Parabel
(vergl . Katechismus der Raumberechnung . 3 . Aufl . S . 55 ;
Katech . d . analytischen Geometrie , S . 167 ) . Die Grund¬
fläche I? wird hier von U? in einer Geraden ^ 8 geschnitten ,
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welche zur Tangente des Punktes 1^ der Leitlinie parallel ist
(I . und Fr. 205 II .) .

X . Im dritten Falle in VII. endlich ist die Schnittebene
Lz zu zwei Kegelseiten 01 und 02 , Fig . 216 , parallel , schneidet

wieder alle anderen Kegelseiten
(Fr . 206 IV . ) , aber einige in
der einen , die anderen in der
zweiten Kegelflächenhälfte, je-
nachdem die von 0 aus der
Grundfläche zugewandteHälfte
der Seite mit der Schnitt¬
ebene Hz auf derselben, oder
ans entgegengesetzten Seiten
jener durch die Spitze gelegten
Parallelebene I-i zur Schnitt¬
fläche liegt ; der Schnitt
besteht aus zwei sich nicht
schließenden Zweigen OVO und
0,V,v, , und heißt eine Hy¬
perbel (vgl. Katech . d . analyt .
Geometrie , S . 152) . Die Spur
der Ebene 201 in I" ist zu der
Spur 00 von Oz in I? Parallel
(Fr. 205 II . ) .

Umgekehrt ist jede die beiden Kegelhälften schneidende
Ebene L Parallel zu den beiden Seiten 01 und 02 , in
welchen eine parallel zur Schnittfläche 1̂ durch die Spitze
gelegte Ebene L die Kegelfläche schneidet .

XI. Andere ebene Kegelschnitte , als Kreis , Ellipse ,
Parabel und Hyperbel , giebt es nicht ; dieseLinien bilden
eine abgeschlossene Gruppe . Die Parabel erscheint als
Zwischenglied zwischen Ellipse und Hyperbel .

XII . Bei jeder schiefen Kreiskegelflächeist ein (nicht durch
die Spitze 0 gehender) Normalschnitt zur Axe eine Ellipse
(VIII.) .
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Wegen Fr. 73 VIII. geht aber die Axe des schiefen Kreis¬
kegels nicht durch den Mittelpunkt der Ellipse .

XIII . Jeder schiefe Kreiskegel läßt sich als ein
gerader elliptischer Kegel auffassen.

Die Axe dieses elliptischen Kegels liegt in der Ebene des
Neigungswinkels (Fr. 192 I . ) der Axe des schiefen Kreis¬
kegels gegen dessen Grundfläche und halbiert den Winkel,
unter welchem sich die in dieser Ebene liegenden beiden Seiten
schneiden ( vgl. Fig . 53 S . 63) .

XIV . Der Kegel entsteht durch die stetige Bewegung eines
stets zu sich selbst parallel bleibenden Kreises , wenn dessen
Mittelpunkt nicht aus der Axe X herausrückt und sein Halb¬
messer sich so , wie es V . verlangt, stetig ändert.

XV. Der gerade Kegel wird auch durch stetige Bewegung
eines rechtwinkeligen Dreiecks 001" (Fig. 217) um die eine
Kathete 00 erzeugt (Fr. 181 XIV ).

237. Was ist ein Kegelstumps?
I . Der Körper , welcher von der Grundfläche V , einem (in

derselben Kegelflächenhälfte gelegenen ) Parallelschnitte 1 zu
ihr und dem zwischenliegendenKegel¬
flächenstück (dem Mantel ) begrenzt
wird , heißt ein ab gestutzter Kegel
oder ein Kegelstumpf ; die Ent¬
fernung ll seiner beiden parallelen
Grundflächen V und 1 ist seine
Höhe .

II . Der gerade Kegelstumpf
(Fig. 217 ) kann durch die Um¬
drehung eines Trapezes 00,01" ent¬
stehen , dessen Parallelseiten 0,0
und 00 ' auf der Seite 00, , um
welche die Umdrehung erfolgt , senk¬
recht stehen (Fr . 181 XIV .) .

III. Hat der Kegelstumpf , dessen Grundfläche 0 und
Abstutzungsfläche k Kreise vom Halbmesser r, und i-„ und den

o

Ng . 217 .
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Umfängen u , und n<, sind , dieHöhe b , während die abgeschnittene
Spitze dieHöhe 2 hatte , ist ferner r der Halbmesser und u der
Umfang des in der Mitte der Höhe Ir (also in der Entfernung

— 2 - st ^ ll von der Spitze 0 ) gelegten Parallelschnittes ,
so findet sich aus Fr . 236 V. zunächst r-g -. r , — 2 -. ( ll - str )
und r : r , — Ii - st 2) : ( Ir - st 2) ; hieraus ergiebt sich leicht :

i i 2r , r, (ll -st llr)r , - st r„ r, - st —
^

— st- .
' - ^ ^ 2r .

Dann ist aber u — 27rr — 7r(r , - st i-g) — 1, (u , - st Ug).

238 . Wie groß ist der Kegelmantel ?
I . Auch derKegelmanteldl läßt sich (wegen Fr . 236III .)

auf einer Ebene abwickeln . — Vgl . Fr . 225 I.
II . Beim geraden Kegel vom Halbmesser OU — k und

der Höhe 00 — U , Fig . 217 , erhält man (Fr . 233 VIII .)
einen Kreisausschnitt , dessen Halbmesser der Kegelseite 011
— s — s/ U? - st 11^ und dessen Bogen der Leitlinie U —
27rU gleicht ; daher ist nach Fr . 179 VIII . 21 — —
7iR8 . — Vgl . Fr . 230 II .

III . Der Mantel des schiefen Kegels ist kein Kreisaus¬
schnitt (Fr . 233 VIII .) .

IV . Der Mantel 21 des geraden Kegelstumpfes
(Fr . 237 ) , dessen Seite s ^ Ok ' — 0 ? 8, — 8»
ist, hat den Inhalt 21 — ^ « ,8 , — ^ u»8o — A ( r,8 , — rg8g) .

Nach Fr . 236 V. ist aber 8g : 8 > — i-g : r, ; daher auch
(3, — 8g) : 8 , — (r , — i-g) : r , und (wegen Fr . 237III . ) weiter :

LI — 778,(rst — rst) : r , — 778 , (1-, - st r„) (r , — r„) : r,
— 7r(r, - st r») (8, — 8g) — ^ (u , - stug) 8 — U8.

Es läßt sich also der Mantel dieses Stumpfes wie ein
Trapez (Fr . 177 IX .) berechnen . Vgl . Fr . 179 XII .

239. Wie groß ist der Inhalt des Kegels ?
I . Wegen Fr . 236 V . und 229 IV . ändern sich bei einem

Kegel vom Halbmesser R die der Grundfläche k' —
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parallelen Querschnitte genau so wie bei einer Pyramide von
der nämlichen Höhe II und einer gleichgroßen Grundfläche .

Nach Fr . 227 IV . hat daher der Kegel denselben Inhalt 0
Wie diese Pyramide , d . h . nach Fr . 232 IV . ist :

II . Der Kegelstumpf (Fr . 237 ) hat nach Fr . 232 VI . den

Inhalt ^ t, ( I? - s- s/lll - j- k) , woraus sich nach Fr . 17 9II .
weiter ergiebt : ll (r ^ - s- r,n - s- r/ ) .

Vierzehntes Hapitel.

Die Kugel .
240 . Was ist eine Kugelfläche und eine Kugel ?

I . Die Kugelfläche enthält alle PunkteL des Raumes ,
welche in gleichem Abstande von einem Punkte LI (dem
Mittelpunkte ) liegen . Diese unveränderliche Entfernung
Ul ? — L heißt der Halbmesser der Kugel .

II . Zwei Halbmesser , deren jeder die Verlängerung des
anderen bildet , geben einen Durchmesser o — 2R . Vgl .
Fr . 48 II .

III . Daher sind alle Halbmesser und alle Durchmesser
der Kugelfläche unter sich gleich.

IV . Wird ein Halbkreis l?0 ? 2 (Fig - 218 S . 300 ) um
seinen festliegenden Durchmesser gedreht , bis er wieder in

seine anfängliche Lage kommt , so beschreibt er wegen Fr . 47II .
eine volle Kugelfläche .

Die Kugelfläche ist demnach eine geschlossene Fläche ;
der Mittelpunkt U liegt innerhalb derselben .

Die Kugelfläche ist der geometrische Ort (vgl . Fr . 74
XVII . ) eines Kreises von gegebenem Halbmesser und von

vorgeschriebenem Mittelpunkte . Vergl . Fr . 242 VI .
V . Der von einer Kugelfläche umschlossene Körper heißt

eine Kugel .
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