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15. Die Normalverteilung
15.1. Problemstellung

Jakob Bernoulli (1655-1705) konnte in seiner erst 1713 gedruckten Ars Conjectandi
als erster exakt beweisen, daBl die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die relative
Haufigkeit H,(A4) eines Ereignisses A4 sich um weniger als ein festes ¢ von der
Wahrscheinlichkeit P(4) unterscheidet, gegen | konvergiert. Er machte jedoch
noch kemen Versuch, die Wahrscheinlichkeit P(|H, — P(A)| < &) numerisch zu
bestimmen oder wenigstens fiir groBe n angenihert zu berechnen. Erst Abraham
de Moivre (1667-1754) gelang es 1733, fiir den Fall P(A4) = I einen Grenzwert-
satz in dieser Richtung zu beweisen. Er zeigte u.a. in einer nur an wenige Freunde
vertellten 7seitigen Druckschrift (Bild 277.1), die er 1738 auf englisch in die

: & . | i3 ,
2. Auflageseiner Doctrineof Chancesaufnahm,da P(| H, — —| < —=) = 0,682688
P i n

ist, falls » unendlich groB wird, und daB man diesen Wert als gute Niiherung bei
hinreichend grollen » nehmen darf. Als Beispiel nimmt er » = 3600 und be-
hauptet, daB dann also P(|Higo0 — 3| =< 135) ~ 0,682688 gilt*. AbschlieBend
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" Aufder Rechenanlage der Baverischen Akademie der Wissenschaften errechnete man
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bemerkt er, dall die Verallgemeinerung auf p + 4 leicht sei. Die Richtigkeit
seiner Behauptung lieB er — so 1755 sein Biograph Matthew Maty — durch Ver-
suche tiberpriifen.

De Moivre gewann diese Erkenntnisse, indem er — in unserer Sprechweise — fiir
die Anzahl X der Treffer in einer Bernoulli-Kette von erheblicher Linge n mit

der Trefferwahrscheinlichkeit p = 3 und der Standardabweichung ¢ = l/npg =

- - - . a E " =
——H n die Wahrscheinlichkeit P(|H,—p| < = ) abzuschitzen suchte. Sein wesent-
lich neuer Gedanke bestand darin, als Schranke ¢ die von ihm modulus genannte

: . ag : . » . S i
Standardabweichung = der ZufallsgroBe H, bzw. ein Vielfaches davon zu wiihlen.

_ L St R ) e B
Nun gilt P(JH,, pl= = ) = F { = P‘ =

2 \

P(X —np| <o) =
”) (| X —np a)

=Pu—c£X=Zputo)= Y. Bin; p: k).
p—g<k=ut+a

Es ging also darum, die in das Intervall [u—o; u+ o] fallenden Werte
B(n; p; k) = (j)p* - ¢"* fiir groBe n zu berechnen oder zumindest moglichst
genau abzuschiitzen. Dies machte und macht auch heute noch erhebliche nume-
rische Schwierigkeiten, weil der erste Faktor (}) sehr groB wird, wihrend der
zweite Faktor p*g"~* fast den Wert null ergibt. Da zudem die Verteilungen
B(n; p) mit wachsendem » immer niedriger werden, sind die interessierenden
Werte B(n; p; k) also noch dazu sehr klein.

Zur Losung dieses Problems verlassen wir den historischen Weg und machen
einen kleinen Umweg.

S.2. Standardisierte Zufallsgriofien

Das einzige Hilfsmittel, das wir bisher zur Abschitzung von Wahrscheinlichkei-
ten des Typs P(|X — u| < ta), wie sie in 15.1. angesprochen wurden, zur Ver-
fiigung haben, ist die Ungleichung von Bienaymé-Tschebyschow. Diese wird be-
sonders einfach fiir solche ZufallsgroBen X, deren Erwartungswert &X = 0
- . ; ; < P s
und deren Standardabweichung ¢(X) = 1 sind. Aus P(|X — u| = to) < — wird
I — = f“

LS - 1 S

dann namlich P(|X| =) £ —, woraus man vermuten kann, daB die Vertei-
12

lungen solcher ZufallsgroBen zueinander dhnlich sind. Man fiihrt daher eine be-
sondere Bezeichnung ein:

Definition 278.1: Eine ZufallsgréBe heifit standardisiert, wenn ihr Erwar-

tungswert den Wert 0 und ihre Standardabweichung den Wert 1 haben.
Durch eine einfache Transformation kann man jeder nicht konstanten Zufalls-
grofle X' mit endlichem & X eine standardisierte ZufallsgroBe U, zuordnen*:

* Der Buchstabe U kommt vom englischen Wort wnit. Man beachte: Die standardisierte Zuf: illsgrofe ist immer
dimensionslos, anch wenn man, abweichend von unserem Vorgehen, ZufallsgréBen als benannte GroBen zuliBt.
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