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4 . Kugel und Kugel

Hier geht es darum , die Lage zweier Kugeln zu beschreiben . Auch wenn sich alles im
Raum abspielt , so sind die Überlegungen dazu so einfach ( oder schwer ) wie die zur La¬
gebeschreibung von Kreisen in der Ebene . Dazu eine kurze Erinnerung an weit Zurück¬
liegendes .
Es gibt wieder die 3 charakteristischen Fälle : Berühren , Schneiden , Meiden . Und für je¬
den Fall 2 Ausprägungen . Wie bei Kreisen auch müssen von jeder Kugel Mittelpunkt M
und Radius r bekannt sein .
Die Gerade durch die Kugelmittelpunkte heißt Zentrale - sie ist auch die Symmetrieach¬
se eines Kugelpaars . Am besten verdeutlicht man sich die Fälle an 2 Kreisen ; sie sind der
Umriß von Kugeln , die entstehen , wenn diese Kreise um die Zentrale rotieren . Dazu
braucht man 3 Stücke :

— die Entfernung der Kugelmittelpunkte z = M 1M 2
— die Summe der Kugelradien r , + r 2
— den Unterschied der Kugelradien jr 1 - r 2 |

1 gemeinsamer Punkt : Berührung
z - | r 1

— r 2 1 oder z = 1^ + ^

z = | r ! - r 2 |
N

\ Tangentialebene

Z = r 1 + r2
Tangentialebene

Zentrale

Berührung innen Berührung außen

kein gemeinsamer Punkt
z < | r 1

- r 2 | oder z > r 1 + r 2

Zentrale
**>-
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1 gemeinsamer Schnittkreis
z > | r 1

- r 2 | und z < r 1 + r 2

z < r -i + r <

Zentrale

Z M 2 / r 2

Schnittebene Schnittebene

Als Schnittwinkel zweier Kugeln bezeichnet
man den Winkel , den die beiden Tangential¬
ebenen in einem Punkt des Schnittkreises
bilden . Man berechnet ihn , indem man den
Kosinussatz anwendet im Dreieck mit den
Seiten r x, r 2 und z . In diesem Dreieck ist der
Außenwinkel 9 gleich dem Schnittwinkel
der Tangentialebenen , weil entsprechende
Winkelschenkel aufeinander senkrecht ste¬
hen .
Kosinussatz : z2 = r 1

2+ r 2
2- 2r 1r 2 cos ( 180 o -9 )

wegen cos ( 180 ° - (p) = —C0S 9 gilt

cos9 =
2r,r 9

Damit der Schnittwinkel nicht größer als 90 ’

2 2 _ 2 _ 2*2'
setzt man Betragstriche : COS 9 - - 1

2 r xr 2

Kugel 2

Beispiel : Man untersuche die Lage der Kugeln um M x( 41010 ) mit Radius 741

und um M 2(- l 1515 ) mit Radius 726 .

Verbindungsvektor M 1M 2 VvLMl ivJ-2 ' = 57 § = 8 ,66 . . .

Summe der Radien r x + r 2 = 741 + 726 = 11,50 . . .

Unterschied der Radien r x - r 2 = 741 ~ 726 = 1,30 . . .

wegen 1,3 < 8,66 < 11,5 schneiden sich die Kugeln in einem Kreis .

Ein Punkt des Schnittkreises liegt auf beiden Kugeln ,
seine Koordinaten erfüllen also beide Kugelgleichungen

Kp (X - M x)
2 = r x

2
, multipliziert X 2 - 2X °M x -t- M x

2 = rf

K 2 : (X - M2)
2 = r| , multipliziert X2 - 2X ° M 2 + M 2

2 = r |

man subtrahiert die multiplizierten Gleichungen voneinander
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2X° (M2 - M1 ) + M1
2 - M2

2 = r^- r^ und bekommt

2M 1M2 oX + (M1 - M2 - if + r! ) = 0 ,

■x2 - Xg + 5 = 0 .

das ist die Gleichung einer Ebene mit dem Normalvektor M LM2 ,
Koordinaten und Radien eingesetzt , liefert die Gleichung der

Schnittkreis -Ebene S : 10
^

l j
°X- 50 = 0 oder x 1 ■

Der Schnittkreis -Mittelpunkt Z ist der Punkt , in dem sich die Zentrale z
und die Schnittkreis -Ebene schneiden

z : X = Mx + p ^
1 j geschnitten mit S ergibt Z ( 11313 ) .

Den Schnittkreis -Radius p findet man mit Pythagoras
p2 = rf - ZM ]

2
(oder = r| - ZM2

2
) , p 2 = 41 - 27 = 14 , p = JlÄ

Den Schnittwinkel berechnet man mit dem Kosinussatz

MiM 2 = r x
2 + r 2

2 - 2r 1r 2 -coscp
75 = 41 + 26 - 2V4Ü6 cos9

der Absolutbetrag sorgt für Schnittwinkel nicht größer als 90°
- 8

coscp =
2V4I26

9 ~ 83°

AXs ■_iT
X - 5

. 5 1
26

r "
4 T

X - 0loJJ = 41

:w
M ,

Xf
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Aufgaben

1 . Gegeben sind 2 Kugeln K [ und Kg mit den Radien r x und r2
und den Mittelpunkten M x und M2 .
Bestimme die Lage von Kx und K2 zueinander ,
gegebenenfalls Berührpunkt B und Gleichung der

gemeinsamen Tangentialebene T,
gegebenenfalls Mittelpunkt Z und Radius p des Schnittkreises ,
gegebenenfalls Schnittwinkel o der Kugeln .

a ) Mj ( l 1213) r x = 100 M 2( l 1213) r 2 = 99

b ) M x(0 1010) r x = 9 M2( l 1418) r 2 = 9

c ) Mx( l 1111) ri = 7 M2(7 1819) r 2 = 5

d ) Mx(0 1616) r x = 9 M2(21212 ) r 2 = 3

e ) Mx( ll 1011) r 1 = 372 M2(01410 ) r 2 = 6

f) Mx(01121 - 1) r l = J6 M2(41 - 217 ) OCII

g ) Mx(0l - 410 ) r l = 2j5 M2(0 1810) r2 = 2Vl5

h ) M x( l 1110 ) r a = 275 M2 (- l 1111) r2 = Vl5

2 . Gegeben sind die Punkte Z , P und Q, sowie p und r :
Z ist Zentrum des Kreises mit Radius p auf einer Kugel mit Radius r,
P und Q liegen auf dem Kreis . Berechne , falls möglich , den Kugelmittelpunkt ,
der dem Ursprung am nächsten liegt .

a ) Z (0I0I0 ) P ( ll11 - 2) Q ( 21 —11 —1 ) P = 76 r = 3

b ) Z(01412 ) P (218 1—8 ) Q ( IOIOIO) p = 2730 r = 12

c ) Z (81 —41 —1 ) P ( 0I0I0 ) Q( 12I - 12I0 ) p = 9 r = 37n

d ) Z ( 01012 ) P ( 11210 ) Q (21110 ) P = 3 r = 9j2

• 3 . Gegeben ist die Kugel K um M(2 131 - 1 ) mit Radius 6 und die Gerade g
durch (31 - 31 - 5 ) und (61 - 11 - 3 ) .

a ) Untersuche g und K auf gemeinsame Punkte . Wie liegen g und K ?

b ) Die Kugeln K* und K sind zueinander symmetrisch bezüglich der
Ebene E : 2x ,

- 2x2
- x3 + 10 = 0 . Bestimme eine Gleichung von K* .

c ) Zeige , daß sich K und K* schneiden , und berechne Mittelpunkt Z und

Radius p ihres Schnittkreises .

d ) Bestimme d3 > 0 so , daß der Punkt D ( 01 - 11 d3 ) auf der Kugel K liegt .

Stelle eine Gleichung der Ebene T auf , die K in D berührt .

e ) Zeige , daß T auch die Kugel K* berührt , und berechne den Berührpunkt D* .
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• 4 . Gegeben ist die Kugel K4 um M, (
' 21 - 11 - 4 ) mit Radius 2

und die Kugel Kg um M 2 ( 8 I —114 ) mit Radius 4 .

a ) Untersuche die gegenseitige Lage von K4 und Kg .

b) Zeige , daß die Ebene T : 3x x + 4x3 = 0 Tangentialebeneder Kugel K , ist ,
und berechne den Berührpunkt B.

c ) T ist Symmetrie -Ebene von Kg und K, . Bestimme eine Gleichung von K3 .
Welche besondere Lage hat K 3 bezüglich K , und Kg ?

d) Bestimme eine Gleichung der Kugel K4 mit kleinstmöglichemRadius ,
die innen von K x und K 2 berührt wird .

• » 5 . Gegeben ist eine Schar von Kugeln K a um M a ( 3a 14a 112a ) ,
die durch den Ursprung gehen , a soll positiv sein .
a ) Zeige : Die Kugelmittelpunkte liegen auf einer Gerade .

Warum haben die Scharkugeln eine gemeinsame Tangentialebene ?
Gib eine Gleichung dieser Tangentialebene an .

b) Ka und die x1x2 -Ebene schneiden sich in einem Kreis .
Bestimme den Schnittkreis -Radius p in Abhängigkeit von a .

c ) Berechne a so , daß sich Ka und die Kugel K um M ( 11113 ) mit Radius 3
innen berühren . Gib eine Gleichung der gemeinsamen Tangentialebene an .



£ "

■!

■; 7 • •;. •'

: ■:■v^ 5?

■? M ’- Z -ys ,

. og £ v
' 5 <V‘5>-

" vv

f ft >

tf :Al ■? \ r - nt ■- ' »v£
•• ia &tn *as && wöoe »sdj ^ [

' W ir* ** j
•!W»

J /

■■■■; ..
■- - ' ■ •'■

.
• ■ "V& "

-j«i it tÄsab tmM &a&mdm.
■•lii'xM-tdmi 'l btta^ P.

i M)l sfcespwL* idm& htiiBkäk .
- .b 'AmüH rj*jv Ism &igtfA

» insu ■SMaiifSiiM » öjwSa ^ Ä

■ ' v - iti *’ T*jlniK ;n^ ^ A
‘ - ife-wHaV «ov no' ia « Ä

*r ?'toaj » öO aff }
■Hffijjqtiw .-jmsy '4̂

••••••töötf &i -'i

. itärrft *
ii .' ji -'-' raT «a -^ frs

--• ■y -:

HrWAsi
'b ^ . saatO 'tK > : .? 'JÄf y &Mj 'ii ,

’ - -ttm

’T" '
; > i-

-'. t - . . :
'
py

'
:-

.■; ■•■'• '-iV’äf '
:f .

- ■■■ s hj v/;rf» S ‘j¥ |
■& ■■ ■ : v : : ■V,;

, n }as ;t : ml «# § S

§ > " ' : • .
■- ■■•■■ ■• asM ? »f -,v ab ? ,-r>.än

■ ■7 u r-&&i t' <v-rv r>;f jn ^s £^Ö /
M -'bPv

'

" - i ; / i*f*•■■’i i i c rsf ' .ü i & ■*.

•' ’• ••>.■
''

■,-•/; • -;■' v; ai ’i - a -vrtifCä

;•■; -j
'■■

ycfq .yj

U
'

■ ; a rav 7;*!

■•i -V 5 .- ' -aVfb 'Ä -

■

■4 ■-■ ; • -7.̂ -•; ,•;

m


	Seite 296
	Seite 297
	Seite 298
	Seite 299
	Seite 300
	[Seite]

