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4. Der GauB3-Algorithmus

Besonders schnell lassen sich lineare Gleichungssysteme losen,
wenn sie in »Dreieckform« vorliegen:

X1+ 3% + 3= b ’x_LzﬁﬁSxQ—xsg

XQHEX:}: 6 IX2=6+2;€—5|

%=-2  [x=-9

Jede Gleichung kann man unabhingig von den andern nach einer Unbekannten auflo-
sen (hier sogar ohne lastige Divisionen): Man setzt wieder von unten nach oben in die
eingerahmten Gleichungen ein

X, ( 1
Xg=-2, X,=2, x;=1 Lisung: | X, = 2
Xy) \-2

Fir Gleichungssysteme in dieser praktischen Form hat man eigene Bezeichnungen
eingefiihrt. Ein System hat Dreieckform, wenn jede Gleichung genau eine Unbekannte
weniger enthélt als die vorhergehende. Noch ein Beigpiel:

1
4

3X; — Xo + 5Xy
Xo + 2X4

Il

Die Dreieckform ist ein Sonderfall der Stufenform. Fin System hat Stufenform, wenn
jede Gleichung mindestens eine Unbekannte weniger enthilt als die vorhergehende.
Beispiel:

2!{3 4

Der bedeutendste deutsche Mathematiker Carl Friedrich GAUB (Braunschweig 1777
bis 1855 Gottingen) hat 1810 ein Verfahren angegeben, mit dem sich lineare Glei-
chungssysteme auf Stufenform bringen und dann bequem losen lassen. Es war ein Ne-
benprodukt seiner mathematischen Untersuchungen des Planetoiden Pallas. Das Ver-
fahren verallgemeinert das von den 2,2-Systemen her bekannte Additionsverfahren.
GAUSB zu Ehren bezeichnet man es als Gau-Verfahren oder Gauf-Algorithmus.

Der GauB-Algorithmus beruht auf zwei elementaren Umformungen, die die Losungs-
menge des Gleichungssystems nicht verindern (Aquivalenzumformungen):

* Multiplikation einer Gleichung mit einer Zahl (20)
* Ersetzen einer Gleichung durch die Summe aus ihr und dem Vielfachen einer andern
Man iiberlegt sich leicht, daB} dies Aquivalenzum[hrmungun sind:

Wir bringen die Konstanten auf die linken Seiten und kiirzen die Gleichungen ab mit T=
hungsweise S=0. Mit X als Abkiirzung fiir ein Lésungstupel gilt dann

0 bezie-

TX)=0 & LkTX)=0 falls k# 0
T(X) =0 ! T(X) =0
und SX)=0[ < |8X) +kT(X)=0
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Wir fithren das Gaufl-Verfahren an Beispielen vor.

X; + 4% + %3 = 7 Die 1.Gleichung schreiben wir ab. In der 2. und 3. Glei-
3%, + 2%y + 4x3 = -1 chung beseitigen wir x,, indem wir geeignete Vielfache
2%, + Bxy+ 4x3 = 4  der 1. Gleichung addieren:

X; + 4% + X3 = T (=3) 4 (=2)
3x%; + 2%, + 4%y =—1 - ' +
2%, + 5%y + 4x3 = 4 = 5

Il
-3

X; + 4% + Xg Jetzt beseitigen wir x, in der 3.Gleichung. Wir addieren
—10x; + x3 =—22 ein geeignetes Vielfaches der 2.Gleichung zur dritten, die
— 3%, + 2x; =—10 1. und 2. Gleichung schreiben wir ab:

X + 4% + x3= T
~10x, + X3 =—22 = l'g)--_b
— 3Xy + 2%y =—10 =

X; + 4%, + X3 = 7 Das Gleichungssystem hat jetzt Dreieckform.
-10x, + x3 =—22 Wir besorgen uns die iiblichen Rahmengleichungen und
17 17 setzen von unten nach oben ein:

0 ="F
X, + 4%, + x3= T |x,:7—4xz—x3I
‘ 22 1
'—10}(?’ + X3 =—22 X = 0 +EX3

7 17 —
058 =" M’ia ==

X, 1
Losung: | X3 ={2J
Xa

Bei der praktischen Durchfiihrung 148t man der Einfachheit halber die Variablen weg
und schreibt nur die Koeffizienten und die rechten Seiten hin. Zur besseren Ubersicht
frennt ein senkrechter Strich rechte und linke Seiten:

1 4 1 7l (=3} = + A(=2)
3 2 4 -1 =% +
2y B 4 4 =
1 4 1 T
0-10 1 [-22 =),
0 -3 2 |-=10 ~<
1 4 1 7 Das ist die Dreieckform. Jetzt schreibt man die Variablen
0-10 1 |-22 am besten wieder hin und 16st das System wie oben:
1y AR )
10 5

C—

22 1
R=mnp" 2 | é
— Losung: | X3 |=
1 17 = =
_7)(,{:_5‘- Xq = —2 X3 2)




Manchmal gehts sogar noch schneller, wenn man nicht stur die Unbekannten von
links nach rechts beseitigt. Das Beispiel zeigt, was gemeint ist:

19 o i 7 (=34 (=2

3 2 4 | -1 =< + (wie gehabt)

2 b 4 4 - -yl

1 4 1 7

g__lg é :5133 s =2) 74 (in der 3. Gleichung x ,beseitigen)

4 1 7
0-10 1 |-22
79 0 34 Dreieckform (leicht vernebelt)

Das Ganze wieder mit Variablen:

X+ 4% + x3= T E= 7 —4:{2——:@
—10%, + X3 = —22 X = —22 + 10x,]
17x, = 84 (%, = 2]
PR X, (1
Losung: | X, -_—i 2
X, | (-2

Réumt man auch noch nach oben aus (GauB-Jordan-Algorithmus), dann ergibt sich die
Diagonalform: in jeder Gleichung gibt es eine Unbekannte, die nur in dieser Gleichung
vorkommt. Aus der Diagonalform liest man die Losung unmittelbar ab. Wieder unser

Beispiel:
e s L i (=4 =2
gy g < + (wie gehabt)
2 B Al 4 =
1 4 1 7 = ==
0-10 1 — 29 (-2) 74 1)
0 ik e —-10 —
2 N s SR 29 =
0-10 1 -22 . 0 |+ 14 i 1
I LA O B 17 e i
1 9 0 1 X, =1
(} O I. _2 K” — _2
DRl () 2 Diagonalform (leicht vernebelt) x,=2

Nach Vertauschung der 2. und 3. Zeile (Gleichungen) ist die Diagonalform deutlicher
und die Losung augenfillig (rechte Spalte!):

T .0 1 X =1
U ] U‘ 2 Ko =
Gy 0 1 -2 Xg=-2
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Das GauB-Verfahren funktioniert auch bei Gleichungssystemen, die keine oder unend-
lich viele Lésungen haben. Wir greifen die Beispiele von Seite 16 auf:

Keine Losung

X, + 2% + 3xg = 1 Aus naheliegenden Griinden vertauschen wir die
3%, — 8%, — 6x3 = 5 ersten beiden Zeilen:

| A 1 (=2 (=3)

2 -3 -1 4 = +

3 -8 -5 5 =~

? e 1

0 -7 -7 2 (=2) 14

0-14-14 2 e

Jaediss 1

0 -7 -7 2

O ] ~2 $ Widerspruch in 0 = -2, keine Lisung!

Allgemein gilt: Hat eine Zeile links vom Strich lauter Nullen und rechts keine,
dann hat das Gleichungssystem keine Lisung.

Unendlich viele Losungen

Xy + 2x;— 3%, = 6
2%, — Xo+ 4x3 = 2
4%, + 3x,— 2x, = 14 Variablen weg:
1 2 -3 6 (=2) 14 (—4)
2 -1 4 2 = +
4 3 -2 14 e =
1. 2—3 6
b -5 10 | =10 HeBars
0 -5 10 |-10 =
1 2 -3 6
0 -5 10 | =10 || (=)
{dnt)inesl 0 »Nullzeile« , 1d3t man weg
1 2 -3 6
0 1 -2 2 jetzt miissen die Variablen wieder her:
Xo— 2%y = 2 Xp = 2 + 2%,

freier Parameter xg=}, X =2 +2, X, =2}

xl ."2 'f_l‘\_
Losung: | X |=[2 |+ }1‘ 2 |, peR
X3 RO i 1 I'II
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Zum SchluB} ein homogenes 4,6-System, das nicht auf eine Dreieckform fiihrt:
X + X+ 2X; + X + 3%; + X =
X; + Xg+ 3X3 + Bxy + bx; + 3xg =
2%, + 2%y + 6xg+ 16x,+ 10x; + 10x,
X; + Xo+ 2X3 + 4%, + 3x5 + 3x;

== Ml = [ e T e

Variablen weg!

1 1 2 1 3 T 0 (=1) 4 - (-2) - (=1)
1 1 3 5 5 3 |0 P ' + +
2 2 6 16 10 10 |0
1 1 2 4 3 3 |0 =
1 1 2 1 3 1 0
0 0 1 4 2 2 0 (=2) 14
0 0 2 14 4 8 0 o
0 0 0 3 0 2 0
1 1 2 1 3 1 0
0 0 1 4 2 2 0
0 0 0 6 0 4 0 (= 1)_.
0 0 0 3 0 2 0 SE
1 1 2 1 3 1 0
0 0 1 4 2 2 0
0 0 0 6 0 4 o || -y
0 0 0 0 0 0 0 Nullzeile weglassen
1 1 2 1 3 1 0
0 0 1 4 2 2 0
0 0 0 1 0 2/, 0 Variablen her!
X3 + X+ 2% + X+ 3% + =0

Xy + 4x, + 2%, + 2%, = 0

}(4 = 2.'"3)(.5 = O
[Xg = —2gXg

:{3 = - 4}(4 — 2}(5 e QXG

X; = — X — 2Xg — X4 — 3X; — X;

Die drei Variablen x, , x5 und x; kommen links nicht vor, sind also freie Parame-
ter. Das System hat «3-Lésungen. Um Briiche zu vermeiden, setzen wir: x; = 34,
X5 =W und X, =V und bekommen x,=-2\, x;=2\—-2u und X;=—85A+p—v,

X -5 1 -1
Xy 0 0 1
- X3 2 -2 10 =
Losung: = 15 Al _g |+H Dl EY g AL uvelR
Xs 0 1 0
X 3 0 0

Wegen des standigen Abschreibens der Zahlentafeln braucht man beim Gaufi-Algorith-
mus viel Zeit und Platz. Weil er so schematisch abliuft, 148t er sich gut im Computer
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programmieren und steht deshalb heute hoch im Kurs. Fiir den Handbetrieb aber eig-
net sich das Einsetzverfahren besser.

Das Additionsverfahren, auf dem der GauB-Algorithmus beruht, wird gefihrlich, wenn
man sich nicht an die erlaubten Umformungen hilt und kreuz und quer drauf los-
addiert. Dazu ein Warnungsbeispiel:

[—%;4+ % + Xz=1 Durch I+II beseitigen wir x;: 2%, = 2
II x4+ % — x3=1 durch 2I+2I1+111 beseitigen wir x,: BX;=5
I11 —4x, + bx3 = 1 [II schreiben wir ab: — 4%, + 5x3 =1
Xy 0 1
Das neue System hat die Losung: | X2 =‘ 1l4p|0| peR.
X3 \1) \0

Von diesen ! Lésungen ist nur eine einzige, ndmlich die fiir 4 = 1 auch Lisung des
gegebenen Systems. Die verwegenen Umformungen haben uns ein System beschert,
das zum urspriinglichen nicht dquivalent ist.

Aufgaben
‘1_] Lose die Gleichungssysteme mit dem Gauf3-Verfahren:

a) 10x; + X,— 2x; = 2 b) -x — X + 3= 0
X + 2% + 2x4 = 3 3x;, + X+ 2% = 11
4%, + 4%, + 3%, = 5 -X — X+ 4dx3= 9
¢) ‘dx; + bx, + 2% = 3 d -x + X%+ x=0
-19x%;, — Xp— 3x; =2 —X; + 4%+ 2%3 = 0
7%, + 4% + 2x3 = 1 2%, + 2%+ 3x3 = 0
e) 2x,- 3% - Xy =4 f) —x + X+ 2x3=0
3X; — X+ 2%3 =5 X1— 3%y + dx3 = 0
3%, — 8%y, — 5%y = 5 2%, — 4%5 + 2x3 = 0
g 4x + x5 + x3=1 h)—éx1+§x2+;}.xg=[}
X, + 4dx, + 4x;, = 1 8%, — 6% — 3% = 0

X + X3 + X3 =1 9 4 2
X X — X3 =0

a®1l 372 3’8
i) X, + bxp— 2x3 =0 R, X; + 2% — 3x3 =0
—2X;, — Xp— 3x3 =0 2%, — Xy + 4%3, =0
4}{1 =+ 3“-‘(2 — ){3 = O 4X1 + 3X2 == 2)(.:5 = n
2. Lose die Gleichungssysteme mit dem GauB-Verfahren:

a) Xy + 2%+ 4x5 = 1 b) X, + 2%+ 12x3 = 1
2x; + 4%, + 8x3 = 3 3x;, + 2x,+ 16x3 = 3
c) X, + 2%, + 2x3 = 2 d) X, — 2X; + 5%x3 = 0
2%, — 5%y + 3%y =— 4 3x; + 4%, —15%; = 0
X; + 4dx, + 6x3 = 0 3x,— 11x, +30x3 = 0




3. Lose die Gleichungssysteme mit dem Gaull-Verfahren:

a) X+ 2% — 2% + 3y = 2 b) x, — 3%+ 4x3— 2x, = 1
2%, + 4%, — 3x3 + dxy = 5 2Xg + Dxg+ 1lx, =-11
5xX;+ 10x, — 8xz+ 11x, = 12 Xo — 3Xg — |

4. Lose die Gleichungssysteme mit dem GauB-Verfahren:

a) 2x; — 3x, + 6x; + 2x, — bx, = 3
X — 4x; + X% = il
Xy — 3Xg =
b) X; + Xp + X3 + X4 — Xz =15
X; — Xg + Xg — X, + Xs 3
X; + 2%, + 3%3 + 4%, + 5x; = 35
X, — 2X; + 3%3— 4%, + 5x; = 3

* 5. Seltsame Gleichungssysteme fiirs Gaull-Verfahren
(jedes System hat die vier Unbekannten x, bis x,):

a) X] — Xo + Xz — X4 = 1 b) Xy = Eolt Xqa — Xy = 1
Xp — X + X =l Xg — Xg = 0

X — X =

X, = 1
c) o + X5 = 0 d x, - 2x, =— 3
Xy + x, =1 X =k
e) X; — X + X3 — x= 1 f) — X + X4 = 1
Xy — X + X3 — %= 1 X4 =]

* 6. Seltsame Gleichungssysteme fiirs GauB-Verfahren
(jedes System hat die vier Unbekannten x, bis x,):

a) Y +X=X+X=Xg+x=1 b) X —X;=Xy—X3=%X3—%4=1

* 7. Entscheide mit dem GauBl-Verfahren, fiir welche Werte von a, b und c es keine,
genau eine oder unendlich viele Losungen gibt.

a) 2x, —4x, =1 b) X; — Xo+ 3%X3 = a
X; — 2x5 =b 3% — 2% + 93 = b
—22{] = QX-A — fixﬂ 3 Tk
{:) X, + 2){2 + X5 = (1) Xy + a8Xy = 2
X + 39X, + axg = 2 Xy — Xg = 0
X, + ax, + X3 = 2 ax; + X =3'— g8
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