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Uberbestimmte Systeme

a) x;+2x,= 0 b 2x, + x,=-5 €) X — 2%, + 2%, = 4
2%+ bx; = 2 —3x; + 2x, = 11 2x, - 3%y =—2
Xy — X; =— D 4%, — % =-13 —X; + 2%;— 3%3 =— 6
Xy + Xg= 3
d x - 2% + 2x, = 4 *e X, — 2X,+ 2x3 = 4
X, + 2%, — 3x3 = — 6 Xy — Xo+ 3xg = T
Xy + Xg = 3 X, — 4%, = -2
|?_ Unterbestimmte Systeme
a) X, + X— 3x3 = 3 b) 6x— 2%+ 3x3= 9
5 - X + = 1 ——2x1+§xz—x3=—‘
c) 6x; — 2x; + 3x3 = 9 d 2x — u+2x3= 6
2
2X; — 3% + X3 = 0
e) 2x; + X — X + 3x, =0 f) Xy + Xo = 1
X; — 3%, - Xy =3 Xg Xy =1

#* 3 . Mathematischer Hintergrund

Zwischen den Losungen eines inhomogenen und du-. zugehorigen homogenen Systems
besteht ein einfacher Zusammenhang. Sind (u,| u,l ...l u,) und (v,|v,| .../ v,) zwei

Losungen eines inhomogenen m,n-Systems, dann ist {ul—»,|u3—~.2| ..lu,—v, ) eine
Lisung des zugehorigen homogenen Systems. Das sieht man sofort ein, wenn man die
i-ten Gleichungen des inhomogenen Systems nach dem Einsetzen voneinander
subtrahiert
8, + 8pUs+ ... + a0, =b
&, Vy +85Vs + ...+ 8, V,=b
S e e e

in {uh o Vn} =0

Das ist die i-te Gleichung des zugehdrigen homogenen Systems. Die Differenz zweier
Losungen des inhomogenen Systems ist also eine Losung des zugehorigen homogenen
Systems. Folglich ist jede Losung des inhomogenen Systems darstellbar als Summe
einer speziellen Losung des inhomogenen Systems und einer Liosung des homogenen
Systems. Es kommen sogar alle Losungen des homogenen Systems vor, es gilt ndmlich:

Alle Lésungen des homogenen Systems ergeben sich als Differenz zweier Losungen
des inhomogenen Systems.




Begriindung: Ist (h,|h,l...|h. ) irgendeine Losung des homogenen Systems und
(vyl vl ...l v,) irgendeine Losung des inhomogenen Systems, dann ist
(hy + vil hy + vl ...l h, + v,) eine Losung des inhomogenen Systems: Setzt
man (h, + v;/ hy + v5| ...l h, + v,) in die linke Seite der i-ten Gleichung des
inhomogenen Systems ein, dann ergibt sich:
a;(hy + vy + apthe+ vo) + ... + a,(h, +v,) =

(ah; + aphs + ... +ah,) + (8vy + 855V + ... + 8;,V,) = by
L BN v

N By

0 b; ged.

Das alles falit man zusammen in dem Satz:

Die allgemeine Losung eines inhomogenen Systems LiBt sich darstellen
als Summe einer speziellen Losung des inhomogenen Systems und der
allgemeinen Lisung des homogenen Systems.

Unter allgemeiner Lisung versteht man eine Losung, die mindestens einen Parameter
enthélt. Eine allgemeine Losung beschreibt eine Lisungsmenge. Ersetzt man in einer
allgemeinen Losung alle Parameter durch Zahlen, dann bekommt man eine spezielle
Losung. Genau das haben unsere Beispiele ergeben:

inhomogenes System zugehoriges homogenes System
X + 2%,— 3x3= 6 X+ 2%, — 3x3=0
2%, — Xp+ 4xg= 2 2% — Xo + 4x3= 0
4%, + 3x;— 2x,=14 4x,+ 3% — 2x3= 0
allgemeine Losung : allgemeine Losung :
X\ 2y - 1y X; - 1y
xz='2'+h[2| x2=},[ 2J
x3) \0) 1) Xy L 1
Allgemeine Losung des inhomogenen Systems
Lo
=2 —~
1S 2 ~ 1y
2] [EJ % o ‘ 2 |
L] 0 \ ]J
ie spezielle Losung des allgemeine Losung des
er inhomogenen Systems zugehorigen homogenen Systems

Jedes homogene System hat mindestens eine Lésung, néimlich die triviale. Gibt es eine
weitere Losung, dann gibt es gleich unendlich viele. (Nr. 4 der folgenden Aufgaben)

Ein homogenes System kann nur genau eine oder unendlich viele Lisungen haben.

Ein inhomogenes System kann keine, genau eine oder unendlich viele Losungen haben.
2
4! Ferner gilt: Wenn ein homogenes System genau eine, also nur die triviale Lésung hat,
e dann hat auch jedes zugehorige inhomogene System genau eine Lisung.
11

Den Beweis bringen wir spiter.
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Ubersicht iiber die Anzahlen von Liosungen

das inhomogene System hat

keine Losung

das zugehorige homogene System hat |

! oder «o* oder ... Lésungen ;

genau eine Losung

oo! Lisungen
=? Lsungen

usw.

| das homogene System hat

genau eine Losung

‘ ! Lisungen

~* Lsungen

usw.
Aufgaben
1| a) X, + X —|
X, + 3% + X3 =—2
3%; + X — X3 = 6

h) Begriinde den Satz:

Sind | X = 1'.;1.+.}L B

mit der i-ten Zeile a;;x; + aj5X; + ... +a,, %, = b; , dann erfiillt | 1;

Gleichungssystem und

Gleichungssystem.

2. Xy = ZX\.J_ + 3:{3 = U
3x%; — X — x3 =0
2%; + Xp—4x%; = 0

+ WV

“genau eine Losung (die triviale)

! Lsungen

? Lsungen

Usw.

jedes zugehorige inhomogene System hat

genau eine Losung

keine oder ' Losungen

keine oder «? Lisungen

USW.
3 '\I f b
Jemand behauptet, |—2 i— Al—1 ], AeR liefere
J‘ ! 2 F

Losungen des Gleichungssystems.
Wie ist eine Probe moglich?

mit A, uelR Lésungen des Gleichungssystems

das

Wi | bzw. | Vi |das zugehirige homogene

a) Lose das Gleichungssystem.



Zeige: b) Ist| & [eine Lésung, dann ist es auch k| a;

g

¢) Sind| & |und| b |Lésungen, dann ist es auch | a +b; |.
Zeige allgemein:

a) Hat man eine Losung eines homogenen Systems,
dann ist auch jedes Vielfache eine Losung.

b) Hat man zwei Losungen eines homogenen Systems,
dann ist auch ihre Summe eine Liosung.

¢) a) und b) sind falsch fiir echte inhomogene Systeme.

Zeige: Hat ein homogenes System mehr als eine Lésung,
dann hat es gleich unendlich viele.

Unendlich viel oder nichts X + X — X3 =0
—2X; + X + X =0
3){1 = 2){:; =10

a) Bestimme die Lisung.
b) Gib ein zugehoriges inhomogenes System an, das keine Losung hat.
¢) Gib ein zugehoriges inhomogenes System an, das oo! Losungen hat,

d) Warum gibt es kein zugehoriges inhomogenes System,
das genau eine Lisung oder «~* Losungen hat ?

Zeige: Kommt eine Unbekannte x; , 1 <i < n, in einem homogenen System nicht
vor, dann gibt es unendlich viele Losungen.

Dieser Satz ist falsch fiir inhomogene Systeme!

Zeige dies durch ein Gegenbeispiel.

Zeige: Ein homogenes System mit weniger Gleichungen als Unbekannten hat
unendlich viele Lésungen.

Dieser Satz ist falsch fiir inhomogene Systeme!

Zeige dies durch ein Gegenbeispiel.
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