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9. Berechne, falls mé}z]ich'

a) 13 b) V(=3)* g =3+ i3
V= T EEE Y B3P h) V—3]°
e . B 8 8,

i) V( 'Ub =1 8 k) L"—l_ﬂ 1) l( trm)
/(= o) VG e VEF  » V3

0. Die folgenden Gleichungen sind vom Typ x"=a. Gib jeweils alle
- nr -

Losungen an. Welche von ihnen kann als |/a geschrieben werden?

a)l x> =3 b) x>=-38 0) ¥ =625 d) x*=-16

€) x"=0 f) ¥=—243 g) x° =21 Rjfcie= -5 =1t

**3 3 Zur Geschichte der allgemeinen Wurzel

Die Entdeckung der Inkommensurabilitit zweier Strecken und damit letztlich der
Irrationalzahl durch die PYTHAGOREER um die Mitte des 5. Jh.s v.Chr. gehort zu den
GroBtaten der griechischen Mathematik. Erinnern wir uns: Die Aufgabe, ein Quadrat
zu finden, dessen Flicheninhalt doppelt so grof3 wie der eines gegebenen Quadrats ist,
fithrt auf die Gleichung x? = 2, die durch keine rationale Zahl gelost werden kann;
geometrisch aber existiert eine Strecke fiir die Seite des gesuchten Quadrats, ndmlich
die Diagonale des gegebenen Quadrats. V2 war geboren!

TuEODOROS von Kyrene (um 465 —um 385 v. Chr.) erkannte, wie uns PLATON (428348
v.Chr.) in seinem um 368 verfaBten Dialog Thedtet (147c—148b) berichtet, dal} die
Quadratwurzeln aus einer Nichtquadratzahl immer irrational sind; ithre Existenz
konnte er an Quadraten bzw. rechtwinkligen Dreiecken nachweisen. Sein und PLATONS
Schiiler THEAITETOS (um 415 — 369 v. Chr.) entdeckte die héheren I|'raiinnellitiitcn' das
sind Zahlen, die auch durch Quadrieren nicht rational werden, wie | Va und auch oft

Va+ ) b. EUKLID (um 300 v.Chr.) behandelt im 117 Satze umfassenden Buch X seiner
Elemente diese hoheren Irrationalititen erschopfend. Anders ausgedriickt: Die
Griechen verstanden mit Quadratwurzeln und 4. Wurzeln zu rechnen. Wie stand es
aber mit den anderen Wurzeln? PLATON ldBt THEAITETOS in dem angegebenen Dialog
sagen, daB er auch mit RaumgroBen, d.h. mit kubischen Irrationalitaten entsprechend
umgehen kénne. In Wahrheit gelang dies den Griechen jedoch nicht. D(aa Delische
Problem der Wiirfel 'uudopp]ung ('\ufg_dbL 46/7) fithrt auf die Gleichung x* = 2, von
der sich zwar genauso wie von x> = 2 zeigen ldBt, daB sie durch keine rationale Zahl
losbar ist (Aufgabe 54/1). [illbthuduld aber war wohl, daB man, anders als bei der
thdhme1d0pplum. mit Zirkel und Lineal keine Strecke konstruieren konnte, die die
Kante des doppnh so groBen Wiirfels ist. Damit fehlte anscheinend fiir die Griechen
trotz der im dreidimensionalen Raum mit Hilfe von Korpern durchgefihrten
Konqtrukiion des ARCHYTAS (um 375 v.Chr.) — siche Aufgabe 46/7.b) — der Nachweis,

dal3 I iiberhaupt existiert. Fiir PLATON blieb das Problem ungeldst; wir wissen seit
Evariste GALOIS (1811-1832) — sieche Seite 118f. —, daB es mit Zirkel und Lineal
unlésbar ist. Da die Griechen aber anscheinend nicht bereit waren, an die Existenz der
3. Wurzeln zu glauben — sie sind ja meist weder rationale Zahlen noch als Strecken
konstruierbar —, wurden sie auch zahlentheoretisch nicht behandelt. Lediglich bei
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52 3 Potenzen mit reellen Zahlen als Exponenten

HeroN von Alexandria (um 62 n.Chr.), einem sehr dem Praktischen zugewandten
Mathematiker, finden wir in seinem Iepi uétpowv (lateinisch metrica — » Vermessungs-
lehre« —) ein Verfahren zur niherungsweisen Berechnung einer Kubikwurzel, vorge-

R
fiihrt an /100 (Aufgabe 54/2).

Im Chiu Chang Suan Shu—»Neun Biicher arithmetischer Technik« — aus der Han-Zeit
(202 v.Chr. — 9 n.Chr.) wird ein sehr modernes Verfahren zum Ausziehen der
Kubikwurzel gelehrt, das dazu beniitzt wird, bei gegebenem Wiirfelvolumen die
Wiirfelkantenlinge zu bestimmen. Bei den Indern lehrt ARYABHATA [ (476 n.Chr. — ?)
das exakte Berechnen kubischer Wurzeln in Vers 5 des Ganita-pada — » Abschnitt iiber
die Rechenkunst« — seines 498 geschriebenen Werkes Aryabhatiya.

Bei den Arabern sollen die persischen Mathematiker ABU AL-WAFA (940-997),
AL-BIRUNI (973-10517) und Omar AL-Havyam (10487-1131) Werke tiber das Berech-
nen auch hoherer Wurzeln geschrieben haben, die aber nicht erhalten blieben.
A1L-HAyyAM behauptet in seiner Algebra, dal} es ihm als erstem gelungen sei, beliebig
hohe Wurzeln zu zichen. Wir miissen daher annehmen, daB er iiber den binomischen
Lehrsatz verfiigte, d. h., dal er (¢ + b)" fiir beliebige natiirliche Exponenten berechnen
konnte. Belegt ist dieser Lehrsatz im arabischen Raum aber erst um 1265 bei dem
Perser Nasir al-Din ArL-Twusr (1201-1274).*

L = oty 3
= —— B i
= e s

=yn Newel

Ynud wolgegriindte
| onderweyfimg aller Rauffmanf Rech- ||k
|| rung in dieyen Bachern/mit (chdnen Re | (K
' geln vii fragfEucken Begriffen . Sunders
| Lich woas forel vind BeBendinkaic in der
|| YOelfechi Practicavii Tollern gebraude
|| ¥oirdE s es gleychen fiirmalg weder in||¥
|| Letinfcher noch in YOclcher (prach nic| |k
gededdcle. durch Pecrum Apiani
von Leyfnick/d Aftronomer /4,
30 Tngolftat Oroina- i
til/ verfertigee.,

LS PL;‘L"}LHS
e
Abb.52.1 Petrus ApriaN, eigentl. Peter
BENNEWITZ oder BIENEWITZ (16.4.1495
Leisnig bei Leipzig — 21.4.1552 Ingol- Abb.52.2 Titelblatt des Rechenbuchs
stadt) — Holzschnitt von Tobias STIMMER  von Peter APIAN aus dem Jahre 1527 **

* In China war der Satz schon frither bekannt: YanG Hui bringt ihn 1261 in seiner Untersuchung der
Arithmetischen Regeln der Neun Biicher, die auf Qra Xsian (um 1100) zuriickgeht.

** Links unten das Arithmetische Dreieck der Koeflizienten von (a + b)", das hier zum ersten Mal in Europa
im Druck erschien. Arian war seit 1527 Lektor fiir Mathematik an der Universitit Ingolstadt.
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Im Abendland werden im Gefolge der Araber Quadrat- und Kubikwurzeln gezogen.
Peter APIAN (1495-1552) gibt 1527 in seiner Eyn Newe Vind wolgegriindte vnder-
weysung aller Kauffmanfi Rechnung Beispiele fir hohere Wurzeln bis zur achten, ohne
sein Verfahren zu erkldren. Michael STiFeL (14877—1567) ist schlieBlich im Abendland
der erste, der 1544 in seiner Arithmetica integra mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes
zeigt, wie man beliebig hohe Wurzeln ausrechnen kann. Und er fiihrt es an einfachen
Beispielen vor bis zur siebten (Aufgabe 57/4). Niccolo TARTAGLIA (1499-1557) gibt
1556 in seinem General trattato di numeri, et misure wider besseres Wissen das Verfahren
als sein eigenes aus und zeigt es bis zur elften Wurzel. Dabei fiihrt er auf vielen Seiten
besonders ausfithrlich solche Fille vor, bei denen das Verfahren zu keinem Ende
kommt, weil der Radikand sich nicht als Potenz mit dem Wurzelexponenten als
Hochzahl ausdriicken 146t.

Einfach sind die Verfahren zum Berechnen dritter und erst recht hoherer Wurzeln
nicht. Wir wollen sie dir daher gar nicht zeigen. Es bleibt uns aber noch die Aufgabe,
dir von den Zeichen fiir die hoheren Wurzeln zu berichten.

Sehr modern muten uns die Zeichen an, die Nicolas CHUQUET 1484 in seinem Triparty
en la science des nombres fiir hohere Wurzeln verwendet; verbindet er doch das
italienische Wurzelzeichen . mit einer kleinen hochgestellten Zahl:¥.2,%.° W.* W °
usw. Sogar B.*° fanden wir noch bei ihm (Aufgabe 69/24) und zur groBlen
Uberraschung B.1.*

Wie schwerfillig ist dagegen Luca PAcioL1 (um 1445-1517) in seiner Summa von 1494,
er hi‘ldel »R. quadrata dc49<<. gelegentlich auch kiirzer »§. de 9« fiir /9, »B. cuba df 8«
fiir |/ 8, LB de 16« fiir /16 und natiirlich - siehe Seite 37 — »B relata de 32« fir V32.
Geronimo CARDANO (1501-1576) hringi‘uuch keine wesentliche Verbesserung, wenn er

o= 5

die Beifiigungen abkiirzt: Re.cu.8 ist /8, Re.ce.cu.81 ist }/81. Raffacle BOMBELLI
(1526-1572) verwendet 1557/60 in seinem Manuskript der L'Algebra zwar _-:2,"_ woflir
der Drucker aber 1572 lieber R.c. setzt.

Bekanntlich (siche Algebra 9, Seite 35) hat sich der heute tbliche Wurzelhaken aus
dem Punkt des Algorithmus de Surdis des Codex Dresden C 80 (vor 1486) entwickelt:
.25 ist [/25. Folgerichtig bedeuten dort zwei Punkte die 4. Wurzel. Aber damit ist die
Systematik schon zu Ende! Drei Punkte sind nicht, wie zu erwarten wiire, die 8. Wurzel,
sondern die 3. Wurzel, und vier Punkte — welche Uberraschung — die 9. Wurzel. Die-
selbe Alogik iibernimmt 1525 Christoff RUDOLFF in seine Cof inzwischen 1st dem
Wurzelpunkt der Aufstrich beigefiigt —, wenn er mit S, Wy die Quadratwurzel,
die Kubikwurzel und die 4. Wurzel bezeichnet. Demgegeniiber stellt die Schreibweise
von Andreas ALEXANDER (um 1475 — nach 1504), dem Ubersetzer und Bearbeiter
einer lateinischen Algebra eines INITIUS ALGEBRAS, einen Fortschritt dar: Er setzt hin-
ter den Punkt mit Aufstrich die cossischen Potenzzeichen ¥ r&, #3/' /¥ usw.; miw@(,
Vi, -’? ﬁ’.)v"'fk' usw. hat man eine systematische Bezeichnung fiir die héheren Wurzeln
(sieche Seite 43). Michael STiFeL baut diese Schreibweise 1544 in seiner Arithmetica
integra weiter aus. Einfacher und auch logisch iiberzeugend sind dagegen seine Zeichen
aus seiner Dc'm.\'r-hp[|1__[£Ir'fmmc*m':.r von 1545: /. 2/. £/ bedeuten Quadrat-, Kubik-
bzw. 4. Wurzel, was bei Z/ fiir die 6. Wurzel zur Unleserlichkeit fuhrt, so dal} er schlie3-

* Erstaunlich ist das systematische Denken CruQuits; schreibt er doch: »Man mul wissen, daB es unendlich
viele Arten von Wurzeln gibt; denn einige sind zweite Wurzeln, andere dritte, andere vierte, andere finfte und
so fort ohne Ende. Erste Wurzeln finden sich aber nirgends. Und dennoch sollte man sie zur Fortsetzung der
Ordnung einfiihren. Es ist zweckmiBig zu sagen, dal fiir jede Zahl die erste Wurzel dus einer Zahl die Zahl
selbst ist. d.h. z B., die erste Wurzel aus 12 ist 12. Man kann sie schreiben, indem man bei . eine 1 hoch-
stellt, also als W.'12.«
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11~
lich, aber nur einmal 11 o/ 38 fiir /38
schreibt. Leider verfolgt er diesen Einfall
nicht weiter! Simon STEVIN (1548-1620) és 3! cut"cbe erltbntetluh
ist mit seinen fiir uns schon gul_x-'m‘stiimi_— Jnbaltend
lichen Symbolen |/ @, |/ @ und |/ @ aus sei- i o
ner L'Arithmétiqgue (1585) einen guten 3 ¢
Schritt weiter. 1629 kommt dann der Fla- ( 'D“uhft l[bljl“jq«:
me Albert GIRARD (1595-1632) in seiner D _.E‘C[m[h{ (‘;O]ﬁ,
Invention nouvelle en l'algebre auf die 1 =y
Idee, den Wurzelexponenten in die Off- ﬁll‘fbtf[hl““h};
nung des Wurzelhakens zu schreiben, oh-

2 -, o P T v v
ne diese neuen Symbole V., v/, V stindig tin lchér Sefer/Stack bem bie Cofs (oelcheifl in Funfls

-~ SR MNatiirlie . A1 212 10 Pre hi B nsalﬁ:":!fgmﬁrr,f. Bifher ben -'E}rutfrhm-mu(:f!
zu beniitzen, Natiirlich haben sie sich erst ;;n-’mméijﬁwma[mm[mD__Mmmﬂgm!.mh)n
c F: C il ] I, rerde {fit bie mit nem erfunbngn vesthal vnnb Reacln / fehs lackt
ic_l[]gf\clrﬂ du!thLhL“[' [m 18.Jh. werden :::;t‘l?:;él[wfurhachlml‘gﬁrf_u:t.—"rnl’-rrulguun Deutfehenbes
sie Allgemeingut. ; Fantlichen wosten o Erempein ereeepfee.  Das anbder fo hierin

gelert wirt von br Haufrechnung pnd Kirchmrechnung, Binae
feinen bericht anug fam mit fich-Afes burch. Hert TRicharl Etia
felrauff anbefonbere newe vnd (eickie s geflcllon

il B PP i

Abb.54.1 Titelblatt der Deutsche[n]
Arithmetiea des Michael StiFeL (14877
Esslingen — 19.4.1567 Jena) von 1545

Aufgaben

; e, . : o ) P ad .
1. a) Zeige, dall |2 irrational ist. Fithre dazu die Annahme, }/2 = h mit
a, be N zu einem Widerspruch.

b) Zeige, daB} die fiinfte Wurzel aus einer Primzahl irrational ist.

2. Die von HERON von Alexandria (um 62 n.Chr.) in seinen Mézpixa an
S
Hand von }/100 vorgefiihrte niherungsweise Berechnung einer Kubik-
wurzel 1406t sich folgendermallen allgemein formulieren.
a’ N a”
. S R S S .

T T T T T T T T T T T T T
[ : - [

im Bild ist:
N=17 a=11 a=13

HERON: d =17 =117 =0,369
d'=13*-17 = 0,497
37 = 1193472

Taschenrechner: Y17 = 1193483

ey . _
; | | T L T ! e y L T T I . :
= ]
a x=YN a

g
Abb. 54.1 Zum Verfahren von HErRON, V' N zu berechnen
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o
Um }/ N =: x niherungsweise zu berechnen, wihlt man zwei Zahlen @ und
a'. die sich (hochstens) um 1 unterscheiden und deren Kuben die Zahl
N einschlieBen: a> < N <a'’.

Die Abstinde d:=N —a> und d':=a'®> — N sind dann bekannt. Die
Aufgabe ist gelost, wenn man einen der Abstinde der Wurzeln, namlich

¢ = x — a bzw. "= a’ — x, oder deren Verhaltnis kennt. Dazu formt man

um:
d =x*—a*=(x—a)’+3ax(x—a) = & + 3ax{ (1
d=a>-x>=(@ —x)>+3a'x(@—x)=¢&"+3a'x¢t (2

)
)

Da & und & kleiner als 1 sind, werden die Kuben £° und '3 klein, konnen
also vernachlissigt werden:

d = 3axt (1"
dia3a'xc! (29
X teilt die Strecke [AA’'] im Verhdltnis £:¢&'. Daher gilt { = AX =
£ & a'd
= —— - AA’ Aus (1) und (2') errechnet man —— = — - und
E+ € E+ & ad+ad
erhélt schlieB3lich

a'd

— a —a
a'd+ad' ( )

e
/N~a+

a) Verifiziere die Gleichungen (1) und (2).
b) Leite aus (1’) und (2) die Nédherungsformel her. Hinweis: Multipli-
ziere die Gleichungen mit a’ bzw. a.

3 " - . - ~ s .
¢) HEeron schlie3t )/ 100 in zwel aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen

ein und erhiilt den Niherungswert 4+%. Bestitige dies und berechne
den relativen Fehler dieser Ndherung bezogen auf den Wert, den dein
Taschenrechner liefert.
d) Bestimme nach dem Verfahren von HERON
2 — 3 — 3 e 3:.-—_’ =
1) /2, 2) V65, 3) /120, 4) 1/330.
s
e) Bestimme einen Naherungswert fiir |/ 0,8 mit
1)a=0und a' =1, 2) a=08und a' =1.

.a) Fiir || <1 gilt /1 +«~ 1+ —. Begriinde diese Néiherungsformel

R
durch folgende Uberlegung: Setze iT 1 +a =1+ & und erhebe beide
Seiten zur n-ten Potenz. Beim Ausrechnen der rechten Seite kann man
alle zweiten und hoheren Potenzen von ¢ weglassen, da sie im Vergleich
zu & klein sind.

b) Leite fiir N > 0 mit Hilfe von a) die folgende Naherung her:

T

EHE T

A IERE B e
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nr— n b
VYN=Va"+b=at+ ——
na
- : e 55 - e b
¢) Fiir n = 2 erhélt man aus b) die Naherungsformel Va* + b ~ a+ 5
£

die sich bereits auf der altbabylonischen Keilschrifttafel VAT 6598 (um
1600 v.Chr.) und auch in HERONS ITepi pérpayv findet.

b :
— die
3a°

3I—
Fiir n = 3 erhédlt man die Naherungsformel VVa® +b ~ a+

1539 Geronimo CARDANO (1501-1576) in seiner Practica Arithmeticae

e el ] ] .

an Hand von /11 = [/8 + 3 zeigt.* Niccolo TARTAGLIA (1499-1557)
3, 3, 3

halt sie fiir falsch, da man mit ihr fiir |/24 = |/'8 4 16 einen zu groBen

Wert erhalt.

1) Bestimme die Niherungswerte fiir die angegebenen Wurzeln.

2) In der Niherungsformel kann b auch negativ gewihlt werden.

L 3, -
Berechne damit einen Niherungswert fiir |/'24 = /27 — 3.

d) Bestimme ndherungsweise

R 3 3, 3 R 35—
1) /2, 2) V65, 3) V100, 4) /120, 5) 1330, 6) /03
«¢) Wende auf die in d) erhaltenen Néiherungswerte nochmals die Néhe-
rungsformel von CARDANO an, d.h., nimm den dort erhaltenen
Naherungswert als neuen Startwert a, berechne das neue » und den
neuen Naherungswert.
¢f) Zeige, dall die wiederholte Anwendung der Niherungsformel von
CARDANO zur Iterationsformel

]

) N + 2 \;
| '\.F\' +1 = ’;7

X

T

fuhrt, die Naherungswerte fiir ijj N liefert. Berechne damit die ersten
vier Naherungen der in ¢) und d) angegebenen Wurzeln. Wie groB ist
der relative Fehler gegeniiber dem Wert, den dein Taschenrechner
liefert?
g) Bestimme mit Hilfe von b) Nidherungswerte fiir
Sl i o 4 A Fm
1) 12 2) V65 3) /100 4) 175000 5) V0.8.
4 B

h) Ersetze in g) |/ durch |

= |

i) Ersetze in g) I/ durch |/

* Weil man Vers 5 des Ganita-pada frither falsch verstand, glaubte man, ARYABHATA T habe mit dieser Formel
Kubikwurzeln ndherungsweise berechnet. Tatsdchlich gab er aber ein Verfahren zur genauen Berechnung der
Kubikwurzeln an.
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4= 1=~
j) Ersetze in g) |/ durch V

$k) Zeige analog zu f), dal

‘ N+((n—1)x;

o e
k+ 1 =
R

ein Iterationsverfahren zur ndherungsweisen Berechnung von VN
darstellt.
$1) Berechne mit der Iterationsformel aus k) Ndherungswerte fiir die
1) in g), 2) in h), 3) in i), 4) in j)
angegebenen Wurzeln. Rechne so lange, bis dein Taschenrechner
keinen neuen Wert mehr anzeigt.

$4. Michael StiFeL (14877-1567) zeigt seine Regel zur Berechnung von

hoheren Wurzeln 1544 in der Arithmetica integra an Hand folgender
prmlt

3, 5, -
1) | /6765201 2) /238328 3) V916132832

4) /3521614606208 5) 1/45949729863572161
. a) Berechne die unter 1) angegebene Wurzel mit dem Divisionsverfahren.
: I}) Berechne die Wurzeln unter 2) bis 5). Ubulcac dabei zuerst, wie viele
Stellen vor dem Komma das Ergebnis haben kann, und starte dann das
[terationsverfahren aus Aufgubc. 3.k) mit einer Zahl, die bis auf die
vorderste Ziffer nur Nullen enthilt.
5. Michael STiFeL (1487?7-1567) zeigt seine Regel zur Berechnung von
hoheren Wurzeln 1545 in der Deutsche[n] Arithmetica an Hand folgender
Beispiele:

1) /47458321  2) 1/280648260320646639744

11 - e
3) [/7516865509350965248
Berechne sie nach dem Vorgehen in Aufgabe 4.b).

3.4 Potenzen mit rationalen Exponenten

Das Rechnen mit allgemeinen Wurzeln ist sehr unhandlich. Wir haben keine
Rechenregeln dafiir hergeleitet, weil sich erfreulic herweise im Laufe der
Entwicklung gezeigt hat, dal man die allgemeinen Wurzeln als Potenzen mit
rationalen Exponenten auffassen kann, was den Umgang mit ihnen wesent] lich

erleichtert.

Wir lassen zuniichst einmal probeweise Stammbriiche als Exponenten einer

e e PR T T EE T TS AT
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