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Vorwort

Das vorliegende Buch soll die Algebra 7 in Intention und Stil fortsetzen. Wir
wollen also wiederum die Algebra breit genug darstellen, sodass auch ein
Schiiler den Text lesen und verstehen kann. Vorgerechnete Beispiele sollen das
Verstindnis erleichtern. Andererseits soll man auch immer wieder spiiren,
dass die Algebra durchaus anspruchsvolle Uberlegungen und Probleme bie-
tet. Die Aufmachung und der breite historische Anteil sollen dem Leser Ap-
petit machen und ithn dazu bewegen, das Buch auch freiwillig in die Hand
zunechmen. AuBlerdem konnen die vielfaltigen historischen und linguistischen
Bezlige aufzeigen, wie tief die Mathematik in das kulturelle Umfeld der je-
weiligen Zeit eingebettet ist. Der Schiiler soll aus dem Buch auch erfahren,
dass Mathematik nicht nur Rechnen, sondern hauptsiichlich Denken und
Argumentieren ist. Die Vielzahl und die grof3e Variabilitdt im Schwierigkeits-
grad der angebotenen Aufgaben machen es méglich, jedem Anspruch, auch
dem der besonders interessierten Schiiler, gerecht zu werden. Eine Kennzeich-
nung der Pflichtaufgaben und des Schwierigkeitsgrades erleichtert die Aus-
wahl. Die Stoffdarbietung ist so breit gehalten, dass der Lehrer Auswahl-
moglichkeiten hat und auch Lesestoff anbieten kann. Wir hoffen, damit einem
erkennbaren Trend zur Minimalisierung entgegenwirken zu konnen und einen
Beitrag zum Bildungsauftrag des Gymnasiums zu leisten.

Minchen, im Januar 1988 Die Verfasser




Kennzeichnung der in Bayern nicht allgemein verbindlichen Stoffgebiete

Fakultative Abschnitte sind durch zwei vorangestellte Sterne (**) gekenn-
zeichnet.

Kennzeichnung der Aufgaben

Rote Zahlen bezeichnen Aufgaben, die auf alle Fille bearbeitet werden sollen.
e bzw. g usw. bezeichnen Aufgaben, die etwas mehr Ausdauer erfordern, weil
sie entweder schwieriger oder zeitraubender oder beides sind. Je mehr Punkte,
desto mehr Miihe!

Zitiert werden die Aufgaben unter Angabe der Seite und der Nummer. So
bedeutet 21/17 die Aufgabe 17 auf Seite 21.

Nummerierung von Definitionen, Sitzen, Abbildungen und Tabellen

Die Zahl vor dem Punkt gibt die Seite an, die Zahl nach dem Punkt num-
meriert auf jeder Seite. Abb. 27.2 bedeutet beispielsweise die 2. Abbildung

-

aufl Seite 27.



1 Umformen von Bruchtermen
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Das Horusauge aus dem Bruststiick einer Kette des Pharaos TUTANCHAMUN (1347 bis
1338 v.Chr.), flankiert links von der mit dem Geierbalg gekronten Geiergdttin Nech-
bet von Elkab, der Géttin Oberdgyptens, rechts von der Schlangengéttin Uto mit der
unterdgyptischen Krone. — Héhe 5,7 cm, Breite 9,5 cm.

Bereits auf einem Papyrus der 6. Dynastie (2290-2155 v. Chr.) finden sich besondere
Zeichen fiir gewisse Stammbriiche, namlich | fiir 3, O fiir 4, L___(/}ﬂir L =T
M
fiir &, fiir ¥5 und |/ fiir &, die in den jiingeren Papyri wie dem Papyrus Rhind
'I!’:\-;=//— 33 I 64 Jung apy p.

(um 1550 v. Chr.) nur mehr fiir die entsprechenden Teile des
Getreidehohlmalies hekat (=4,8751) verwendet wurden.
Diese Zeichen lassen sich, wie nebenstehend gezeigt, zu ei-
nem Auge zusammensetzen, dem Horusauge, das auch Ud-
schat-Auge, heiles Auge, genannt wurde. Dieses Auge war in
der dgyptischen Welt nach dem Skarabius das meistverbrei-
tete Amulett.

Aus religiosen Texten kénnen wir die folgende mythologische Deutung erschlieBen.
Horus, der Sohn des Osiris und der Isis, musste mit seinem Onkel Seth um die Herr-
schaft in Agypten kimpfen. In Gestalt eines schwarzen Schweins riss Seth seinem
Neffen Horus das Auge heraus und zerstiickelte es. Thot, der Gott der Weisheit, der
auch die Zahlen und damit die Mathematik erfunden hat, setzte mittels Speichel aus
den gefundenen Bruchteilen das Auge wie angedeutet zusammen. Addiert man die
Teile auf, so erhilt man &3. Das fehlende &; hat Thot dann auf wundersame Weise
hinzugefiigt und das Auge so zu einem heilen Auge erginzt.




1 Umformen von Bruchtermen

Um 1500 lernte man in der Schule nur
das Addieren und Subtrahieren von
natiirlichen Zahlen. Das Multiplizie-
ren und erst recht das Dividieren wa-
ren hingegen Lehrstoff der Universi-

tit. wie wir aus einer natirlich auf

Lateinisch gehaltenen Rede Philipp
MELANCHTHONS aus dem Jahre 1536
an die Studenten der Universitat Wit-
tenberg anldsslich der Einfithrung ei-
nes Lehrers fiir Mathematik erfah-
ren:

»Die Regeln des Vervielfachens und
Teilens schlieBlich erfordern viel
mehr FleiB, aber bei einiger Anstren-
gung konnen sie doch bald begriffen
werden. Wie alle anderen Kiinste ver-
langt auch diese Kunst Ubung und
Gebrauch.«*

Wie weit sind wir heute gekommen!
Du hast das Teilen in der Grundschu-
le gelernt.

Nun entstand aber aus dem Teilen,
weil es oft nicht aufgeht, das Bruch-
rechnen. bei dem man leicht ins
Schwitzen gerdt, wenn man nicht
mehr recht weiterweil. Beim Volke

Ry

1526

phibppws me bl

Abb.10.1 Philipp MELANCHTHON (1497
bis 1560) Humanist und Reformator. We-
gen seiner Gelehrsamkeit und wegen sei-
ner Organisation des Unterrichts an den
protestantischen Universititen und La-
teinschulen nannte man thn Praeceptor
Germaniae, Lehrer Deutschlands.

Kupferstich von Albrecht DURER.

waren daher die Briiche wegen ihrer Schwierigkeit verrufen, und so sagte man
von jemandem, der in eine schwierige oder aussichtslose Lage geraten war, er
sei »in die Briiche geraten«. Heute ist diese Redensart aus dem deutschen
Sprachschatz verschwunden, wahrscheinlich deswegen, weil das Bruchrech-
nen nicht mehr als schwer empfunden wird.

Aus dem Rechnen mit Briichen entwickelte sich in der Algebra das Rechnen
mit Bruchtermen. Wir wiinschen dir, dass du aufmerksam und mit viel Flei3
das Umformen von Bruchtermen lernst, damit du am Ende des Jahres nicht in

die Briiche geritst.

* Deinde multiplicationis ¢t divisionis praecepta aliquanto plus requirunt diligentiae, sed tamen causae cito

perspici possunt ab attentis, Exercitationem et usum requirit haec ars, ut aliae omnes.

meticen

Praefatio in arith-
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1.1 Definitionsmenge [1

1.1 Definitionsmenge

Ein Term ist ein Rechenausdruck mit Zahlen und Variablen.
3 a a—>H
R e T
Keine Terme sind: a+:3; 34+ x—: 2(—)x) +.
Im Folgenden werden wir uns hauptsichlich mit Bruchtermen befassen:

Beispiele fir Terme sind: x* — 7: 3ala — b).

Definition 11.1: Ein Quotient zweier Terme heil3t Bruchterm.

e Al Ak 1 5
Beispiele fiir Bruchterme sind: —: : s :
XL o—x (@+by y—vy

Keine Bruchterme sind: 3x; (a+ b)*; 1+ x4+ x2.

Der Bruchterm - 1 liefert fiir fast alle Einsetzungen Zahlenterme. So ergibt
e
ich f 0 der Zahl - 0 ?
sich tur x = 0 der Zahlenterm ——=— = — —.
0—4 —4 4
Nur die Einsetzung x = 4 macht Schwierigkeiten; man erhilt ndmlich
3 3
4$=4 0
kann. Die Zahl 4 gehort demnach nicht zur Definitionsmenge D des Bruch-

Das ist aber kein Zahlenterm, weil man durch null nicht teilen

terms ——; denn die Definitionsmenge eines Terms besteht ja gerade aus den
X —

Einsetzungen, fiir die der Term zu einem Zahlenterm wird.

Ein Bruchterm wird nur dann nicht zu einem Zahlenterm, wenn beim Einset-

zen der Nenner null wird. Der Einfachheit halber betrachten wir zundchst nur

Bruchterme, bei denen nur eine einzige Variable im Nenner auftritt. Fiir solche

Bruchterme gilt:

Satz 11.1: Die Definitionsmenge eines Bruchterms mit einer Variablen
ist die Menge der Zahlen, die man fiir die Variable einsetzen kann,
ohne dass der Nenner null wird.

Zur Bestimmung der Definitionsmenge eines Bruchterms muss man also alle
Zahlen ermitteln, fiir die der Nenner null wird. Man nennt diese Zahlen Null-
stellen des Nenners. Die Definitionsmenge D eines Bruchterms ist also die
Grundmenge @ der rationalen Zahlen ohne die Menge der Nullstellen des
Nenners.

Versteht man unter A4\ B (gelesen » 4 ohne B«) die Menge der Elemente von A4,
die nicht zugleich zu B gehéren, so kann man schreiben:

‘ D = @\ Menge der Nullstellen des Nenners |
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Umformen von Bruchtermen

Fiir unser Beispiel sieht das so aus:
-5

Der Term

ﬁ . i~ ..
hat die Definitionsmenge D

o\ fAL
= ¢ l"]'!'

x —
Die Menge @\ {4} kann man auch kiirzer durch die Ungleichung x + 4 be-
schreiben.
Beispiele: 1) - ; D=0Q\{—1
% —1
x—1
N
2) '7\_ 1 D= L2
2
=5 i J R
3) D=Q\{—-2;1}

Es ist nicht immer ganz leicht, die Nullstellen des Nenners zu erkennen. In

komplizierteren Fillen empfehlen wir folgendes Vorgehen:

— Nenner null setzen

— Nenner faktorisieren (ausklammern, binomische Formeln anwenden)

- Jeden Faktor einzeln null setzen und die Gleichungen 16sen

Beispiele: 1) —

X7+ .1'.

Also: D =0Q
1

- IR L i
) 0,1x* — 8x?

Also: D=0
x+1
x>+ 6x+9

-

Also: D =0\

NR: x24+x=0

x(x+1)=0
= Q oder x+1=10
x=—1
\{—1;0}

NR: 0,1x* —8x> =0
x*(01x—8)=0
x*=0 oder 0,1x—8=0

x=10 01x =38
X =54
x = 80
\ 10; 80}

NR: x*+6x+9 =10

(x+3)2=0
x+3=0

[| =

g

1
Wk |
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1.1 Definitionsmenge 13
Aufgaben
Gib die Definitionsmenge an:
L 2) 23 | X 1 d x4+ x*
. a
x—2.3 ) 0,1 +x ©) 2 —x ) X2
5 2x+ 6 b) 3 0,1 a 14
2.4 )
) 2x—06 8 —4x ©) 8x+ 8 ) 28 +0,7x
3. ) | b) 2 ) 3 ) 4
3.a . i
2x—9 18 + 4x S ooa—17 3,06 + 0,01 x
8 8
4. a) < - b) - : )
(x—1(x—=23) (x+2)d—x)
8¢ 8d
CJ - ’) 3 d 1
B3x+18) (0.8x —1) x(2,4x — 2%)
5. a) 1 b 3x+2
5.a .
x(x+1)(x+2) ) 2x—3)B3x—2)(2x+ 3)
0.1x—1
c) -
x(x40,1) (0,1 x+ 0,1)
2 3 4
X X X X
6. a - I . C , i .
)\“— X ) 3x —4x° )2_\'-:—3'[\'5\ o Tl S
la 7b 7 Td
T > b 2 c d 3
2) 75 ) ! 06 ) 352 —2
8. a) 72 | 4 ) 8 | 16
A — ¢ (i -
4% 12 e x*+16 S
9. a) 1980 , 1981 } 1982 a) 1983
0, a p ; ——=
xe— 211 ) o [ 2 ox+9 4 x* Ox+4+12x
10. a) 333 b) 1492 ) 1789
- a - s c = -
3x L 6x 3% 10x> — 4x2 + 0,4x x—25—001x%
x+ 6 6x
11. a) 7 g b) AN | SR
(x — 6) (x% — 6) (6x — 1) (1 + 2x) (6%x + 6)
12. a) 1 b) m-0-n-(s —ite - r)

0,0001x* — 1 94x* — 0,02 -9%- 6*x* + 0,0001 - 6*

13. Gib einen Bruchterm an, bei dem die aufgefithrten Zahlen nicht in der
Definitionsmenge liegen:
a) 1 b) 1; —2 c) 0; —3




14 1 Umformen von Bruchtermen

1.2 Aquivalenz von Bruchtermen

Zwei Briiche konnen denselben Wert haben, obwohl sie verschiedene Zahler
und Nenner haben. So gilt z.B. 3 = §. Bei komplizierteren Zahlen ist die
Gleichheit aber nicht mehr so einfach zu sehen. Sind etwa 2§ und 28 gleich?

Die Gleichheit zweier Briiche erkennt man leicht, wenn sie gleichen Nenner
haben; dann miissen ndamlich auch die Zihler gleich sein, damit die Briiche
gleich sind. Erweitern wir also 27 und 28 jeweils mit dem Nenner des anderen
Bruchs, so erhalten wir 2$:37 bzw. 2821, Die Zihler ergeben jedesmal die
Zahl 1938. Also gilt 27 =325, weil 34 - 57 = 38 - 51.

Weil3 man umgekehrt von zwei Briichen, dass sie gleich sind, wie z. B. 2 und g,
dann ergibt sich mit derselben Uberlegung, dass dann auch dic Produkte 3 - 8
und 6 - 4 gleich sein missen.

Damit haben wir die Untersuchung der Gleichheit zweier Briiche durch die
gleichwertige Untersuchung der Gleichheit zweier Produkte ersetzt.
Genauso konnen wir die Untersuchung der Aquivalenz von zwei Bruchter-
men durch die Untersuchung der Aquivalenz von zwei Produkten ersetzen.
Dabei miissen wir allerdings bedenken, dass die Aquivalenz nur auf der ge-
meinsamen Definitionsmenge der betrachteten Bruchterme sinnvoll ist!
Auf Grund der obigen Uberlegungen gilt also

. ey ¢ el ;
Satz 14.1: Sind ; und Bruchterme, dann gilt in der gemeinsamen

7 L
oo e a c
Definitionsmenge: —=— < ad=bc
b d
Beispiel: 7, (x) = ol D, =Q\{-1},
. %2 _ %
Tolai=——" N — Q%11
=1 = '

Die gemeinsame Definitionsmenge ist D= D, n D, = Q\ {—1;1}.

2
Annahme: i 'T, ]
x+1 x*—1
Priifung der Annahme: x(x>—1)=(x*—=x)(x+1)
Xt—x =xidat—xt—x
i e

Links und rechts vom Gleichheitszeichen steht derselbe Term, also sind
die Bruchterme 7' (x) und 7, (x) in D dquivalent, d. h., bei jeder Belegung
aus D liefern 7'y und T, dieselben Werte.
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1.3 Erweitern und Kiirzen 1

Aufgaben

1. Sind folgende Briiche einander gleich?

a) 27 und £81 b) 5% und 48 ¢) 1% und 255
1732 297
d) (55)° und 1 + .

(o]

Fur welchen Wert von x sind folgende Briiche einander gleich und wie
lauten sie dann?
18 2 A% 5

3 x 3x X
a) = und 1? b) T und 1 ¢) 9 und 3 d) ; und ;

-
[ %)
-
+
-1

3. Fiir welchen Wert von x sind folgende Briiche einander gleich und wie
lauten sie dann?

F
S
wn

SR . S —b ] 9 —7x —1
a) - = b) __=18 c) T d) - : = T

2
Lh
L

2

4. Wann sind Briiche mit gleichem Nenner einander gleich?
5. Wann sind Briiche mit gleichem Zihler einander gleich?

6. Ist es moglich. dass zwei Briiche mit gleichem Zihler und verschiedenen
Nennern einander gleich sind?

7. Sind die folgenden Bruchterme dquivalent?
X X%+ x x+1 |
a) und — - b) - und =
x+1 x4+ 2x+1 x—1 (x—1)*
1 2 2
x- —4.,5 x—3 x—4 x<—16
c) = und d) — und —
x+3 2 ) 2x 2x°—8

1.3 Erweitern und Kiirzen

Die dir vom Rechnen mit Briichen bekannten Operationen Erweitern und
Kiirzen* lassen sich auch auf Bruchterme iibertragen.

* Das Fachwort erweitern wurde vermutlich von dem preuBischen Gymnasiallehrer Johann Friedrich KroLr
in seinem 1839 erschienenen Grundriff der Mathematik Siir Gymnasien und andere héhere Leranstalten ge-
prigt.

Eine interessantere Geschichte hat das Fachwort kiirzen, das erst zu Anfang dieses Jahrhunderts aufgekom-
men zu sein scheint. Der aus Norddeutschland stammende Theologe und \1c| hematiker JORDANUS NEMORA-
RIUS (um 1180-1237), der 1222 zum zweiten Ordensgeneral der Dominikaner gewihlt wurde, auf dessen
Anregung dic Universitdt in Toulouse gegriindet wurde und dessen mathematische Schriften lange Zeit in
e = auf eine kieinere Benennung zuriick fiili-

Gebrauch waren, sagte dafiir ad minorem denominationem reduce
ren. Sein Zeitgenosse GERNARDUS sprach von subtifiores minutias in grossiores reducere = feiner gebaute
Briiche auf grobere zuriickfithren. Der Rechenmeister Christoff RupoLsr (um 1500 — vor 1543) und andere
uberschrieben die betreffenden Kapitel mit »Priich kleiner machen; fiir kiirzen sagte er aufheben, worunter
man beim mittelalterlichen Linienrechnen verstand. so viele Rechenpfennige wegzunehmen, dass eine Zahl
durch moglichst wenige von ihnen ausgedriickt wurde. (Befanden sich 5 auf einer Linie, so nahm man 4
weg und setzte einen in den Zwischenraum zur nachsthoheren Linie.) Aus aufheben wurde zu Beginn des
19.Jh.s heben. das sich bis in unser Jh. noch in den Rechenbiichern fand.




16 ] Umformen von Bruchtermen

Definition 16.1: Ein Bruchterm wird mit einem Term T erweitert, indem
man sowohl den Ziahler wie auch den Nenner des Bruchterms mit
diesem Term T multipliziert.

Ein Bruchterm wird mit einem Term 7 gekiirzt, indem man sowohl
den Zahler als auch den Nenner des Bruchterms durch diesen Term
T dividiert.

Den Zusammenhang zwischen dem urspriinglichen Term und dem erweiterten
bzw. gekiirzten Term klért

Satz 16.1: Beim Erweitern und Kiirzen entstehen dquivalente Bruchter-
ol Ganll=n a . = ;
me, namlich == i, wird mit T erweitert
b T:b b
a T i al : e "
bzw. —=— d.h,, — wird mit T gekiirzt.
b= b hT

Beachte: Weil beim Erweitern bzw. Kiirzen Faktoren im Nenner hinzukom-
men bzw. wegfallen, kann sich die Definitionsmenge des Bruchterms édndern.
Die Aquivalenz gilt natiirlich nur in der gemeinsamen Definitionsmenge. Da-

zu die
Beispiele:
1) Erweitert man ;; : , D; = Q\{—3}, mit dem Term 3 — x, so ent-
steht der Bruchterm H—}S\;{:}“ 0’ D, =0Q\{—-3;3}. Also gilt
3—x (B —a)" P

= in der gemeinsamen Definitionsmenge
34x (B+x)(3—x)

D=DnD,=Q\{—3;3].

o _ It — 3 .
2) Will man den Bruchterm 5 —— kiirzen. so muss man zuerst Zih-
%27

o ] 3 2
; : s aeax —3x  3x(l—x)
ler und Nenner faktorisieren. Man erhélt o -,
9x 4+ 27x* 9x(1+ 3x)
Jetzt erkennt man die Definitionsmenge D; = Q\ { —3; 0}. Wir kon-
: S A=
nen den Bruchterm mit 3x kiirzen und erhalten —— mit
1 ==3x)
Beeie o x(1 —x)
9x+27x* 3(1+3x)
men Definitionsmenge D = D;n D, = Q\{—3;0}.

D, = Q\{—3}. Also gilt in der gemeinsa-
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3) Enthalten die Terme mehr als eine Variable, dann ist die Angabe der
Definitionsmenge recht kompliziert; wir wollen daher in solchen Fil-
len darauf verzichten. Als Muster diene

a-+b

(a+b)-1 1
= Gthila=h a—b

Beim Rechnen mit Potenzen haben wir die Division zweier Potenzen mit glei-
cher Basis (z. B. a°: a®) ausgespart. Jetzt erkennen wir, dass es sich dabei um
einen speziellen Bruchterm handelt. Schreibt man die Potenzen in Zihler und
Nenner als Produkte, dann lassen sich die gemeinsamen Faktoren wegkiirzen:
&
o’ asdaaragta -
T = =da‘ada=a".
- da-a

Weil a* = >~ gilt, kann man auch schreiben

a
a S -
3 =4 “=a".
a

In gleicher Weise erhilt man etwa

a’ | 1

= I .!' = "1 -

a’ FrhE a“

Das fithrt zu

a m

Satz 17.1: Ist m > n, dann gilt — = @™ ™™
a

I Dabel muss a & 0 sein.

: ﬂ"I

Ist m < n, dann gilt — =
a

Sind im Zihler und im Nenner gleich viele Faktoren a, dann hat der Bruch den

a*
Wertl,z B — =1,
a
a’ 8 S 2 .
Rechnet man — genauso wie ; = a’ = a°, dann erhilt man
a- a
a 5—5 0 : . a’ :

s =a ~ = a . Da wir aber schon wissen, dass — den Wert 1 hat, legt man
a a P
allgemein fest

Definition 17.1: «%:=1 fiir a=+0. J

. e _
0° wird ebenso wie 5 nicht definiert.
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Aufgaben
1. Erweitere: -
i 24 : :
a) 3 mit 17 b) 3 mit —21 ¢) 17:13 mit x
20
x ] 9a+1 | Sca® .
d) 5p:(2¢) mit pg e) 5 mit 2a? ,— mit 2e+d
a— :
3u+v 11 A0 e
g) : mit —GBu—v) h) [3r2Q2+m?)]:(Tm* —r®) mit 4 —2m?
3u—v
W Ix—24 R % _
i) ik mit 5x + 4y k) (7a= — 5ab—b°): (3 — 2ab) mit —1
3x+y

2. a) Schreibe 1 als Bruch mit dem Nenner 29.
b) Schreibe 5 als Bruch mit dem Nenner —7.
¢) Schreibe —a als Bruch mit dem Nenner b.
d) Schreibe 3x?y als Bruch mit dem Nenner 2.
e) Schreibe 5u* — 20uv als Bruch mit dem Nenner u + 4v.
f) Schreibe 0 als Bruch mit dem Nenner (3 + 2)%.

|75

.a) Schreibe 64 als Bruch mit dem Zdhler 1024.
b) Schreibe —8a*b als Bruch mit dem Zihler 16 (ab)>.
¢) Schreibe 4p — 3¢g als Bruch mit dem Zihler 3¢ — 4p.
d) Schreibe 3 — 7n als Bruch mit dem Zihler 9 — 492

4. Bringe die folgenden Briiche auf den angegebenen Nenner.

5 Ta+ b b—a 2a+ b
2) 2a+b 2a—b b—2a 1 ey }
+ 2 3p Tp—3 —1 <
b) - : s ; do i -:  Nenner pg” —p
p g1 g — plg+1)
Sm?n  6m+ 4n 1 a—8b
) —; : : Nenner 27m? — 36mn + 12n

3 ' 3m—2n’" 9m—6n" (Bm—2n)?

5. Bringe die folgenden Briiche auf den angegebenen Nenner.

a+b . 2 X—y 5
a) - Nenner a* — b* b) - Nenner x* — y?
a—b Xy '
St LT P 6 2L N 4p2 — 94>
¢) ——— Nenner 25¢* — 165 enner 4p° — 9¢°
S5a—4b 2p + 3¢q ; 4
r—+s 2a+3
e) Nenner 9r% — 452 f) = it Nenner a® — 1
3r—2s a—1
2x—3 ; ; L 4x+5 i
g) Nenner 9 — x~ h) ——— Nenner 4x* —25
x—3 S —12x
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6. Bringe die folgenden Briiche auf den angegebenen Nenner N.

a + ¢ ; X—y

a) = N=ua —2ab+b> b) o) N=xZ+2xp+3?
a—b X4y A
Q= ADE S B pt+4q , el 2

c) 9 N =a"+4ab+4b d) = N = p* —6pg + 9g°
Sr— s : - 2x—5 1

e) ~ N=4a"—12a+9 f) N=9x*—6x+1
2a—3 Jx—

7. Bringe die folgenden Briiche auf den angegebenen Nenner N.

4x—9 5 2a+ 17
a) N=x"—16x+ 63 b) - : = N =a’+ 5a—24
X= ? a—3
3u—11 5 6z — 1
: N = u* — 4u — 45 d) 2 N=z*—5z—14
u+5 z—17
2a—9 6x—5
— N=2—10a—1> i N=2x2+13x—2
e) T3 a a f) T I X 0
11x—9 : 2 : Ju+8 . X =
g) T N=16x“—46x +15 h) S N=40u*—53u-+6
Tr-—3 : _ - s ) .
i N = 56r* + 197> — 15 i - N = 48a* — 24* — 35
) 573 & : ) it e
2a—"Tb 5 Tx—5y
i AT o A s iy 2 - AT 2 A A [~
k) T N = 56a S51ab —27b% 1) i, N = 36x Txy—135)

8. Bestimme die fehlenden Zahler und Nenner.

% —7 x—7 77—t
) — =Rl vy D

x4 3 3+ 5x S5x+3

(2x)* z—2 522 — 20

i - — == d —_
121 =3 10 —3x ) T2 1

x4+ 1 o SO (SO
§ - n I—<Z7

x+2 x=+3x 2 S—x
)?5_; eeh - 22— 982
© 45+3 T 87 +6s 1655+ 245+ 9

9. Lose folgende Gleichungen fiir die Unbekannte x.

2) £ 6 b 6x? N 5u”-0 S e e
= ).\‘+3_.r3—9 ¢) Tx:(3a)=
4 2x—3 9x — 6)%a’® 0
d 2 iy T - — —— = R D I — —
e b0 =0T e o ) 4h 36h
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2 10. Erweitere den Bruch

b) sk ap

a’* + ab + b?
" 2a—3b
S5p — 6gq
:4;.0 — 3¢g
7x* — 9y?
Su—3;z
2x — 3y

Tx2y — dxy?

4x* — 3y
23a* — 35b

f)

g)

auf den Nenner 10pr — 15ps — 6qr + 9gs

auf den Nenner 35mx — 28my — 20nx + 16ny

auf den Nenner 8a® — 12a%b + 18ab® — 2753

auf den Nenner 24ap — 36bp — 30aq + 45bq

auf den Nenner 35x%u — 21x%z — 40y%u + 24)?;
3

auf den Nenner 14x° y* — 63x> y*> — 8x*y* + 36x%y°

auf den Nenner 92a* x* — 694y — 140bx? + 105by.

e11. Erweitere den Bruch

a—b

a)

2

a + ab + b2
a+b

a® — ab + b?

0 a

ll) a

a— b +ab*—- b

auf den Nenner ¢°® — b?

auf den Nenner & + b3

auf den Nenner g* — b*

a> + a%b +ah“ <+ B>

auf den Nenner a* — b*,

Kurze die in den Aufgaben 12 bis 16 angegebenen Quotienten so weit wie

moglich!

93 —16a 45(x 4+ 1) 18p
le8) o Ty SGEre el
13. 2) _f_'}__uy_t_n_' b) 14..1'_1':_ : 49pq d 3(a+ Eb)_
3uw 21xy 28pg 9(a + 2b)
14.8) x*:x D) y%:p° e 32°:(12z%) &) [16@— )] [8(u—1v)*]
{5 24a* bc? 69p° g*r ) 15(a”b)*c? q 44 (uv)* u?
= 9a3 b?c 46 (pr)® = (5a)® (be)* 12 (1?v)?
16. a) (4u—v)*:[2(4u —v)] b) (4u—v):[2(4u —v)]*

e) [xy(5x—2p)*]:[x2y—5x)] d) (7p—49)°: (35p—20g9)>
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17. Vereinfache durch Kiirzen:

e o 17 =
a) — b) a'':a ¢) — d) — e) a®:a
a a a
18. Kiirze den Bruch
abe axy G r d abce
a - Pq d) - e)
bed bxy Pq ax dabcd
atx ) Fot Ta® b? ) 24a° b’
i —— i — s 1 B i
Ta 2 yr 28 56a* b> 364°b*
X axtya’ ) 1657 1 ) 147 a* p? x®
() — = il m e
105x% y3 23 b e 189a* bex®
e 19. Kiirze den Bruch
ax + bx 12ax — 18ay 25rx — 35ry
a) = C)e=—
cx 24ap + 30aq 355x — 49sy
65a*x* + 91ax? ) a’+ 2ab + b* H ar—he
= e 5 = - .
85a%x + 119ax? at — b? a——2ab -t b*
) 15%p—25y° 21a* + 9a 50a® — 72 ab?
g } :

9x2 — 30xy + 257

4902 +-42a+ 9

254> — 60ab + 3652

Zerlege in den Aufgaben 20 bis 30 Zihler und Nenner in Faktoren und kiirze.

20. ) 3m + 6n 6x — 24y 0
i 8m + 16n 6x — 18y
1 1,5 — 4.5m 6u— 2.4v )
2 . ; c
on— 18m S5u— 20
2x+ 1
22. a b
) 4x* +4x + 1 )
4q+ 1
% 32a¢* -2 D
23. ) 64 — 254> b)
"™ 64 — 80a + 254>
1600x% — 100072
c k)4 d
) 25y% — 402 )
24, a) ax — bx + ay — by b)
’ Sa — 5h
3 Tab — 35a* — 10a + 2b a)

—10a + 2b

da — 6b
3 —2a
18¢c*d + 6¢%d?
14ed? + 422 d?

4a+ 6b

3b+ 2a

da—12ab

8a* + 20ab

9y* — 12yz + 422
9y — 62

45p* — 204>

21p — 144

0,16 +2b + 6,25
16056% + 20005 + 6250

d)

184> — 484+ 32
22545 — 4
3a+ 2ab — 9h — 63

3+ 25
x4 32—
1 4 x2




e25. a)

)

26. a)

eC)

e 27. a)

c)

28. Vereinfache so weit wie moglich.

a)

oC)

$29. a) -

g)

m
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16m?* — 9n?
8m? — 6mn +4m — 3n
8a+9b—12ab — 6
8aZb — 12a2b?

xX=»x+ykx—y)

H+U4+ w
m? 4+ 2mn +n? — 1

e =t —2m 1

5p*+p+q+5pq

b 7 7
) 25p° +10p + 1
1012 — 8uv + Suw — dvw
d) -5 .
Su® — 4uv + 10uw — 8ow
(\ —— _]rI}Z_.\‘ —i_ (\ = _}‘}2_".
h
x° — xy
et
Wi
3 2X = X
b) Ap* —dpg -+ g*> — 25r*
4p — 24 + 10r
a0 at—8a =+ 16

= 4(;3_:4_(53 - 4)

?‘Sm_;z + 50ny* — 30myz — 20nyz + 3mz> + 2nz?
—45m*? + 9m?z — 60mny + 12mnz — 201> + 4n’z

25a* — 10052
Sa+105b

z2 _4z+3

7% — 07—

1257
a* — ab — 20b?
r2 +4rs — 215>

}"i-+ 12rs — 355>

a’+ ab -

a’ + Sab — 14b>

a +12ab— 2852
1572 + rs — 652
12r% + 5rs — 252
15p* — 19pq — 564>
15p* — 58pg + 484>

64x>y —136x%y% 4 42x)°

48x3y — 140x% % + 98x)°

T2x%z + Txyz —2y%z
40x3y — 29x2p% + 3x)3

e

od .
)_"-‘—|—2:+1

b) .!f}z + pg — Zﬂfgi
p°+ 2pg —15¢°
x? — 8xy + 15)2
= e
X oy — 3y

f p* —4pg — 454>
p*— pg — 304>

4x* 4+ 20xy + 25y>

h) - =) = 2
6x* + 23xy + 20y

) 1842 — 3uv — 1002

! 53uv — 400* — 61°

) 48a> — 2a*bh — 35ab>

364%h + 60ab? + 25b3

6x>z — 24xy*z
2x*y — 8x?y? + 8xy3



1.4 Hauptnenner 23

14a%x? — 63a% y? — 8b%x2 + 36h% )2
494* — 564> b* + 16b* '
8a*u® — 3b3 — 6abu + 4ab*u
123 u* — 9a®bu + 20abu — 15b2
15a* — 21bc — 35ab + 9ac 48ax — 42bx + 40ay — 35by
9ab — 15ac — 21b* + 35bc 16au — 14bu — 24av + 21bv

¢ 30. a)

1.4 Hauptnenner

Bruchterme mit gleichem Nenner heiflen gleichnamig; haben sie verschiedene
Nenner, dann heif3en sie ungleichnamig *. So sind zum Beispiel die Bruchterme
b d b d

= und gleichnamig, die Bruchterme — - und
a“ + ac ala+ c) a- + ac ala— c)

ungleichnamig.

Ungleichnamige Bruchterme lassen sich ebenso wie Briiche, deren Zihler und
Nenner Zahlen sind, durch Erweitern gleichnamig machen. Man muss dazu
als gemeinsamen Nenner einen Term finden, in dem jeder einzelne Nenner als
Faktor enthalten ist. Zum Beispiel ist das Produkt aller vorkommenden Nen-
ner ein gemeinsamer Nenner. In vielen Fillen ist es jedoch mdglich, einen
einfacheren gemeinsamen Nenner anzugeben. Man zerlegt dazu jeden Nenner
so weit wie moglich in Faktoren und ermittelt wie bei Zahlen das kleinste
gemeinsame Vielfache (kurz: kgV) der Nenner. Den so bestimmten gemeinsa-
men Nenner bezeichnet man als Hauptnenner (kurz: HN).

Definition 23.1: Unter dem Hauptnenner von Bruchtermen versteht man
das kleinste gemeinsame Vielfache der Nenner dieser Bruchterme.

Beispiel: = ; ¥ 0l <)
4% — 9h? 10a+ 156" 2ac—3bc
Nenner Faktorisierung Erweiterungsfaktoren (EF)
4a* — 9b? = (2a + 3b) (2a — 3b) 5¢
10a + 15b = 5(2a + 3b) c(2a — 3b)
2ac — 3be = ¢(Qa — 3b) 5(2a+ 3b)

HN = S5¢(2a+ 3b) (2a — 3b)

* Bernardo BarvLAAM (um 1290—nach 1348), Mdnch. spiter Bischof von Gerace in Kalabrien, verwendet in
seiner griechisch verfassten Jogistica die Ausdriicke guvenuuoc (synonymos) und érepanuyos (heteronymos),
die wortlich {ibersetzt gleich- bzw. ungleichnamig ergeben. Im Deutschen des 15. und 16. Jh.s gibt es dafiir
allerlei Ausdriicke; gleichnamiz machen verwendet der zu seiner Zeit bekannte Rechenmeister Simon Jacog
(1510(?) Coburg — 1564 Frankfurt) in seinem Ein New vnd Wolgegriindt Rechenbuch (1565).
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Mithilfe der Erweiterungsfaktoren kénnen wir die gegebenen Briiche
gleichnamig machen:

u Scu

4a>* —9b> ~ 5c(2a + 3b) (2a — 3b)
U cv(2a— 3b)

10a + 15b &= 5({2?3?}%1’_(: — 3h)
W Sw(2a+ 3b)

2ac—3be S5¢(2a —:3!’:) (2a — 3b)

** fur Geschichte des Hauptnenners
5 L = ot = s 4 - - :
Im A, ﬁ _';9}. #5  (Chiu Chang Suan Shu)* — »Neun Biicher arithmetischer

Technik« — der Han-Zeit (202 v. Chr.—9 n. Chr.) wird der Hauptnenner als Produkt
aller Nenner eingefiihrt, bei den Aufga-
ben von Buch IV wird meist jedoch das
kleinste gemeinsame Vielfache der Nen-
ner als Hauptnenner genommen, ohne
dass angegeben wird. wie man es findet.
Die Araber wie z.B. AL-KARADSCHI
(11019/29) und auch LEONARDO VON PI1SA
(um 1170 — nach 1240) bestimmten den
Hauptnenner mehrerer Nenner schritt-
weise, indem sie zuerst das Produkt von
zwei Nennern durch deren groBten ge-
meinsamen Teiler teilten; genauso verfuh-
ren sie mit der so erhaltenen Zahl und
dem dritten Nenner usw.
Auch BHASKARA IT (1115 — nach 1178),
ein indischer Astronom und Mathemati-
ker, der das gesamte mathematische Wis-
sen seiner Zeit zusammenfasste, sagte im
Lilavati — »Die Schone« — (das Werk ist
tatsiichlich einer schonen Frau gewidmet,
die Ofters angesprochen wird), dass der
intelligente Rechner nicht immer das Pro-
dukt aller Nenner als Hauptnenner neh-
me.
Das Zerlegungsverfahren zum Aufsu-
chen des Hauptnenners, das du schon in
der 6. Klasse gelernt hast, hat 1801 der  Abb.24.1 Carl Friedrich Gauss [GauB]
grolle deutsche Mathematiker Carl (30.4. 1777 Braunschweig — 23.2. 1855
Friedrich GAuss (1777-1855) in seinen  Géttingen)— Pastell von Johann Christian
Disquisitiones arithmeticae — »Untersu- August SCHWARTZ (1756—1814).
chungen uber hohere Arithmetik« — be-  Mathematicorum princeps — »Fiirst der
schrieben. Mathematiker« — stand auf der Gedenk-
medaille, die der Kobnig von Hannover
* gesprochen tschiu tschang suan schu 1855 prigen lieB.
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1.4 Hauptnenner
Der Ausdruck kleinstes gemeinschaftliches Vielfaches erscheint 1825 1n Die reine Ele-
mentar-Mathematik des Gymnasiallehrers und spéteren Professors Martin OHM (1792

Erlangen — 1872 Berlin). Wer den Ausdruck Hauptnenner cinfiihrte, konnten wir nicht
herausfinden. Im Algorismus Ratisbonensis hieB er noch der gemain nenner.

Aufgaben

1. Sind folgende Briiche gleichnamig?

3 4 | 1
a) = und yEREY b) R und 35 5%
32.93 10 7 3a
C und — d - und — -
) 1-2-3:4.5 11 —1 )(a+2){rs—]} a“+a—1
) St 4-4 ; Tx—2 f) 2a—3b q 5
e - un n .
B ) 5N x+2)(x—2)-3 a>—p3 = (a— b) (a* + ab + b*)

2. Fur welche Werte von x sind folgende Briiche gleichnamig?

a) 2 und 1 - b) il und h— c) Ll und 4

3 x—2 2x+3 18 4x X~
m n
s ) s
3. Mache gleichnamig

Aol b) = edliday 2 S AR
24" 64 el =513 3214 — 6923
a 3 5 1

©) = on 9 X< 2
2u Su I i

) 3 3u—3 J 3p 4(;.

5y b h) y p?

Te2d?’ 20342

4. Bringe auf gleichen Nenner

i) r'—ff: a+b b) ‘Sj— \.’: \1—|—“§ _
a+b c+d 2x— 8 Ba-—12
1 LA b c
: : -7 - d) — : -
©) 6x —3" 8x3—4x? ) a—9 3a—9
1+2z 3z 1 1
e) — : f) 2

—dz ¢ n*—9m*n®’ n?+3mn
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prl pi=—1 2
rlq+p*’ pg®—pg q’—gq

a b ¢
h) 2 T . e
(xp)> —y 2x"y+2y x*—1
ab: |k 2a D @a—3b i
2a+3b° 124° + 36ab + 276%° 2a Y 3

5. Bestimme den Hauptnenner und die Erweiterungsfaktoren.

1 1 1
2) iﬁ;: 2a® + 3a? : 8a* —12a
AR SR R

S K Vi o) XX

X _ ¥ ‘ Z
©) 144m* — 144mn + 361" 3n® + 12mn+ 12m*’ 2m? — 0,512
ds B 2y lors 3
Vv om Fodr
a . b
) ax-+3bx* 4+ a+ 36" —dad-dax>+12bx — 126
P : q

Z m® — 40513 + 5m?n — 81mn?’ —m3 — 225n® + 9m>n + 25mn’

6. Kiirze zuerst und mache dann gleichnamig. Berechne zum Vergleich auch
den Hauptnenner der ungekiirzten Briiche.

15ab : 2a* + ab \ 6ab — 3b?
? 6a—3b’ 4a’>+4ab+4b:’ 4a*—b?
P x> ' — 4 —x*
D) 3x+ 127 8x*+x*" x*+12x+32
3x+6 10 — 5x X2 —2x%
€) — '

2x2+8x+ 8 4x?>—16x+16" 196 — 49x2




1.5 Zur Geschichte der Briiche 29

v%1.5 Zur Geschichte der Briiche

)
w

Um 3000 v. Chr. entstand die Schrift fast
gleichzeitig bei den SUMERERN, wie Tonta-
felfunde aus Uruk am Euphrat zeigen.
und bei den Agyptern, wobei wir nicht
ausschlieBen konnen, dass die Agypter
von der Entdeckung der Schrift durch die
Sumerer gehort hatten.

So verschieden, wie die Schrift dieser bei-
den Vélker war, so verschieden war auch
die Entwicklung der Schreibweise fiir
Briiche und damit erst recht der dazuge-
hérigen Rechentechnik. Im Wesentlichen
driickten die AGYPTER beliebige Briiche
durch Stammbriiche, also durch Briiche
mit dem Zihler 1 aus. Gewohnlich schrie-
ben sie einen Stammbruch so, dass sie
uber das Zahlzeichen die Hieroglyphe
<— setzten, die neben Mund auch Teil
bedeutete; § schrieb man also 777 . Inter-
essanterweise ist unsere Nachsilbe -tel, Abb. 271 Tontafel aus Uruk. etwa
mit der wir Briiche bezeichnen, auch aus 3300 bis 3200 v.Chr., Héhe 6.4 cm. Breite
dem Wort Teil entstanden. So finden wir 4 7 cm, eine Warenliste darstellend.
z.B. 1514 im Ain New geordnet Rechen- () bedeutet vermutlich 10, D 1 oder
biechlin auf den linien mit Rechenpfenin- g

gen des Jakob KOBEL (1460/65 Heidel-

b 1533 O heim) d Brucl i
erg — 1533 Oppenheim) den Bruch -
XXXI
Obwohl die Agypter auBer § nur Stammbriiche durch Zeichen darstellten, rechneten
sie natirlich mit anderen Briichen: schreiben mussten sie sie aber als Summe von

Stammbriichen (Abbildung 27.2).

als zwent3igf aimundreysigl tail erklirt.

2 1 1 1 1 1

3 45 30 L0 F] 4

1. A A

B3l LAR <

343 A =X

Abb. 27.2 Aufgabe 23 des Papum Ri}md{um 1550 v. Chr.), dgyptisch von rechts nach
links gelesen: l:rgan& 1 % 10 30 a5 Zu 7. In der hier verwendeten hieratischen Schrift

wurde die Hieroglyphe <= zu einem Punkt iber dem Zahlzeichen®. — Welcher Bruch
wird durch die Summe der Stammbriiche dargestellt? Was ergibt sich als Losung?

Im Gegensatz zu den Agyptern, die mit dem konstanten Zihler 1 arbeiteten, entwickel-
ten im Zweistromland um 2000 v. Chr. die Gelehrten der BABYLONIER aus der sumeri-
schen Zahlenschreibung ein Stellenwertsystem mit der Grundzahl 60, in dem sich dhn-
lich wie in unserem Dezimalsystem auch Briiche darstellen lassen; wir konnten bei den

* lies hi-eratisch und Hi-eroglyphe. In beiden Wériern steckt das griechische fepdg (hi-erds) = heilig. Hierogly-
phen sind die eingemeiBelten (pitperv [glyphein] = einmeifieln) heiligen Zeichen, aus denen die abgekiirzten
Schreibzeichen der Papyri wurden, die man hieratisch nennt.
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Babyloniern gewissermalien von einem Bruchrechnen mit konstantem Nenner spre-
chen, wiirde die 60er-Teilung nicht immer weiter fortgesetzt. Geschrieben werden nur

; 5 . <
die Zihler, nicht die Nenner. Unser 55 stellt sich dar als T‘(‘((( TT (t(( , d.h. als

a0 + 3260 + z1e000-- Im 3.Jh. v.Chr. begann das babylonische Sexagesimalsystem
seinen Siegeszug als Handwerkszeug fiir Mathematik und Astronomie und wurde erst
abdem 15. Jh. im Abendland vom Dezimalsystem verdringt. Es wirkt aber heute noch
nach in der Einteilung des Winkelgrades in 60" und 3600” und der Stunde in
60 Minuten und 3600 Sekunden.

Von den Agyptern haben die GRIECHEN gelernt. Die Stammbruchdarstellung der Brii-
che findet sich bei ihnen bis in die spitbyzantinische Zeit. Parallel dazu schreiben sie
aber allgemeine Briiche mit ithren Zahlzeichen, ndmlich ihren Buchstaben, die zur
Unterscheidung von ihnen entweder tiberstrichen werden oder einen Akzent erhalten.
Da § die Zahl 4 und ¢ die Zahl 5 bezeichnet, schreiben sie £als 3¢’ oder als §'€”. Da dies
aber auch als 41 gelesen werden konnte, erzielen sie Eindeutigkeit durch Verdoppelung
des Nenners, schreiben also d¢&'e' bzw. 8'£" £”, wie wir bei HERON VON ALEXANDRIA (um
62 n. Chr.) lesen kénnen. Aber bereits in einem Papyrus des 1. vorchristlichen Jahrhun-

derts finden wir fir % die Schreibweise 2. also den Zihler unter dem Nenner!
E b

Vergessen wir die mathematisch nicht sehr begabten ROMER, deren Behandlung der
Briiche ungenieBbar ist. Der Kuriositit halber erwihnen wir nur, dass bei den frithen
CHINESEN der Zihler als »Sohn« und der Nenner als »Mutter« des Bruches bezeichnet
wurden.

Die INDER dehnten ihr dezimales Stellenwertsystem nicht auf Briiche aus, sondern
verwendeten in thren astronomischen Schriften. den Siddhantas (5. Jh.) die babyloni-
schen Sexagesimalbriiche. Fiir die gemeinen Briiche* ist eine Ziffernschreibweise erst
bei SCHRIDHARA (um 900) belegt, und zwar wird der Zahler {iber den Nenner geschrie-

6
ben; bei gemischten Zahlen stehen die Ganzen noch dariiber: 1 = 64.
i

Die ARABER bringen durch die Verschmelzung griechischer und indischer Wissenschaft
die Mathematik zu neuer Bliite. Und hier ist es wieder ABU ABDALLAH MUHAMMAD IBN
Musa AL-CHARIZMI (um 780 — nach 847 (?)), der nach seiner Algebra eine Abhandlung
tiber das dezimale Stellenwertsystem der Inder geschrieben hat. Dieses Werk, das ver-
mutlich al-Kirab al-hisab al- Hind—»Buch iiber die indische Rechenweise« — hieB, ist die
Quelle, von der aus sich die neuartige Zahlenschreibweise und das Rechnen mit diesen
Zahlen iiber die ganze Welt verbreiteten. Leider ist uns der arabische Text nicht erhal-
ten, ebenso wenig wie die erste lateinische Ubersetzung aus der 1. Hilfte des 12. Jh.s,
sondern nur eine recht fehlerhafte bruchstiickhafte Abschrift dieser Ubersetzung aus
dem 13. Jh. Eine sehr genaue Vorstellung vom Werk AL-CHARIZMIS bekommen wir aber
aus einer Abhandlung des JOHANNES HISPALENSIS (wirkte um 1135 bis 1153), deren
ersten Abschnitt er ausdriicklich liber alghoarismi de practica arismetrice — »Buch des
AL-CHAR1ZMI iiber den kundigen Umgang mit der Lehre von den Zahlen« — nennt. Thm
entnehmen wir, dass AL-CHARIZMI sowohl die Stammbriiche der Agypter wie auch die
Sexagesimalbriiche der Babylonier und dazu die gemeinen Briiche der Griechen neben-

* Der Ausdruck geht zuriick aufl fractiones vulgares, womit der franzdsische Astronom und Mathematiker

JoHANNES DE LINer1s (= Ligniéres bei Amiens; f zwischen 1350 und 13535) sie von den Sexagesimalbriichen
unterschied. — vwlgaris (lat.) = allgemein, allen gemein, allbekannt.
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einander verwendet, aber sie alle mithilfe der indi-
schen Ziffern schreibt, und zwar wie die Inder Zih-
ler iber dem Nenner und die Ganzen noch driiber.
Bis ins 16. Jh. rechnete man dann in Europa so, wie
es AL-CHARIZMI vorgemacht hatte.

Zahler und Nenner durch einen waagrechten Strich
zu trennen geht in Europa auf LEONARDO vON PisA.,
genannt FIBoNAccl, (um 1170— um 1240) zuriick.
In seinem liber abaci* schreibt er 1202:

Cum super quemlibet numerum quedam uirgula
protracta fuerit, et super ipsam quilibet alius nu-
merus descriptus fuerit, superior numerus partem
uel partes inferioris numeri affirmat; nam inferior
denominans, et superior denominatus appellatur.

Wenn iiber irgendeine Zahl ein Strich gezogen ist
und iiber diesen eine andere Zahl geschrieben ist,  Abb. 29.1 4-Kopeken-Marke
dann bezeichnet die obere Zahl den Teil oder die  der Post der UdSSR (1983) zum
Teile der unteren Zahl; und daher wird die untere  1200.Jahrestag der Geburt AL-
Zahl der Nenner und die obere der Zihler genannt.  CHARIZMIS

LEONARDO wuchs in der damals wichtigen Handelsstadt Budschaja** auf, wo er in der
dort iiblichen Kunst der indischen Ziffernschreibweise unterrichtet wurde. Wir diirfen
daher annehmen, dass er bei den Arabern auch den Bruchstrich gesehen hat, wie wir
thn bei dem westarabischen Mathematiker AL-HASSAR (12./13. Jh.) finden. Genau wie
dieser schreibt LEONARDO bei gemischten Zahlen die Ganzen noch rechts vom Bruch.
also in der arabischen Schreibrichtung! Der franzésische Mathematiker, Ingenieur,
Staatswissenschaftler und Bischof NIKOLAUS VON ORESME*** (1320/25 bei
Caen—11.7.1382 Lisieux) setzt in seinem Algorismus proportionum®*** (nach 1351,
vermutlich vor 1360 geschrieben) schlieBlich die Ganzen links vom zugehérigen Bruch,
wie es unserer Schreibrichtung auch entspricht.

Durchgesetzt hat sich der Bruchstrich, der unser iltestes Rechenzeichen ist, nur lang-
sam. Erstaunlicherweise fehlt er in den &ltesten gedruckten Rechenbiichern giinzlich,
wohl deswegen, weil er drucktechnisch zu kompliziert war. Doch seit dem 1489 ge-
druckten Rechenbuch des Johannes WipMANN vON EGER (um 1460-nach 1500) ist
er meist vorhanden. Ganz klar gibt 1514 Jakob KOBEL (1460/65-1533) in seinem Ain
New geordnet Rechenbiechlin die Anweisung (Moderne Fassung im Losungsheft):

Du solt mercken / das ayn yeglicher bruch geschriben | unnd auBgesprochen virt |
durch tzwaierley / tzale und wirt die erst zale oben gesatzt / und hayst der Ziler |
dan durch die selb zale wirt gezelt / wie vil man tayl hat uii wirt under die selb zale
ubertzwerch ain strichlein gemacht / unnd under das selb strichleyn |/ die ander

liber abaci, auch liber abbaci — »Buch vom Rechenbrett«. Im Mittelalter bezeichnet man aber mit abacus
ganz allgemein die Rechenkunst.

180 km &stl. von Algier; frz. Bougie. Von dort bezogen die Franzosen ihre Wachskerzen, und so kam es,
dass die Kerze im Franzdsischen la bougie heilt.

gesprochen wie Ordm (' re m)

algorismus ist eine Verballhornung des Namens aL-CHaR1zmMI der in Vergessenheit geraten war, sodass
man unter algorismus die Lehre vom Rechnen verstand. Daraus wurde unser Algorithmus. Erst 1849
hat der Orientalist Joseph-Toussaint REINAUD den Ursprung dieses Wortes erkannt.

W

*ogow
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Du [ole merchens / das ayn yeglicher brilch gefchriberr/
v auf gefprochen vivedurch mwaierley/ gale ynd
wolrt bie erft sale ober gefanst/ond bay[t der 35ler/ dan
durch die [elb sale wirt geselt/voic vil man tayl bat vii
oirt vnder die [elb salenbanwerdy ain firichlan ges
madht/vnnd vnder das felb (Irichleyn / dicander gale
gefchriben/bie [elbig sale hayft der Elenner /roan fie
nende/vas tayl das {ein/oder was namens die tayl ba
ben diedurd) dye Sber[t nale/das ift den reler genelde
worden fein/

Abb. 30.1 KOBELs Anweisung zur Bruchschreibweise aus dem Jahre 1514

tzale geschrieben / die selbig tzale hayst der Nenner / wan sie nendt / was tayl das sein |
oder was namens die tayl haben die durch dye 6berst tzale / das ist den tzeler getzeldt
worden sein |

Der schrig stehende Bruchstrich / scheint neueren Datums und aus drucktechnischen
Griinden erfunden worden zu sein. Unser Wort Bruchstrich ist neueren Datums: bis ins
18. Jh. sagte man kurz Strich.

Unsere Fachworter wie Bruch, Zahler und Nenner gehen auf die lateinischen und
spiteren deutschen Ubersetzungen und Weiterbearbeitungen des al-Kitab al-hisab ai-
Hind des AL-CHAR1ZMI zuriick. Eine kleine tabellarische Ubersicht zeigt dir, wie man
fiir die mathematischen Begriffe nach lateinischen Fachwdrtern suchte.*

| = :
JOHANNES | LEONARDO JOHANNES

HISPALENSIS vON Pi1sa DE LINERIIS
Bruch | fractio | numerus fractus: minutia;
ruptus; fractio
minutum

| Nenner | numerus denominationis; | numerus denominans | denominator
denominatio

Zihler numerus denominatus| numerator;
numerus numerans;
numerus fractionis

Im ausgehenden Mittelalter tauchen dann schlieBlich die deutschen Ausdriicke auf. So
finden wir in der Geometria Culmensis (um 1400) czeler der teyle und benumunge der
teyle, was als Benennung der Teile noch 1716 im Mathematischen Lexicon des Christian
vON WOLFF (1679-1754) erscheint. Der ruptus des LEONARDO wird im Algorismus Rati-
bonensis, einem vor 1450 in Regensburg entstandenen Text, mit pruch iibersetzt; die
Fachworter zeler und renner werden dort auch verwendet.

* denominare = benennen; fractus = gebrochen, zerbrochen, geteilt; minutus = kleiner gemacht, in kleine

Teile zerlegt; nmominare = nennen, benennen; mumerus = Zahl: ruptus = gebrochen, zerbrochen, zerteilt
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L cerende door onghehoorde lichticheyt |
allen rekeningen onderden Menfchen
noodich vallende, afveerdighen door
heele ghetalen fonderghebrokenen. |

Befchreven door SiMoN STEVIN

van Br::gg!yr .

Tor LEYDEN,
™"y W By Chriftoffel Plantijn

M. D, LXXXV

Abb. 31.1 Simon StEVIN [i betont] Abb.31.2 Titelblatt von Simon STEVINS
(1548 Briigge zwischen 20.2. und De Thiende von 1585*. — Titelblitter gibt
8.4.1620 Leiden) niederlandischer Ma- es erst seit Beginn des 16.Jh.s. Das erste
thematiker und Ingenieur. Anfinglich in  vollstindige Titelblatt druckte Wolfgang
der Finanzverwaltung titig, ab 1593 Be- StOCKEL 1500 in Leipzig.

rater des Prinzen MoRriTz von Oranien.

Wie oben schon angedeutet, blieb es dem Abendland vorbehalten, das indische dezi-
male Stellenwertsystem auf die Bruchrechnung auszudehnen und das babylonische
Sexagesimalsystem aus dem praktischen Rechnen zu verdriingen. Anfinge eines dezi-
malen Bruchrechnens mit Zehnteln, Hundertsteln usw. finden sich zwar bereits im
Chiu Chang Suan Shu aus dem Beginn der Han-Zeit (202 v. Chr.—9 n. Chr.) und bei AL-
CHARIZMI und einigen anderen arabischen Mathematikern.
Ganz nahe an die heutigen Dezimalbriiche kam 1579 Frangois VIETE (1540-1603) in
seinem Canon mathematicus**, in dem er die Dezimalteile durch Kleindruck von den
Ganzen abhob, z. B. 653, 638, 057, 33, oder gar als zusitzliches Trennungszeichen einen
senkrechten Strich setzte wie bei 86, 602|540, 37. (Das Komma dient nur zur Einteilung
in Dreiergruppen.)

* Der Zehent, welcher lehrt, mit unerhorter Leichtigkeit alle Rechnungen, die unter den Menschen notig

werden, durch ganze Zahlen ohne Briiche zu erledigen, Beschrieben von SiMoN STEVIN aus Briigge. Zu
Leyden/Bei Christoffel Plantijn M.D.LXXXV — Das Motto lautet: Durch Arbeit und Bestindigkeit.

i

O xaviv = der gerade Stab, das Richtscheit, die Regel
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1616

o~ mopa-

(1563 Frankfurt/Main — 1625 Frank- Abb.32.2 John NAPIER. auch NEPER.

‘ZV(A" n#f‘av{'mmu; Byw;

Abb. 32.1 Johann Hartmann BEYER

furt/Main) Rechenmeister, Arzt, Rats- Laird [ = Gutsherr] of Merchiston
herr und Schoffe der Stadt Frankfurt (1550 Merchiston Castle bei Edinburgh
am Main bis 4.4.1617 ebd.)

Als Erster hat jedoch erst 1585 Simon STEVIN (1548—1620) in seinem Werk De Thiende

»Der Zehent«— Dezimalbriiche exakt definiert und die Rechengesetze fiir sie aus den
Gesetzen des Bruchrechnens hergeleitet. Ab 1630 sind Dezimalbriiche dann in allen
einschlagigen Lehrbiichern zu finden. Die Ausdriicke Dezimalbruch und Dezimalrech-
nung gehen auf die Logistica decimalis: Das ist Kunstrechnung der Zehentheyligen Brii-
chen* (1603) des Rechenmeisters Johann Hartmann BEYER (1563-1625) zuriick. Des-
sen und auch STEVINs Schreibweise waren viel zu kompliziert. Schrieb letzterer doch
fiir 8,937 noch 8@903@7@, Erst die Einfiihrung des Kommas als Trennzeichen durch
den schottischen Mathematiker John NAPIER**, auch NEPER, (1550—1617) in seiner
Rabdologia*** (1617) brachte die heutige Darstellungsweise.

* 1) hoywornikfy = die Rechenkunst; decimus (lat.) = der zehnte

** gesprochen 'neipia

*** Lehre von den Rechenstibchen. — pafioc (rhabdos) = Stab
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Titelblatt des Augsburger Raubdrucks (1514) des Rechenbiichleins von Jakob KOBEL
(1460/65-1533), das 1514 in Oppenheim erschienen war. Rechenbiicher sind die ersten
volkstiimlichen Druckschriften, die im 16. Jh. in allen Lindern erscheinen. Das dlteste.
mit Einzelbuchstaben gesetzte Rechenbuch ist der um 1475 in Trient gedruckte in
baierischem spiiten Mittelhochdeutsch geschriebene Algorismus.




2 Rechnen mit Bruchtermen

2.1 Addieren und Subtrahieren gleichnamiger Bruchterme

Vom Rechnen mit Zahlen kennen wir die Regel, dass gleichnamige Briiche
addiert bzw. subtrahiert werden, indem man ihre Zéihler addiert bzw. subtra-
hiert und den Nenner beibehilt. So ist z. B.

SIS S e 3 85  323=35 —2 2

,?—I—---z - bzw. - — == == —

i 7 7 ' TiE 7 7 7

: & 0. N a b atb . .. :
Aus diesem Grunde ergeben die Terme — + — und —— bei jeder Einsetzung
¢ ic c
den gleichen Zahlenwert. Also sind sie &quivalent. Damit wissen wir, wie man
gleichnamige Bruchterme addiert:

Satz 34.1: Gleichnamige Bruchterme werden addiert, indem man die
Zahler addiert und den Nenner beibehilt: kurz:

a b a+b

c & c

4a> —6ab b* +2ab =3 (4a* — 6ab) + (b* + 2ab)

Beispiel: Py T 4q? — b? 5
4a® — 4ab + b?
= 4a* — b? =
(2a — b)?
E (2a — b) (2a + b) =
2a—b
=% +b°

Auch bei der Subtraktion gleichnamiger Bruchterme ergeben die Terme
a b a—b : o g :

— — und nach dem obigen bei jeder Einsetzung den gleichen Zahlen-
C (s (64
wert. Sie sind also dquivalent und es gilt

Satz 34.2: Gleichnamige Bruchterme werden voneinander subtrahiert.
indem man die Zihler voneinander subtrahiert und den Nenner
beibehilt: kurz

a b a-=»>

& C c
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2.1 Addieren und Subtrahieren gleichnamiger Bruchterme

Beachte: Da der Bruchstrich eine Klammer ersetzt, muss der Zihler des Mi-
nuenden, falls er ein Aggregat ist, unbedingt in eine Klammer gesetzt werden,
wenn die beiden Zihler auf den gemeinsamen Bruchstrich kommen.

e 3x*—6 x*—4x—8 (Bx2—6)—(*—4x—28)
Beispiel: ——— - = 2 S gl
X"+ X B P o2t B e
-G — A dx -8 il

x>+ x =
2x* +4x 42 =

S

2 +2x+1)

X2+ x
2(x+H1)%

x(x+1)
2(x —i—_i)

X

Sind mehr als zwei Bruchterme durch Plus- und Minuszeichen miteinander
verkniipft, so erhélt man ein Aggregat von Bruchtermen, fiir das die dir be-
kannten Regeln iiber das Rechnen mit Aggregaten gelten. Speziell fiir Aggre-
gate aus gleichnamigen Bruchtermen gilt

Satz 35.1: Ein Aggregat von gleichnamigen Bruchtermen wird berech-
net, indem man den Nenner beibehélt und in den Zahler das ent-
sprechende Aggregat aus den Zihlern der einzelnen Glieder setzt.

3r+5 7—2r 4s + 7 : Br+s)—(T7—=2rN+@s+7) v

Beispiel: — S — s+ — e 5 5
Foi=8"  F—gs L —§F rc—s*-
3r+s—T4+2r+4s+7
= ki -
T
5r+ 5s
re—s*
2(r + s)
= (r+s)(r—-=s)
5
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13a 17a : 19a 11a

Tb 76 1b 1b

2b

Aufgaben
Ta 9a 6a

i‘a ._:_+ .
) 5x N o

2a— 3b . S5a—6b 4b—3g
5 5

c) = . -
3 %)

a) Tx—9y 12x — 13y 14x 4+ 15y S Ty
18 18 18 48

8n—9m Tn—6m . Sn—2m

e

) 13 13 13 1
2a*+3ab  3a*+2ab  a*+3b* S5a%+ab+2b2
— T + =
atb a+b a-+b

(%]

5m— 6n

f
) a+b
2y* + 2x* —3xy

x*+4xy+y*  3xy—2x*+4y?
xX—y

2) = :
x—) xX—y ;
S5a? + 2ab — 3b* e e a —ab-+7b°
h) 3 3 = %5 2 =l - s )
a-—b as— - a-—b*
2x2 —dxy+5y7 - Txp—At 32 5% —9xp g’
e 2 xZ )2

) ——— 2 : 2
X X5 =)

(a — b)?

(a + b)?
2ab

I~
==
S

2ab

Bp—29° (5p+39)° _(59—4p)(4p—9q)
2pq 2pg 2pq
(5r — 8s)? (4r + 65)*
g - +
12rs 12rs 12rs
(2a—b) (5a—4b) (9a+ b)(a+ 5b) — 59ab
4a — 5b

(3r + 10s)?

(7a— 8b) (5a+ 2b)

d) =
da — 5b da — 5b

5x+4y)(2x—3y) (@Gx—3»)* x—5)2x+5y)
= )l 2 _ 42 2

e) X2 — 4)? X2 — 42
11x* — 13xy
x2 —4y?
(4a — 3b) (a + 17b)

(6a — 5b)° 15ab — 11h% +
Ta+ 3b Ta+ 3b

_i_

o3. ﬂ)
T +3b
9a% + 10ab + 6b>

Ta+ 3b
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(2x—3y)* (Gx+79)Bx—yp)  (x—3p)(5x—9y) 21y + 31xy

3x — 8y 3x—8y r 3x—8y i 8y
c) (1 + 4v)> . (2u — Sp)~ A (2u—Tv) (3v — 5u) e 110v? — 75up
Su— 6v Su— 6v Su— 6v Su — 6v
(4r — 35)* 2r—78)(35s—8r) 9s(2r —s)
d) s +
4dr —Ts 4dr — 7s dr — s
24.2) FE+DE+E—1) 2x+2)GE+DE—2) B = mi— 9
X—3 x—3 x—3
b) (@a+3)(a+3)(a—2) (a—3)*(a+4) -
2a+3 2a+3
(@+2) —ad®(a—2)— 711
~ 2a+3
Bx+4p)2x—y)2x+3y) (x+3»)Bx—2y)2x+y)
6.1'2. 6y* Pk
x*(6x +11y)
Mt 6)°
d) (2p —3q) (p —49) (4p — 59) .z (4p—3¢9) 5p—2¢) (p+10q)
3pg 3pg
4;}(5(;3 ?pz}
B 3pg

2.2 Addieren und Subtrahieren ungleichnamiger Bruchterme

Genauso wie bei Zahlen kann man ungleichnamige Bruchterme addieren bzw.
subtrahieren, nachdem man sie mithilfe des Hauptnenners gleichnamig ge-
macht hat. Wir merken uns

Satz 37.1: Ungleichnamige Bruchterme werden addiert bzw. subtra-
hiert, indem man sie gleichnamig macht und dann die Sitze fir
gleichnamige Bruchterme anwendet.

Ebenso stellt man aus einem Aggregat ungleichnamiger Bruchter-
me zuerst ein Aggregat gleichnamiger Bruchterme her und berech-
net dann dieses.

L

Beispiele:
a-+2b 2

a* + 2ab + b 3a+3b

1)
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Wir bilden unter Angabe der Erweiterungsfaktoren EF den Haupt-
nenner HN:

EF
a* + 2ab + b* = (a+ b)? 3
3a+ 3b = 3(a+ b) (a+b)
HN = 3(a + b)?
a+2b i 3(a+2b) 2(a+b)
Als = I S =

S P E0ab+ 2  3a+3h 3(a+b)?  3(@+b)?
3(a+2b)—2(a+b)
= 3(a+ b)? =
3da+6b—2a—2b
= 3(a+ E;)-z- 2R
a+4b
& 3(a+b)?"
1 2 15 — 19x — 8x?
23 +4x% 15— 3x  12x° — 36x” — 120x

Wir bilden durch Faktorisieren den Hauptnenner und multiplizieren
die Erweiterungsfaktoren EF so weit wie moglich aus:

2)

EF
2x* 4 dx* = 2x% (x + 2) |2 3(x — 5) = 6x—30
15—3x=3(5—1x) —22x*(x+2)=—4x>—38
12x3 — 36x% — 120x = 12x(x* — 3x — 10) =

=2%-3x(x+2)(x—5)| x
HN =2%2-3:-x*(x+2) (x—5)

Beim Zusammenfassen der gleichnamig gemachten Briiche ersparen
wir uns viel Schreibarbeit, wenn wir fiir den Hauptnennerterm, solan-
ge wir nur im Zdhler rechnen, einfach kurz HN schreiben:

1 T e B l9r—Ex =
IRV ARE 53 0y L 86T oGyl T
1-(6x—30)+2-(—4x* —8x%) —(15—19x — 8x?) - x -

HN
6x—30—8x" —16x — 15x+19x* + 8x°
= — = -
s 3(x* —3x—10)
5 HN =2 3. 2GR0
(x+2) (x—5) 1

T2 2x+2)(x—5) 4
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Nun weiBt du, wie du Aggregate aus Bruchtermen berechnen kannst. Was

X o : :
j—‘.’ Wir erinnern uns, dass man jede
A g

Zahl als Bruch mit dem Nenner 1 schreiben kann, z. B. 5 = 2. Genauso kann
man jeden Nicht-Bruchterm als Bruchterm mit dem Nenner 1 schreiben.
Machen wir’s!

machst du aber mit dem Term 3x +

6x 8% 6x 3x(Tx—2)+6x-1
Ix + = 4+ — = =
Tx—2 1 Tx—2 Tx—2
- 21x — 6x L 6x 21 %=
i TH =1 P iR=2
Aufgaben
a 2a 5p 3p @ b apt . klyg
Lay — 41— i — = d .
o TR S~ g5 5 Sty
TR 6 2 11 3 —1 27
2. — 4+ - b - C d -}
a) a i b ) a 3a ) 8m i 4n ) 1z 196z
6n 5 11u Su b 3 i y
3.a — — — b — C - d — =
) Tm  4m ) 13vow  3ow ) a’ { b ) S
Bty a da4+b a—3b
4. e R b
%) 3a? i 6b 16a%h iz 12ab?
Ty —1 1 2m+1 3n*—m
B x i ;fl.‘c: 4m?n 6mn’
a b 1 w2
5.a) 1+ b) a— c) —— % d ——+v
b a X u-v
b ¢t + d? (m + n)* (x — y)?
6. e = —=n g
8) ab i b} cd £) dmn ) 4 %
a+ b)* ) u + v)*
7. a) ( - ) —(a—b) b) . +((x+y) c¢) ( + (v +v)
a—b x+y u—v
8. 2) a ™ a b) 3a 2b+1 3x—1 3y—2
2 - — — c — e
Fewh a0 4a=7% = 3b 2x% —xy  2xy— p?
a b X y
) ey e b e e ,
a) a—b a+b ) X+y x—y
a+ b 1—b 1 |
¢) - d — +
a—b a+b T
10. 2) 3a+5b 2a—3b b du — Tv i bu+v

2a-+3b > 35k bu—v 4+ Tv




11.

12. :

13.

14.

o 15.

0 16. ¢

17.

18.

19.

20.

21,
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da—5b  Sbht4daq b) 2a(a— b) a+b
6a+7b 6a—Th at—2ab+b* a—>
2a b A b — Tm 3n &m —n
api g e Vs B
5p  —3q 4 a) a—b 2a+tbd P + b
g a5r - 2 16 36 —24
| 1 at+ b l}m—l 1 3n + 2
— ] e e
a b ab 2m 3mn 6n
a* + 3b 1—3a 5b—3 3x—1 x*+y -1
% e ci.2 d) 3 i EE) il ~ .4
ab 3ab Sh* Tx%) 2xy” 3y
4x —3y 6x—75) 2p— 3% b) 3z—1 1 —4z —3
atb 2a+2b  3a+3b 15 —9 Mg —12 a2 a5y
4p — T¢ 7+ S¢ 3p+¢ 3a—b 4da+b 2a—b
peild UG TF B atbh
im—4n —Tm—4n Tm+ 4n x—2y 2y—x 2x—y
] . 49¢q 8p + 3¢g
e :
4p—Tq  2Upg—12p* 12pg—214¢*
3 4 y* 4+ 22
32yz* +28y* —24z° —21yz  8y*z3 4+ 1y’z
4a+ 1 7 X 3x+1
- e by — +
da+ 7 16a- — 49 45x* —5 3x—1
x+b x+5b Sh) Sm+2n 4m — S5n
2 | iy o ) = ) i 2
a“ — b* a” — ab . 125m= — 20n~ 16m° — 20mn
3 6x —1.25 z+4 1
5] _- X 5 ] sl : : b) » i iy 2 + : c
24x —4  36x°—12x+1 8+ 40z + 50z~ —22 — 55z
= ]3\ 13x 3a—b b= 3{;
. S - b) : Aaets 5
y-—26yz+169z=  169z° — 13yz 243a* — 3b*  27ab — 3b*
554+ 7 6s — 7 b) S5r+ 12s r—4ds
2 = 2 ] e T ') ]
t“—414 4 4 — t* dr= — 645~ — s —8rs — 165°
X XA p 1
— — b) — =
2x—6 x*—4x+43 2y +4y—6 y—1
28— a2 20—7 : b) m? Tm + 4n 1
| e ] - 'j- — EOe. b
12a° — 27 ba—9 m- — 4n* 10m + 20n : 5
o 5x A8 8 16y* + 60y +9 5
I 4 h) 4 'm o Z =
=2 et — 16 16y — 81 4y“+9



26.

27.

28.

29,

o
32

e33. Zl)
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-

a- 31a? — 5062

a o . — 42
) 16a* + 40ab + 25h> 16a” — 255H%

b)

a)

a)

. a)

d)

e)

b)

c)

. a)

A 7 7 el ) r
ac+ ab+ b a-—2ab — b~ a‘ — ab 4 b*

: + + , =7
a- ab b
L5 e2 Sa—12b b) lv, 2x —3y |
a b a*—4ab-+4bh? 2x = 4x? +12xy + 9)2 3y
m—1 4 15m + 5v 10u 5
3 a5 T 3 b) — T = 9 + =
m- om—4 4 —9m- uy u” —25p° i — Sv
8x" —05a Tx+05a—1 { x—1 b) 6m? + 9 m } [
~ — + ) — - - — - -
2x° —ax 2x—a 2x Tm”> —63m 9 —m? Tm
1 I b? X—a X+a (da+ 6)x
+ b) - = ot

Sx+3 S5x—3 ' 2529
2a—3b 2a+ 3b : Sas - 18h>
2a -+ 3b 2a— 3b da*—0ph"

2—b 245 44—

a+b a—»~b . e T
R

3p+4q " 3p—4q 48 pg

a—b a-+b

3p—4qg  3p+4q 9p* — 1647
2(4a—>b) 3(@a+b) 32a*+ 32ab + 2b%

da+b  4da—>b ; 16a*> — b2
5(2x—3y) 4(2x+3y) 4x2 — 25xy
4x—5y  4x+5p  16x>—25)°
—3a+4 2a —1 64 — 64a — 264°
4a—32 6a+48 244> —1536
2(3m + 4n) 2.5m—n Im* —1,5mn — Tn*
6m+9n  10m—15n 4m? — 9n?
a b " 2b 1 b a>—3a’h 4 _“wff +3h3
(a+b¥ (a—b? a>—b* da+b (2 — b*)®
a b 2ab — c(a+ b)
a+b—c a—b+e a* — U’J — {‘)‘2-
6x + 1 " 8x—3 B 20x%2 —4x+9 b) 4—-5y . 449y  12—14oy
4x—6 6x+9 8x* — 18 4+5y 5y—4 3250y
12a+5b  Y9a+4b 2(27a* + 33ab — 45?)
09a+0,6b ' 06a+04b  27a>— 1,2
3a* + 6ab ab S5ab—4b* Sa—14b

154 —20b 3a—4b  6a—8b 30
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3a—b  4da—b>b i(.\‘ + )

34. : — + -+ —
%) 3x—6y —4x+8y 2x>—8)?
3z y+ 2z ¥
) = ) T -‘) i 4 2
6u+12v 4u+8v (2u+ 4v)
Dt —d9 -~ —2ptd 4w —1
35.a) ——— — + —
) 735 —15x° 3x—21 S5x + 35
b) 2a— 3b 6a + 4b " Sa+ 85 8a—b
4a* + 2ab  6ab + 3b* Gab 8a? + 4ab
36 )f.;4+1+a2—|—1 a—+1 b) x? " o . 1
36.a s = _ ~ +
ar—1 '@ —4t a—1 1—x* 14+x* 1+x
37, 2) 3ab a+b :;az —lf.lah — h2

) Fl= = 3 3
9a* — b* 2b — 6a 18a~ — 2b~
b) 3a— 5b 2a+7h Sab— 15h% o 4a? — 2312
6a*—9ab 4dab+ 66> 124> —27ab*>  8a*b — 183

—2x+43 11x% + 51x — 54 11x—12

¢ 38. a)

3x+9 6x% — 54 =9
b) Tx+2y 3x —4y 6x2 — 4y? 6x* + 7y?
6xy —2y* 9x*+3xy 27x3—3xy? 9x?y—y?
2 X3 X 1 24y 2z
Jij' a o == > b P et T Kt 1 * vl _E_ -
) x+1 x*—1 x*—-2x+1 ) 3y—2z 36y —16z* (3y+2z)°
1 2a—b a—3b
40. = &
el 1) 3a—4b i —9a? + 24ab — 16h%2  9a? + 24ab + 16b2
b) 442 2a . 3b 9h2
6ab+9h* 3b 2a 4a* + 6ab
m > m(m? + n?)
41. a) — + - -
K ) 2n  m?* —2mn+n* 2m?*n—4mn* + 2n°
) 4q% + 25b* 2a = 5b
10ab—250* 40> —10ab 5b 2a
X—y 1 X
42. o =
. 3ax —2by+3ay—2bx 3a—2b x*>—)?
ax—a Dax?* +ax
«43. — — —1

Zax+2x—a—1 darr+taxrr=a—il
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2a—3b 3 2b 3a 5a% + 6ab — 19h%
e44. - Sl - ; S =+ T 5
6ab 4a—6b 6a°—9ab 8ab —12b° 24a*b — 36ab
2 3 1
45 - o =
-1 P+x—2 t x2+3x+2
1 1 2
46. — — + — -
x:—6x+9 > 18xt1s 12
3 42 _. . e e 35
«47. Z]\ e ) == \ P D ;\ i _4.-"5__:‘_
2xy x+y x-—y 2(x°y — xp?)
2 2 1 X — 1 x(x—1y
gafgy il ool VT Iniiuso aBiGsing gy riareNm it oL M im0
pP—q pz =P P X P @ e Bt o
5 2 42 —28x—"17
| NE i s A
4x* —4x+1 4x2+4x+1  16x* —8x2 +1
= a+b a—>b 2a—b  4(ab® — b3)
31 =T e e Bl oA A
@ —2ab+ b " A2+ 2ab+ b2 F2—-b  (a®—bYP
X y2 x2+y2  xy(6xy — 5y?)
*52. - T ST R T 2 T
4x* —4xy+y* AxP+4xy+y* 4xP—y (4x* —p?)
- Ta> —4p2 5a* —9ab 2a* — 3ab + 4b?
D o 3 - — - - - e
* @+ 6ab+9b®  a® — 6ab + 9b2 a* — 9b*
e 462ab> — 82a?b?
a* — 18a*h* + 81b*
54 2a —3b 2a+ 3b - 10a® + 10a?b 6b
o34, —— = — -+ - b
@’ +2ab -+ 6 at=2ab+ b  at*—2a7b2 bt ot — B
2x—1 2x+1 4x>+7
.55. __-_,_ S AR __T — + __'r—
4x“+4x+1 4x*—4x+1  16x*—8x*+1
256, — L hy o el 5 a+b 2
a“+3ab+2b*  a*+4ab+3b%2 a® + Sab + 6b*
SRR e Y D
(@a—b)(a—¢c) B—a)b—c) (c—a)(c—0>b)
a b C
) oy e =L
(@a—b)(a—c) GB—a)yb—c) (¢c—a)(c—>b)
a’ b? c*
c) — —t—— + —
(a—b)la—c¢) (Bb—a)(b—¢c) (¢c—a)(c—Db)
d) el b Cofen

(a—b)(a—c) ¥ (b—a)(b—ro) 4 (c' —a)(c— b)
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2.3 Multiplizieren von Bruchtermen

Vom Rechnen mit Zahlen kennen wir die Regel, dass Briiche miteinander
multipliziert werden, indem man Zihler mit Zahler und Nenner mit Nenner

<o e LEgr ol 3-8 24
multipliziert. So i1st z.B. — - — = - =
T 13 =13 5 9
. - = IES 4] (4 dac e s %.
Aus diesem Grund ergeben die Terme — - — und bei jeder Einsetzung
b d bd

denselben Zahlenwert. Also sind sie aquivalent. Damit wissen wir, wie man
Bruchterme miteinander multipliziert:

Satz 44.1: Bruchterme werden miteinander multipliziert, indem man
Zihler mit Zahler und Nenner mit Nenner multipliziert; kurz:

a ¢ ac

B =hdr

Beachte: 1) Produkte sind meist bequemer zu verarbeiten als Summen, des-
halb multiplizieren wir nicht aus, sondern versuchen im Gegen-
teil so weit wie moglich zu faktorisieren, um gegebenenfalls kiir-
zen zu konnen.

Ubrigbleibende Zahlenfaktoren multiplizieren wir aus.
2) Vergiss die Klammern nicht, wenn du einen Bruchstrich machst.

10x% — 60x + 90 _ 4" +4x —8 5

Beispiel: =% T
10(x2 —6x+9) - 4(x%2+x—2) 10-4(x—3*(x+2)(x—1)
= (x2—4)-5(x — 3) T s e
C2:4(x—3)(x—1) 8(x—3)(x—1)
x—2 x—2 g

Nun weillt du, wie du Bruchterme miteinander multiplizieren kannst.
: 1 + x

Was machst du aber mit dem Produkt 12x - e ?

QX 3 X

L

12;
Wir schreiben 12x als Bruchterm . : und wenden Satz 44.1 an:
5 1 4+ x 12x 1+ x 12x(1 + x) 12x(14+x) 2(x+1)
PO Pl —~ = 4 =~ : — =
6x° — 18x 1 6x%2 —18x 1-(6x*—18x) 6x(x—3) x—3

b ab
Es gilt also a—=—
¢ ¢
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Aufgaben
a a r b Tl Ip 2
18— s g) 2L s ot
b b b a 3g 5q 3g Sp
64k 125 1216 169¢ 133 = 35, 98m?n  65m
2, a) i " — Q) ——t d} = —
251 128k 91a 156d TOye =352 %« 39 147n°
3. a) Tax \? b) Hpm : 151 \? o) (2v)*  w _; a) .4:*;{'? _ (3{1;’31({1)3
13by 15n 11m W (1) 36 10¢°
Sa - 14m y 13u* 3
4. a) 3 T¢ b) 3mmn - T ¢) 16x) 5 d) 052 4y
2
5.a) “(b+a) b) 2p—q)-
a+b q—2p
T ) Oab—an
b8 T 6y s S Ay
— ! = & : 1+ b + ¢
6. a) AT (a° — b*) b) (a*—b?)- £ c) AL (a—5\"
a+b a—>b a—b
a—b 2 1 3 .. a+b a+b s
d (b* — a* ) (b —a)s = f b —a)*
)H—i—h & %) €) (o &) a—>b ) u—h() %)
8 —24z 18x—6y 20m —12n 22m?*n — 33mn
7.a) — : ; b)Y ——— g
3x—y 8z-—-24 S55mn Sm—3n
) 6uv — 14v* 3u*—3 ) 48a*c — 28ab  2lac + 18¢?
C g - S B =
w4+ u Tv? — 3uw ; 28abc + 24bc?  14b% — 24abc
8. a) 3x—1 2x+4 b) .(SH.? — H.]3 j 78m? 4 39..'13

X-—d 1093

36a* — 84ab + 4952

27 (ab)?

1 3mn

X2 (3ab)> " 14a® — 12ab
b) 3(a+ b)? 4x + 2y
4x* —y? 2ax —ay + 2bx — by
5 —5% A — a2 2012 1 18
0 10. a) - . —
sae ey A TR o 5x° 4+ 10x
2x—3 3x+4
byt S
6x°—x—12 8x*—14x—15
40x* —29x+3 45x* —17x—6
ell. "l] = s
Ox + 2 8x — 1
6% — Sab+3b%> 30— S5ab+2b*

b)

3a® + ab — 2h> 24

- ab

3h?

25m?>

>
=rh
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{2 TN . 1 SN yz
=) 2 i3 x) ) m 2:?) 3m—2n ( ) — y
1 1 x+y
13.3)(-?— 2)-”’-‘ b) )( )
i ) xX—y

14, 8) %2 1 " 1 1 ‘*.’.n 8
e | e ET | Ry P : — | - 18
ikt t}u — 300 i :
A : 34 .
15. a) . Pq b) _l U N
pq q p = 4 4dm 16n) m—2n
i 1 1 1 1
16. [ ~ Byt ;
A k) + !)) ) a+b \a i b)

c)
17. a)

18. a)

(l )
_|_
Fel
) " r s\ (s 3s
(u +v u— L) (M E -u.) ) 4s ‘;).!;) (\; = 3;:+-2.s:)
: 12xy — 4x* | : (4q i 21p*"
&) (b\ i ?n) ( 4x — 3y - J'l) 0) (?p - L) (I Q(qu)

e19. a)

20. a)

o 1_5\ (?1_ 28_1') b) (IE - 1()512) : (35;’:2 B ’x;’b)
4 o 25 15h 8a ¢
Te+d (’4+ 10d — [3{»‘) b) (a— 3b u+?_{=__)’
4c+3d d4e— 3d 3a—9b 2a—6b
oi5g p 2,5¢
2;) + I[)q p+ Dq) (2;} + 10g = p+ Sq)
& = (2a 3b)\?
T ) S "’n") 4{.')

2a 41’) “ 3a " Zh\¢ b) P : 3q\* 2p 5(; i
— ) ==
1!1 a (4!’} fm) S .2p 3q 2;}

o2l. 2

S

22, a)
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) 2a 0 350 3a 2b a b ) a b
3b 4({) 4b  3a 3b  4a, 4bh  ba
23. a) X Sl | 1 1 b) »? i X AR
ST B yEa ety Xy x2—y  x—y X
m 3m+411n \(13m—4n n 3
24. a _ - | —— -
. ) (3” i 6m — 3n N ) ( 2m+4n m 2)
b) 2x+3y  2x—3y\ 9x*—16)?
3x—4y 3x+4y 4x5 — 9y*
1 1 1 2 3 2 3
25.a) (1+ -+ | (1 +z+42z2° b) +—F |l ——
e Xea X xt
x v Doyt N [ 32 2x)
26. s -+ — — — + :
o (3 3x—2y  9x— m-) (3 3x—2y ' 9x— 6y

= Nty . 2 Yz
X 2X 3x i 21
S-S+ —4) (5 + ---H)
| g ¥ ¥ o R X ;

2a*’x  4ay 8by? ) 3b%y  9bx 2?(:_1"2)

+o =y - —
276%y ~ 9bx 3ax?) \8a’x  day  2b)?

i 1 ) ( 4{&? W b. _a+ h)
a i =b:  arbh a—b
a b GrEr e 3 (1 —a)? : s
a—b aEb  a f:ll) (Suz + 1 + BRI -h'“"')

x (2p*+1 y\ [2x—y 6x+y 4y — 8x?
C) T = — - i e . =
y Xy X x—1 ot 3 x“+2x—3

¢ 28. LEONARDO VON PIsA, genannt FiBoNAccl, (um 1170 — nach 1240) schreibit:
Die Zahl a sei in zwei Teile [ = Summanden] b, g geteilt. Man teile @ durch
b, das Ergebnis sei ¢; und man teile « durch g, das Ergebnis sei d. Ich
behaupte, dass das Produkt von d und e gleich der Summe von d und e ist.
Zeige, dass LEONARDO Recht hat.

e27. 3)

b)

=
T I N M e T e e
t =]
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2.4 Dividieren von Bruchtermen

Vom Rechnen mit Zahlen kennen wir die Regel, dass durch einen Bruch divi-
diert wird, indem man mit seinem Kehrwert* multipliziert. So 1st z. B.

3 8 30 438 3137 39
7 83 70§ - TEigE 56
g = A & C ac N i
Aus diesem Grund ergeben die Terme — : — und — bei jeder Einsetzung den-

My 11¢
selben Zahlenwert. Also sind sie dquivalent. Damit wissen wir, wie man durch
einen Bruchterm dividiert:

Satz 48.1: Durch einen Bruchterm wird dividiert, indem man mit sei-

nem Kehrwert multipliziert; kurz:

a ad ¢ ad
—t—=— bzw. G;—= —
b d b d e
Beispiele:
1 42 (x — y)? _ 56(x* — y?) 42(x — y)* - 51(a + b)*

85(a* — b*) = 51(a+b)?

~85(a—b)(a+b)-56(x—p) (x+ )

_ 3 3iy=w)ia+D)
= 5 4(a—b)(x+yp)

9(x—y)(a+ b)
20(@a—b)(x+y)

- 1547 e bt 25a° 4b2  5-4a3b* 20a°b®
2) 25a — = 25a — — — = . - =
4b* 15a* 15q° 3 3
= 20 53p2

Weil jeder Term ¢ als Bruchterm i geschrieben werden kann, ldsst sich Satz

e a :
48.1 auch auf Divisionen vom Typ s anwenden. Es gilt also:
.
| a a
— = —
! b be
63uv 63uv 1 63uv 3

Beispiel: T (42uv?) = =

Mx Duw? 4lx- 42w 8ux

* Statt Kehrwert sagt man auch reziproker Wert, entstanden aus dem lateinischen reciprocus = auf demselben
Weg zuriickkehrend, dessen urspriingliche Bedeutung aber riickwdrts und vorwdrts ist.
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xxZur Geschichte der Divisionsregel

In den alten Schriften ging man beim Dividieren durch einen Bruch anders vor als in
Satz 48.1. Hatte man nidmlich gleichnamige Briiche, z.B. 7: 3. so konnte man die
Nenner wie eine Benennung auffassen und dann die Division wie bei benannten ganzen

Zahlen durchfiihren, also 7 Viertel : 3 Viertel = 7: 3 = 1, d.h., man dividierte diec Zih-
ler durcheinander. Ungleichnamige Briiche machte man erst gleichnamig. So findet

man in Aufgabe 36 des Papyrus Rhind 1:(3+1+1) =35:426 = 30:106. Ebenso

rechneten die Griechen, die Chinesen, die Araber und daher lange Zeit auch das

a ¢ adibe ad . - . )
== in vielen Biichern ohne weitere Er-

b d bd bd be

klirung das Dividieren als Uber-Kreuz-Multiplizieren an Hand der Figur $><<3 1¢

einfiihrte.

Unsere Regel vom Umkehren des Divisorbruchs lehrte in Indien SCHRIDHARA (um

900). Im Abendland scheint sie 1544 Michael STireL (1487 (7)—1567) in seiner Arithme-

tica integra erfunden zu haben; denn 1553 nennt er sie stolz »meyn Regel vom diuidiren

Der briich«. Abbildung 49.1 gibt sie wieder.

Abendland. wo man wegen

P De Diuifione Minutiarum.

Ego Diuifionis regulam reduco ad regulam Multiplicatios
nis Minutiarum , hoc modo ; Diuiforis terminos commuto ,
id eft, numeratorem pono fub uirgula , & denominatorem fu-
pravisgulam poso . Hoc facto , nihil aliud reftat, nifi ut opere
ris fuxtd regulam Maltiplicationis fuperius datam,

Vtuolo dividere £ per . Sic ftabit exemplum ad regufam,
£ 2.facit} quotientem.

Sic fiuelim diuidere 3 per %. Sic ftabit exemplum 3%,
facitcy hunc quotientem %, feu 1 +, Etfic dealijs.
| Et ego noui quim commode fiat hac regula Diuifionis redu
L Rio,& quim fape memoriam leuet,prafertim in operationibus

exemplorum fecundum Algebram fiendorum,

Abb.49.1 Die Divisionsregel fiir Briiche aus Michael STIFELS Arithmetica integra
(folium 6r) von 1544 — Ubersetzung im Losungsheft.

Aufgaben

X X y 3y

i . - P ’1 . -'} i »

l.d]_j..\ h)ﬁ._ﬁ 1:]1_.3 d) _]_L,14

a a a b - o0 , 9% 3)

EAlss b) 5% %13 e
2 4 16u” e

3.a) — :(6a) b) 8xy: c) = :(12w) d) 21ab“:

a X Op 3b
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dx 5y 18m Tm 108 135p 72ab* 16a*b
gy " b) S i —mEHEL A ae 4
5y dx 35n 9n 25pg ¢ 27¢ 45¢
5. 2) 147 (uv*w)?* 1961w b) it 1211151;)3 27m*x?
5.2 : =] i = 5
4 1024ab® 640 (ab)? (\55_\'.1':‘ ) 242ny°z
5R2a—»5) 4a—2b Sm m?
6./8) 9 - 15 b) 3n—95 5—3n
rs st 8x—28y 21y —6x
7.8 : b ==
2) 24r — 325 + 20t 307 — 40s 4 25¢ ) dyz—3y 20z—12
23 - ) +':\h (\.—( 9 -
8. a) (a®—9p?): 47> b) 2 : (3x2 — 3p?)
a—3b DX 9p
9. a) 2m?* + 20m + 50) : e b) s e e sy
154 3m 3x+15
254> — 20ab + 46* 5a—2b Su—20v 4u*— 2512
10. a) , —— e b) T—
4c¢” + 56¢c+ 196 3¢+ 21 94+3w w* 4+6w+9
Op* — 364> 2p—4q 185 — 2 2
11. : L — b ; : ;
2 J—r re—9 ) 81s*+18s+1 1 — 8152
X — o 12 x—1)*%4+4x 3x*>+6x+3
o12. 2) = e A el
1 —y 1 —y X+ 4y° dxy — (x4 2yp)*
(i e el A= 1 1 1
13. : ( : ) : b : ( : : g
2) 7 T ) AR - I e b _\C d
Y W w v w) SRS
14. a) : ] : b) —: ( E ) c) — )
v w) x vo\w x i o)
" i D LS (e = T R
15. a) ( :1"‘).‘ - b) :( = 1) e
) Ji3 zZoNEt z
x*—9 [ ypz (2m4+1)* 3n4+6\ 4m?—1
e 16. a) :(::_'_ﬂ) b ( ﬁ) j) =
6y D 0 dm—2/) 4—n
51(x% —3?) £ 54(a> — b%) ,,
17. a) =2 [68(x — y)*] St ok - [81 (ab + b?)]
Txy 13a
Sab(x —y) 10ax(x —y) 38a(a—b) 57b(a® — b?)
c 5 d) i

6xy(x+y) ~ 3bp(x+ ) 51b(x —y) " 68a(x2 — y2)
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Tab  4bc? 5m*  Tmn\ m*n?
18. a) ( + ) : (14abc) b) — :
\2E a 2n 12 4

(- -3x%y?  12(xp)?  9x3p) 20t
\ 4z ) 20z*

e19. ':1)

b) (1 —p p—1 ) ( I 6p°
) - : > -
(3(; —8p 3q+4+8p 8p°+3pg ¢ )

/ \

(2_\' -8 XL 2x-r16 4+ x j e [
c) 0

3a—5b 947 —_25h2 U 9a+15b/) 9a* — 25h%
20. a) 21a*b  (5ab m’;\) b Tp + 4q (2{; 7p)
20. a — + = ali=—=
10¢* ( 3c 3 40pq \7p qu)
21. a) u* — 2u + (’2;;—3 3 —3u G 1 —u:")
.4 . : = :
’ 4u” — 36 =3 u+3 ut=9,

26a°h? 7 HE."H"'J‘E\) _ "3a’h3 Su“‘hl)
(8:'3”‘1 2ed>

5

) (i =4 2 21 ( 1 3 T
C =) - - - x <
(i +x2 " 1—x? 1 —x* J l4+x 14 x°

P N

gy S ._‘)
022, 2) (.\ _~-4)'("+,1-) b) (_\ ‘1‘4).(\_\ -

a* = b @k a el £ 1 T e & T
$23 4 ( el :( = b(,— o J( +-]
) be a2 .:r’) Beind, ) G R S AR
fa+h a—b (a+b) a— b)) : ;
$24. a) - e i J ):(u— — bh?)
e h a b b
—2r—5t 2r+5t 4rr—25¢% - .
b) ( j = = + - ):(4f"’—‘*3r“}
o St 3 y
(6xy+9y% 4x* 4 6xy 8x>4 277 ; . ;
c) ( i LS i L ——— —2x—3) )'H.\" — 9y%)
2x 3y 6xy
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2.5 Doppelbriiche

Ein Bruchterm, in dessen Zihler oder Nenner wieder Bruchterme auftreten,

X a
= L
heifit Doppelbruch. So sind —~— und Beispiele fiir Doppelbriiche.
LX o
=
3y b

Damit klar erkennbar ist, was Zihler und was Nenner ist, muss der Haupt-
bruchstrich deutlich linger sein als die Nebenbruchstriche.

3x

2y

) 2 3x
So 1st z. B. —— etwas anderes als !
D 2y

5
LX
Zur Umformung eines Doppelbruchs konnte man den Hauptbruchstrich

durch den Divisions-Doppelpunkt ersetzen und Satz 48.1 anwenden. Besser

ist es aber, den Doppelbruch so zu erweitern, dass er zu einem einfachen Bruch
wird. Wir fiihren es zunéchst an einem Zahlenbeispiel vor:

3
1 +
T erweitern wir mit dem Hauptnenner 12 der Nebenbriiche:
2 3

i LY
X ¥ % ¥
- — =) xy o
¥y X b X5 =y (x=—»x+y) x—y
T ) T X2+ 42xy (x4 y)? T
gy ( i -;-2)\'1' ' : : :
! X \1' X J

Merke dir die
| .

Regel: Doppelbriiche werden vereinfacht, indem man sie mit dem
Hauptnenner der Briiche im Zihler und Nenner erweitert.




Aufgaben
a
h
1. a) b)
-
b
a
f ¥
) b g)
a
3a?
4 o2
2. a) I:A
Oua
Tx
b
(4 e
3. a) ¢
e d
b
”’+'.
g
&
a—
d
94a? 5
55 P
4. a) —
3a
2b
a® — ab?
b
5. a
) a’—a’h
h?
a(b?* — q)
a— )2
: i
6. a) &
g > —
h2

a

h

a

o

b

2.5 Doppelbriiche

h)

24a%bh?

35x7y°
36ab
49x2y

b)

a
b
a
b

a
b
a

b2

c)

f)

a
b

a

d)

2
a
b

ab

3a

)]

n
o




1 |
a+1 a
7. a) : E

a—1 a -+
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x+1 x
x—1 %
b
) x+1 X
+
x—1 X

2a—3b
2a + 3b
2a+ 3b

2a—3b

: 2a+3b
" oa—3b

2a— 3b
B 2a+ 3b

8. Kettenbriiche in ihrer einfachsten Form verwendet Raffaele BOMBELLI
(1526 Bologna—1572ebd.) in seiner L 'Algebra (1557/60 niedergeschrieben,
1572 erschienen). Pietro Antonio CATALDI (1552 Bologna—1626 ebd.) bil-
detim Trattato del modo brevissimo di trovare la radice quadra delli numeri
(1597 verfasst, 1613 erschienen) sogar unendliche Kettenbriiche.
Verwandle die folgenden Kettenbruchterme in die tibliche Bruchform, d. h.
in Bruchterme, bei denen weder im Zihler noch im Nenner Bruchstriche

vorkommen.

1

a

) | I
1+ x
1

d) 1

Xt

x+1



3 Bruchgleichungen

Wasserhdahne in Form vergoldeter Delphine im Badebecken der Badenburg im
Schlosspark zu Nymphenburg (Miinchen), die 1718—1722 von dem kurfiirstlichen
Hofbaumeister Joseph EFrNEeR (1687 1745) fiir Kurfirst Max EMANUEL erbaut wurde.




3 Bruchgleichungen

3.1 Kreuzweises Multiplizieren

Eine Gleichung, in der Bruchterme vorkommen, bei denen wenigstens ein
Nenner eine Unbekannte enthdlt, nennen wir kurz Bruchgleichung. Die ein-
fachste Form einer Bruchgleichung liegt vor, wenn auf der linken und auf der
rechten Seite je ein Bruchterm steht. Hierzu

2x—1 6x—13

~

Beispiel 1: — )
pie x+3 Ix+ 11

Im Gegensatz zu den Gleichungen, die duin der 7. Klasse kennen gelernt hast,
kann man in einer Br uthluLhung firr x nicht immer jede Zahl einsetzen, weil
die Nenner bekanntlich nicht null werden diirfen. Wir miissen also von @ all
die Zahlen wegnehmen, fiir die ein Nenner null wird. Dazu betrachten wir die
Dcfmluommelmn der vorkommenden Bruchterme. So hat der 1m obigen
Beispiel links stehende Bruchterm die Definitionsmenge D, 3}
Der rechts stehende Bruchterm hat die l)Cl!I‘l]liOl]hIﬂCﬂgL D, =Q\{— '_1 ;.
Die Definitionsmenge der Bruchgleichung ist daher die Menge

i | B3 0 i B |
D=0\ —3;— 3

Das ist aber genau die Menge D, n D,. Wir merken uns

Definition 56.1: Die Definitionsmenge einer Bruchgleichung ist die
Schnittmenge der Definitionsmengen aller vorkommenden Bruch-
terme.

Zur Bestimmung der Losungsmenge der Bruchgleichung vom Beispiel 1 wen-
den wir Satz 14.1 an:

2x—1 6x—13
X3 3x+11
Wir erkennen, dass jeweils der Zihler des einen Bruchterms mit dem Nenner
des anderen Bruchterms multipliziert wird. Diese Aquivalenzumformung
nennen wir kreuzweises Multiplizieren.

< 2x—1Bx+11)=(x+3)(6x—13)

Kreuzweises Multiplizieren
ar.. _~C
— = = % ad=bc
b >d

Die so entstandene Gleichung (2x — 1) 3x + 11) = (x + 3) (6x — 13) losen

wir nun nach den aus der 7. Klasse bekannten Methoden. Dabei miissen wir

aber bei allen Aquivalenzumformungen, die wir ausfithren, bedenken, dass sie
nur in der Definitionsmenge D giiltig sind, d. h.. dass nur Zahlen aus der Defi-
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nitionsmenge D eingesetzt werden diirfen. Die gesamte Rechn ung sieht dann
SO dUus: iy 1 61— 13
hod — . D=0 I_]_l_._g]

3> Xk

¥-£3 " AR
2x—1)(3x+ 1) = (x+3) (6x—13)
6x° 4+ 22x —3x — 11 = 6x> — 13x + 18x — 39 | —6x2

-

19% —11 = 5x— 39 || —5x+ 11
14x = —28 14
x= =2

Im Gegensatz zu frither kénnen wir aus der letzten Zeile noch nicht schlieBen.
dass { — 2} die Lésungsmenge unserer Ausgangsgleichung ist. Es kénnte nim-
lich sein, dass die Zahl —2 nicht zur Definitionsmenge D der gegebenen
Bruchgleichung gehort. Ein Blick auf D zeigt uns aber, dass —2e D und
dass somit tatsichlich L = { —2} gilt. Unsere Bruchgleichung ist eindeutig
|osbar.

!

Wir erinnern uns, dass wir aber auch schon nicht eindeutig 16sbare Gleichun-
gen kennen gelernt haben. Auch unter den Bruchgleichungen gibt es solche,
wie einige der folgenden Beispiele zeigen.
2—4dx 2x +1
Beispiel 2: — ;D =Q\{3}
6—2x 3—x
Beachte: Du musst das Minuszeichen der rechten Seite beim kreuzweisen
Multiplizieren entweder zum Zdhler oder zum Nenner nehmen!
Wir entscheiden uns fiir den Zihler und denken uns die rechte
Y -

Seite als —— geschrieben.

2—-4x)3—x)=(6—2x)(—2x—1)

6 —2x—12x+4x> = —12x— 6 +4x> + 2x || — 4x?
6 —14x=—10x—6 ||+ 10x — 6
—4x = —12 ls(=4)
X=3

Da3¢ Dist, gilt L = { }. Die durch die Bruchgleichung gegebene Infor-
mation 1st also widerspriichlich.
s x—1 x— e
Beispiel 3: = 2 ) = G2 g
x—2 ;
x—1D(x=-3)=(x—2)

*—3x—x+3=x*—4x+4 | =x?

—4x+4+3=—4x+4 | +4x —
JEad= |

,.-
|
%!

=

(%]

Die letzte Gleichung ist widerspriichlich, also ist es auch die Bruchglei-
chung; somit gilt L = | |

[0
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2 3
Beispiel 4: -=——; D=0\{0}
X 2x
4x = —3x* ||+ 3x>
3x2 4+ 4x =0

x(Bx+4) =0
x=0v3ix+4=0

x=0vx=— t
Da 0¢ D ist, gilt L = {—5}.

Die durch die Bruchgleichung gegebene Information ist eindeutig.

. & X X=X T [ 4]
Beispiel 5: — = — ; D=Q\{—1;1}
x+1 x<—1
Auf das Anschreiben der Zwischenzeile mit den Produkten kann man
verzichten und gleich kreuzweise ausmultiplizieren:
== — k= =2
xX=—x
Da diese Gleichung fiir alle Zahlen aus D erfiillt wird, ist
L=0Q\{-1;1}.

Die durch die Bruchgleichung gegebene Information ist also mehrdeutig.

Beispiel 6: =—3;, D=Q\{-3}

:

3
X }1
Hier scheint die kreuzweise Multiplikation nicht moglich zu sein. Wir
denken uns aber —3 als —— geschrieben und konnen dann kreuzweise
multiplizieren: !

x—4i=—3@x+9})
x—t=—3x—1 ||+3x+3
4x = % I:4
x =
Da —ieDist, gilt L= {—1}.
Aufgaben
1 I | l d
l.a) — =1 b) — =2 =il Qo=
X : & e
3 = 1 12 ' 32 16
2.2) — =5 b) = B e = ) 155 = 33




10.

11.

. a)

. a)

. a)

€) -

a) —

1 gt b) 1 1 3 0
Ry Y —2 D < e
3:dx+5=6:7 b) —5 2x)=—1 @ 343:(x—1)—3:8=05
1 1 13 1 23 17

F— h —
X 2x—35 ) 1+ x I &) 2x X

38 ) b) 8 5 3
8x—11 x—11 Sesir a3 D9t o
Sx+6 i b) 16 — 2__’"-_\ o
Ix —8 11 —5x

13x e d) 2x—1 o i
7+8x AT T
0,5x—3 3 15—0,1x

= = b) 1,2 =
45— 8x 4 x — 20
24x —1 3 Tx+5

T d) - =

1 —36x b] 3Ix—35
2x+6): x=4 b) (18x+5):(3x+2)=17
(5x—4): dx+5 =0 d) (4x —3) =10

(14x+5):(6x—1)=7:3

2x+4 5
3%x—5 2
9x+4 8
6x+1 5
32x —27 3
S
16 22
3x—4  2x+3
13 11
2x—13 B x + 3
34 21

b) e T
) —
Ex+4 10
d 13x4-3 15
) o |
17x + 2 18
f) s ") =
23x—8 19
b 19 23
)M+4_&vi
25 17
d
)4\'-_--1 3x — 1
19 37
f)




- 3 5 x+7 X 1
= a}_\ 1_2—".\' h)\—i_\ 3
03 3t — S5x L 23 3 b) S e e 5
3.a = h R =
) 4 -3y — 8 4 3x*+2x—20 3
. 8xP—3x+4 _3 d gt — 75 _.'-3
t! 2x%+5x—13 3 (B —11xFE9 3
14 Sx°—5x+8 2 b) T —3x—15 3
e . = ) —— — = —
2) dx +3x+12 3 Oxc 4+ x—25 5
3x2—5x128 4 a0 17x%—x— 28 _?
9 At lor 3y 5 13 +12x—36 9
o 3x—5 6x—11 Ix+5 =5
15. a) - = — _ ) =
T —4dx 15 —8x 15x—11 15x— 27
[2x 43 24x — 9 d) Bx—7 12x— 19
C — =
) 5x—3 10x—11 bx+7 Ox 2
16 Ox—25 Tx—5 b) 6x — 18 11x—3
.a == ) e
) 5x—10 4x—2 Tx+ 24 13x + 4
9x — 51 Tx+ 17 , 5x—24 = Tx+ 6
e T L ol e e
X X Ox ox—3
7. = =
) et 3 2x 3 e raie
) X+ 1 X+ 3 ) x—35 17 —x
C = { —
x4+ 2 xX+4 5x+ 3 1 — 5x
S5x+13 15x 41 3x—6 9x+1
ifn) 2x + 8 F Ox h) %-Lh D
11x—38 5—22x 18x Ox+ 7
& X ! X @) X e =
21 —2x 4x—72 2x — 27 e—111)
0.8x+2 48x+0.1 —1.1 0,25 —1.5x
o = — = =
2.5x + 1 15x — 22 2x— 375 11 —9x
% X X Ax X X
19. a — b = : =
) F—x x—3 ) x+2 x—2 9 x—2 4 —2x
13x 3157 5% 3x
20. a) - =) b) - - =)
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2x—6 4x—4 x+3 &x—3
21.a = b - =)
) x—3 3x+1 ) 3x—35 3x+5
6—2x 3x—6 3x+20 15x —35
22. a = b —21]
) x—3 Tt ) 2.1‘-1'5+ 5—x
i i =5 e S 5 TR | ) | 2x
$23. 2 S d T o) T S R
% ) 3 > A2 4 ) X, T ey
Aty sy £ s — 5
$24. ) =" b}( i o il
x—1 3x (2 3x ox + 2 X
A" — 53— 2x+1 x24x
225, a) : = b i = 1
‘ x+1 5 ) 2X 4t —1
2x 4+ 4 Sx ¢ 2N = - g D)
226 a) — = —=—1 b) ( - ) = ( - -})
xe-- 2% 88— 2yt 2 x) x+2 2 e
X x + 1 x—1 1
:z?. X i = X =?_8 3 4 3 X — 1
° 1 1 1 1 » X X 2x 2x
X x4 1 x —1 X e S x—2 X 1_\'+]
2 3
$29 a i
® Sy 1 1 2
Ix+ 24 S 6x + 43 L1
2x—1 2=

3.2 Multiplizieren mit dem Hauptnenner

Nun wenden wir uns schwierigeren Bruchgleichungen zu, bei denen das kreuz-
weise Multiplizieren nicht mehr so ohne weiteres moglich ist. Hier konnen wir
die Bruchterme dadurch beseitigen, dass wir die Gleichung mit dem Haupt-
nenner multiplizieren. Damit erhalten wir eine nennerfreie Gleichung. Hierzu

Beispiel 1:

=

2 X<
1+ —— =
25 —4x*

e

17
10x + 25

D% 16 + 3x

Hier macht schon die Bestimmung der Definitionsmenge einige Schwie-
rigkeiten. Am einfachsten geht es, wenn wir zuerst den Hauptnenner
bestimmen:
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25 —dx? =(5 —=2%)(5+2%)
10x+ 25 =52x
h\ — 50 = 2(¢

HN =2-5(2x—5)(2x+5)

sl —1)=—10
2x—3)=4x-10

h B b

Da alle Nenner als Faktoren im Hauptnenner enthalten sind, kann man
aus thm die gefdahrlichen Zahlen ersehen, die wir aus () entfernen miissen,
um die Definitionsmenge zu erhalten:

D=Q\{-%;3}.

Nun multiplizieren wir die Gleichung mit dem Hauptnenner und erhal-
ten:

502x =5 (C2x+5+2x2(=10)= 5x+17) (dx—10) — (16 +3x) - 5

40x% — 250 — 20x* = 20x* — SOx + 68x — 170 — 80 — 1
20x% — 250 = 20x2 + 3x — 250 =20 4250
0 = 3x
0=2x

DaOeD, gilt L =1{0}.

Wenn sich jemand die Arbeit ersparen will, den Hauptnenner zu bestimmen,
dann multipliziert er gleich mit dem Produkt der Nenner und erreicht damit
auch eine nennerfreie Gleichung. Diese Gleichung ist aber meist schwieriger
oder gar nicht zu losen, weil sie hohere Potenzen von x enthilt, die dadurch
entstehen, dass man nicht mit dem kleinstmdéglichen gemeinsamen Nenner
multipliziert hat. Zur Warnung diene

Beispiel 2:

S |- (x—2)(x+2)(x*—4); D=0Q\{—2:2}
emh e TR R e T ~ =22}
i5[_\—|—2)[\ —4)—4(x—2)(x*—4) =5(x—2)(x+2)

15x? + 30x% — 60x — 120 — 4x> + 8x* + 16x — 32 = 5x% — 20
13%> 438 x2—Adx — 152 =522 —20" [|=5%% +20
1?4332 =445 —132=10" (=11

=
e e e L e )

Diese Gleichung kannst du noch nicht 16sen. Vergleiche dazu jedoch Auf-
gabe 63/1.

i ]
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Aufgaben

1. Lose Beispiel 2 mithilfe des Hauptnenners.

3 9 LN DS
EA Skl s bJE( —?)-I-( +7) =0
X X X ; X J
1 2 8 5 § 12
) —+—+7=—-—3 d) _.1+1__.
S X % X
4 1 | 3 1 2 4
P A S = - =
=) TR R ) Sop 3l
yhads, gl
= 3 .\'+13_\'T(1 _-2+.\'
q 3 2 5] 13 8 . 11 A 31
IS o 15 8% 10x &0
6 3 e i 18 3 -
43)\—2_\ 2 gt ) O —3 =D
2 3 5 3
5.4 - | =
D sl TG
b) 1 o 3 7
) - =
Sx+2 6+ 15x 25x 4+ 10
4.5 Ty 69
¢) e o s
i—14x 0.5—"7x 28x —2
2 1 l 22 3
d i e o
) 50 3a— 3 14 — 6x 7—3x
8 4 15 7 6
§g) L b) - et hyo
X+ 3 i x 3 8—x 8+ X 8 — x
7 11 33 68 51 30
. s =5 = d + +—=0
& 2x+3  3x+42 22+ 3x) g2 ) 32x—5) S5-—2x X
8 295 2 21 42 138
7. a) —_ = b) = = =
6x—9 10x4-4 2x—3 15x —4 8—30x 45x — 6
2 1 72 2
) Dbl L I AT 0% 11—
18 | 8 1
8. a) ' 0
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13 13 13
b) — — — — =0
3x—11 dx + 5 12x+ 15
1 2 3 21
) x—7 14 — 2x l 2x—5 14x — 35
I 1 " 3 30
( = —
x 41 x—1 X< — 1
o 1 1 2 _0
18 2x+3 % 2x—3 l dx2 —9
5 2 2
b — 4 - =0
) Sx 4 iR 5x—4 = 16— 2522
) 46 | 23
- i =
9x* — 171 Ix+ 11 11 —3x
d : | ] ) 0
) % oA Fx—12
10. 2) 38 7 3 1
. a 5 — e I
x4+ 16x4+64 4x4-32 x+8
3 3 2
b — . =)
) x=1 x50t X—5
| 7 35 7 35| 22
11. a -+ = — Vb = |
) 3Ix—2 2x+ 3 6x°+5x—6 ) X x5
5 8x
g =22 E E3sp
i b, X 2
1 x+1 x—1 2 | x—2 2x — 1
) .\'+2+_1'----3_; )).\'-.LIT_\'- I A
3x—a  Byi4 R | 26 6—2x
5 X X e d)]a\—f \}..JI..} \—i[
3x+ 1 x+1 xX+2 x—3
The=ss Ox + 4 S T [ D¢ —
I3.d)r X | X L gesw b) .\—I X 4__!1
4dx +1 3x + 7 34+ x O9x+3 3
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33. Aus der Algebra des AL-CHARIZMI: Die Differenz zweier Zahlen ist 2. Teilt
man die kleinere durch die gréBere, so erhilt man 1. Wie groB sind die

Zahlen?

34. Die Summe zweier Zahlen ist 425. Dividiert man die groBere durch die
kleinere, dann erhilt man 2, und es bleibt der Rest 92. Wie heiBlen die
Zahlen?

(%]
n

. Der Zihler eines Bruchs ist um 12 groBer als der Nenner. Zieht man die
Ganzen heraus, dann ergibt sich die gemischte Zahl 3 + 2. Bestimme x.

36. Hans mochte wissen, wie alt Renate ist. Weil sie weil3, dass er schwach im
Rechnen ist, sagt sie: »Wenn du den Kehrwert meines Alters in 15 Jahren
vom Kehrwert meines heutigen Alters subtrahierst, dann erhéltst du den
Kehrwert meines Alters in 15 Jahren.« Wie alt ist Renate heute?

7V
~J

Ein Gasherd mit zwei Brennern wird aus einer Propangasflasche gespeist.
Mit einer Fiillung kann der eine Brenner 30 Std., der andere 20 Std. bei
voller Flamme versorgt werden. Wie lange reicht der Flascheninhalt,
wenn beide Brenner gleichzeitig in Betrieb sind?



38.

40.

odl,

* »Ein leichter Weg zur Beherrschung der Arithmetik«. geschrieben um 1536, verdffentlicht 1540 in Antwer-
pen. Das Biichlein war so beliebt. dass es im 16. Jh. mindestens 59 Auflagen erlebte.
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Der hollandische Arzt und Mathe-
matiker Reinerus Gemma FRrisius
(1508—-1555) stellte in seinem 1544 in
Wittenberg gedruckten Arithmeticae
practicae methodus facilis* folgende
Aufgabe (Teil 3, Beispiel 6):
Potator quidam solus exhaurit cadum
vini in 20 diebus, verum si uxor eum
iuverit servata proportione bibendi 12
diebus vini tantundem absumunt,
quanto ergo tempore sola uxor totum
vas exhauriet?
Ein Trinker leert einen Krug Wein in
20 Tagen. Wenn seine Ehefrau ihm
aber hilft, dann verbrauchen sie eben-
so viel Wein in 12 Tagen, falls sie das
Verhiltnis, in dem sie trinken, beibe-
halten. In welcher Zeit wiirde also die
Ehefrau allein das ganze Gefil3 aus-
trinken? Abb. 67.1 Reinerus GEMMA FRrisius.
eigentlich Rainer VAN DEN STEEN

. Ein Wasserbehilter hat zwei Zufluss- (8.12.1508 Dockum/Ostfriesland

rohren. Mittels der ersten Rohre al- 25.5.1555 Léwen) 1541 Professor der
lein kann der Behilter in 6 Std., mit- Medizin an der Universitit von L-
tels der zweiten in 4 Std. gefiillt wer- wen

den. Wie lange dauert das Fiillen,

wenn beide Rohren gleichzeitig in Be-

trieb sind?

Der Kaltwasserhahn fiillt eine Badewanne in 10 min. Dreht man zusitz-
lich den Warmwasserhahn auf, dann dauert es nur 6 min, bis die Wanne
voll ist. Wie lange wiirde es dauern, wenn man die Wanne nur mit dem
Warmwasserhahn fiillen wollte?

Ein Teich wird durch einen Zufluss in 10 Stunden und durch einen zweiten
in 5 Stunden gefillt. Der Abfluss leert ihn in 4 Stunden. Nun werden alle
zwei Zufllisse und der Abfluss gleichzeitig geoffnet. Wie lange dauert es

jetzt, bis der Teich voll ist?

. Ein Dampfkraftwerk ist mit zwei Kesseln von verschiedener Leistungsfi-

higkeit ausgestattet. Der Inhalt des vollen Kohlenbunkers reicht aus, um
den ersten Kessel allein 18 Tage bzw. beide Kessel zusammen 74 Tage zu
beheizen. Wie lange konnte mit derselben Kohlenmenge der zweite Kessel
allein betrieben werden?
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. Zum Ausheben einer Baugrube wird ein Bagger verwendet, der die gesam-
te Arbeit in 8 Tagen erledigen wiirde. Um schneller voranzukommen, wird
nach 3 Tagen noch ein zweiter Bagger eingesetzt, der den gesamten Aus-
hub in 12 Tagen allein bewaltigen konnte. Wieviel Tage miissen beide Ma-
schinen noch gemeinsam in Betrieb sein?

. Ein Arbeiter wiirde eine Arbeit in 18 Tagen allein fertigstellen. Nach
8 Tagen erhdlt er eine Hilfskraft, deshalb ist die Arbeit schon nach insge-
samt 14 Tagen fertig. Wie lange hitte die Hilfskraft allein fiir den Rest der
Arbeit gebraucht, wenn der Arbeiter nach 8 Tagen krank geworden wére?

Aus dem Trattato di aritmetica (1491) des Filippo CALANDRI (geb. um
1430):

Es sind 3 Ménner in einem Gefingnis, die ausbrechen wollen; der erste
sagt, dass er in 6 Stunden das Gefangnis aufbrechen werde, der zweite
sagt, dass er es in 12 Stunden aufbrechen werde, und der dritte sagt, dass
er es in 18 Stunden aufbrechen werde. Die Frage ist, wenn alle 3 zusam-
menarbeiten, in welcher Zeit sie dann das Gefangnis aufbrechen werden.

a) Welche Zahl muss zu dem Zihler und Nenner des Bruches ;< addiert

werden, damit er den Wert 3 erhilt?
b) Welche Zahl muss von dem Zihler und Nenner des Bruches }# subtra-

hiert werden, damit er den Wert 5 erhalt?

1.
2

A

¢) Welche Zahl muss zu dem Zihler und Nenner des Bruches 13 addiert
werden., damit er das arithmetische Mittel zu 3 und 5 wird?

= e _ ' a

eod) Um welche Zahl muss man den Zahler und Nenner des Bruches —

: ¢ b
1) vermehren, 2) vermindern, um — zu erhalten?
(
; i . d
ee¢) Welche Zahl muss von dem Zihler und Nenner des Hruchcsf subtra-
g

hiert und zu dem Zihler und Nenner des Bruches — addiert werden.
damit zwei gleich groBe Briiche entstehen? i

e47. a) Vermehrt man den Zihler eines Bruches mit dem Wert 2 um 16 und

vermindert seinen Nenner um 3, so erhilt man seinen reziproken Wert.
Wie heil3t der Bruch?

b) Vermehrt man den Zihler eines Bruches mit dem Wert # um 4 und
seinen Nenner um 3, so erhélt er den Wert 3. Wie hei3t der Bruch?

¢) Vermindert man den Zihler eines Bruches mit dem Wert 2 um 8 und
vermehrt seinen Nenner um 2, so erhdlt er den Wert 5. Wie hei3t er?

d) Ein Bruch mit dem Wert 2 wird doppelt so groB, wenn man seinen
Ziahler um § vermehrt und seinen Nenner um 6 vermindert. Wie heiBt
der Bruch?

¢48. a) Vermehrt man den Zihler und Nenner eines Bruches mit dem Wert £

um 9 und zieht den entstandenen Bruch von 3} ab, so erhilt man 2. Wie

heif3t der Bruch?



b)

)

b)

¢)
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Vermindert man den Zahler und Nenner cim,x‘ Bruches mit dem \x\"tl'l 2
um 5 und zieht den entstandenen Bruch von {£ ab, so erhiilt man 2. Wi |n.
heil3t der Bruch?

Ein Bruch hat den Wert 3. Vermehrt man seinen Zihler um 3 und
vermindert seinen Nenner um 4, so erhilt man dasselbe. wie wenn
man seinen Zahler um 10 und seinen Nenner um 5 vermehrt. Wie heilB3t
der Bruch?

Die Zahl 240 wird so in zwei Teile zerlegt, dass der Quotient aus

1) den beiden Teilen gleich 2 ist,

2) dem groBeren Teil und der Differenz der Teile gleich ‘[;a 1st,

3) dem kleineren Teil und der Differenz der Teile gleich 2 ist.

Wie grol} sind die Teile?

Die Zahl 68 wird so in zwei Teile zerlegt, dass 3 des ersten um 12
groBer ist als £ des anderen. Wie groB sind die Teile?

Die Zahl 100 wird so in zwei Teile zerlegt, dass E du, ersten um 6
kleiner ist als 3 des anderen. Wie groB sind die Teile’

Die Zahl 123 wird so in drei Teile ze rIL,g_ dass der erste um 5 grof3er
ist als der zweite und § des ersten mit ; des zweiten zusammen 6 mehr
betragen als die Hilfte des dritten. Wie groB3 ist der erste Teil?

3.3 Proportionen

Den Bruch ; huughnd man auch als das Verhiltnis von @ zu b. Eine Glei-

g

chung, die die Gleichheit zweier Verhiltnisse z7um Ausdruck bringt, nennt
man Verhiltnisgleichung oder Proportion*. In Verhiltnisgleichungen schreibt
man die beiden Quotienten statt mit Bruchstrich meist mit Doppelpunkt, also

(4] {2
a:b=c¢:d an Stelle von —

b d

Die Gleichung a: b = ¢: d liest man

»wa verhdlt sich zu & wie ¢ zu d«.

a und d heillen Aullenglieder, » und ¢ Innenglieder der Proportion:

* proportio (lat.) = Verhiltnis, Ebenmal

[nnenglieder

Aulenglieder
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Selbstverstindlich miussen » und & von null verschieden sein. — Die Glieder
einer Proportion kénnen natiirlich auch Terme mit Variablen sein.

Mit den oben eingefithrten Namen gewinnt man aus Satz 14.1 eine Regel zur
Umformung von Proportionen, die wir uns merken wollen als

Satz 70.1: In einer Proportion ist das Produkt der AuBenglieder gleich
dem Produkt der Innenglieder.* d.h.,

a:fli(‘:n" = a*d=b-c

Beispiel: 3x?:(x—1)=(x+1): (2x%)
3x%:2x° =(x—1)(x+1)
6x° = x%2—1

<+ Zur Geschichte der Proportionen

Verhiiltnisse kommen bereits bei den Agyptern im Papyrus Rhind und auch bei den
Babyloniern vor, eine Theorie der Verhiltnisse e en jedoch erst die Griechen.
Angeblich soll PYTHAGORAS (um 570-497/6 v. Chr.) die Lehre von den Verhiiltnissen
erfunden haben. Er und seine Schiiler, die Pythagoreer, waren der Ansicht, dass sich
alle Erscheinungen der Natur auf Verhéltnisse von natiirlichen Zahlen zuriickfiithren
lieBen. So erklingen zwei Saiten, deren Léingen sich wie 2 : 1 verhalten, im Grundton
und der Oktave. Bis in die Neuzeit hinein dienten und dlt..]‘lt n Verhiltnisgleichungen
dazu, funktionale Zusammenhinge zweier Groflen zu beschreiben. So lernt man noch
heute in der Fahrschule, dass bei Verdoppelung der Geschwindigkeit der Bremsweg
viermal so lang, bei Verdreifachung aber neunmal so lang wird, dass sich also allgemein
die Bremswege \\'ic die Quadrate der zugehorigen Geschwindigkeiten verhalten, kurz,
dass s, : 5, = v{: 03 gilt. Den genauen /u\dmmunh.mﬂ zwischen Bremsweg und Ge-
schwindigkeit driickt man heute aber durch eine F ‘unktionsgleichung aus, die du in der
11. Klasse lernen wirst. Erst mit der Erfindung der Buch btclhunuhnung durch Fran-
¢ois VIETE (1540-1603) wurde es mdglich, solche Funktionsgleichungen aufzustellen,
und seitdem haben Verhiltnisse immer mehr an Bedeutung verloren.

Die Lehre von den Proportionen brachte Eupoxos aus Knidos (um 400—um 347 v.
Chr.) zu einem mustergiiltigen Abschluss. EUKLID (um 340—um 270 v. Chr.) beniitzte
dessen Darstellung als Vorlage fiir Buch V seiner Elemente.

Das Verhdltnis zweier GroBen nannten huruil\; die Pythagoreer Adyoc (l6gos), und
wenn zwei Paare dem Verhiltnisse nach (= dva Adpov [ana l6gon]) gleich waren, so
nannten sie dieses Gleichsein der Verh tlllnwﬂ, dveioypio (analogia). Die klassische latei-
nische Ubu«ul/urzs. fiir A6yoc (Verhiltnis) ist ratio; die dvaioyin (Verhiltnisgleichheit)
iibersetzt Marcus Tullius ( ICERO (106—-43 v. Chr.) mit dem }\Ll'[L,I'lC]'l lateinischen Wort
proportio. BOETHIUS (um 480— 524 (?)) hingegen verwendet proportio fiir das Verhiltnis
und bezeichnet die Verhdltnisgleichung mit proportionalitas. Dieses Ubersetzungs-
durcheinander spiegelt sich in der lateinischen mittelalterlichen Literatur wider und
geht auch ins Deutsche ein, bis sich schlieBlich in der 2. Hilfte des 18. Jh.s die Aus-

* Diesen Sachverhalt formuliert EukLip als Satz 19 in Buch VII seiner Elemente (= atoiyeia [stoicheia]).
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1644 1566
Abb. 71.1 William OUGHTRED Abb. 71.2 Robert RECORD(E)
(3.3.1574 Eton — 30.6.1660 Albury) (1510(?) Tenby 1558 London)

driicke Verhiltnis und fiir Verhéltnisgleichung Proportion durchsetzen; Verhiltnis tritt
1667 bei Johann Christoph STURM (1635-1703) in seiner Ubersetzung von ARCHIME-
DES’ Sandrechnung erstmals auf, Proportion 1694 bei Anton Ernst Burckhart von
PIRCKENSTEIN. AuBleres und inneres Glied verbreiten sich im 18.Jh. vor allem durch
Johann Andreas von SEGNERS (1704—1777) Deutliche und vollstindige Vorlesungen iiber
Rechenkunst und Geometrie (1747) und durch Abraham Gotthelf KASTNERs (1719
bis 1800) Anfangsgriinde (1758).

Die erste brauchbare Schreibweise fiir Proportionen, namlich A.B::C.D, schuf 1631
der englische Landpfarrer William OUGHTRED (1574-1660), der in seiner Arithme-
ticae in numeris et speciebus institutio: Quae tum logisticae, tum analyticae, atque adeo
totius mathematicae, quasi clavis est an die 150 mathematische Symbole erfand, u.a.
auch das schridg liegende Multiplikationskreuz * . Seine Frau soll eine Geizhdlsin
gewesen sein und ihm nicht erlaubt haben, nach dem Abendessen Kerzen anzuziinden,
sodass so manch guter Einfall verloren gegangen und so manches Problem ungeldst
geblieben sei.

1651 schreibt der englische Mathematiker und Astronom Vincent WING (1619 -1668)
in seinem Harmonicon coeleste A:B::C:D, wobei der Doppelpunkt keineswegs als
Divisionszeichen aufgefasst werden darf; denn ein Verhiltnis und eine Division waren
zwel ganz verschiedene Operationen! WiNGs Schreibweise breitet sich rasch iiber Eu-
ropa aus und hat sich in GroBbritannien und den USA bis ins 20. Jh. gehalten. Das
1557 von dem Englinder Robert RECORD(E) (1510(?)-1558) erfundene Gleichheitszei-
chen verwendet 1639 als erster auf dem Kontinent der Hollinder Jan Jansse STAMPIOEN
DE JONGHE (1610— nach 1685); fiir die Proportion schreibt er A..B=C,.D. 1678/79
beniitzt Gottfried Wilhelm LemNiz (1646-1716) den Doppelpunkt sowohl als Divi-
sionszeichen wie auch als Zeichen fiir das Verhiltnis. 1684 verwendet er den Doppel-
punkt als Divisionszeichen in einer Veroffentlichung, und 1693 lehnt er Sonderzeichen
fiir die Proportion ab. Es geniige, so meint er, die Schreibweise @ : b = ¢ : d, die sich
schnell im kontinentalen Europa durchsetzt.
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Aufgaben

1l

I~
.

Oft gelingt es, ein Verhéltnis groBer Zahlen, das sehr unanschaulich ist, in
ein Verhdltnis kleinerer Zahlen umzuformen, niamlich dann., wenn man
den Bruch kiirzen kann. Dazu ein

i 1029 7
Beispiel: 1029:1911 = =
1911

Gekiirzt wurde mit 143.

Drucke ebenso folgende Verhiltnisse durch Verhdltnisse teilerfremder

ganzer Zahlen aus:
a) 102:153 b) 0,05:0,7

= 17 . 68
e) 313 f) &1 256

Welchen Wert muss x in den folgenden Proportionen haben?
s (2x) =245
d) 7x%:99 = 0:999
) Sulx41)V=1:(1
h) 2x+3):(7T—x)=(3

gy x:g=2a1:2
€) 25:45 = (4x+3):27

e) (5—T7x):2x)=(—19):4
g) 0:(x—1D=(x+1):(x+2)

Berechne diejenigen Zahlen, fiir die gilt:

a) x:y=2:3; x+y=45

b) x:y=3:5 x+y=-—16

¢) x:y=(—-1):3; x+y=14
d) x:y=1:(=3); x+y=-—14
€) xip =105 x—3y=256

f) x:p=10"7 x—y=256

Berechne zu a. b, ¢ die so genannte 4. Proportionale: das heilt. 16se die

Gleichung a: b= c¢: x.
aA) a=n; bh=3; c=24

)
C)ita— =< h—iie—1}

folgenden Behauptungen:

a) In einer Proportion diirfen diec Innenglieder miteinander vertauscht

werden, d. h.,
arb=c:d = a:c=b:d

werden, d.h.,

a:bh=crd < d:b=cia:

vertauscht werden. d.h..
a:h=c:d < bia=d:c:

b) a=—1: =5 ¢=3
d) a=0,27;, b=243;

Umformen von Proportionen. Beweise fiir @, b, ¢, d + 0 die Richtigkeit der

ZIB e = e
(EUkLID: Elemente, V, Satz 16 und VII, Satz 13)
b) In einer Proportion diirfen die AuBenglieder miteinander vertauscht

Ln
Ln
(o]
L) |

B 15 =35
¢) In einer Proportion diirfen die Innenglieder mit den

¢

2555 =301,
AuBengliedern

(e |
L |
Ln

Ll
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*

correspondere (lat.) = miteinander in Einklang stehen

3.3 Proportionen /3

Korrespondenz-Umformungen*

a) Beweise die Richtigkeit folgender Behauptungen, vorausgesetzt, alle
Nenner sind von null verschieden:

1) Korrespondierende Addition:
a:b=c:d <= (a+b):b=(c+d):d
(EUKLID: Elemente, V, Satz 18)
2) Korrespondierende Subtraktion:
a:b=c:d < (a=b:b=(c—d):d
(EUKLID: Elemente, V, Satz 17)
Ja:b=c:d = (a+bh):(a—>b)=(c+d):(c—d)
b) Leichter lassen sich diese Umformungen merken, wenn man sie in
Bruchform anschreibt. Mach’s!

Mit den Umformungen aus Aufgabe 5 und 6 lassen sich Pro portionen
vereinfachen, wenn man es chhlckt mﬂunLl

Beispiel:
(a—x):(b—x)=(a+x):
(a—b):(b—x)=a:x korrespondierende Subtraktion
(a—b):a=b—x):x Vertauschung der Innenglieder
(Qa—b):a=0b:x korrespondierende Addition
x:h=a:2a—>b) Vertauschung der Innen- und der

AuBenglieder und der beiden Seiten
Vereinfache auf em%prcchcndc Art und Weise:

a) (194+x):x=4; b) 15—a):a=2:3
¢) (a—b):b= c—(:'} d) a+b):b=(d+¢c):d
€) (24-!-3(;]:::-—63::: f) 8—3a):2=3a:9

g) Ca+3b+x):(2a+3b—x)=4a:(6h)

[n einem rechtwinkligen I)rc{cuk verhalten sich die beiden spitzen Winkel
wie 7:11. Wie groB} sind sie

a) Zweil Zahlen verhalten sich wie 6 zu 7. Vermindert man die erste um 4
und vermehrt die andere um 2, so verhilt sich die Differenz zu der
Summe wie 2 zu 3. Wie heiBen die Zahlen?

b) Vermehrt man den Zihler und Nenner des Bruches % um Zahlen, die
sich wie 3 zu 4 verhalten, so erhélt man 3. Wie heiBen diese Zahlen?

¢) Vermindert man den Zihler und Nenner des Bruches 22 um Zahlen, die
sich wie 3 zu 4 verhalten, so erhdlt man . Wie heiBen diese Zahlen?

d) Welche Zahl muss man vom Zihler und I\'umu des I31ULhu 143 sub-

trahieren, damit der entstandene Bruch sich zu 3 wie 34 :22 \'erltiill'.’
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10. Im Kochbuch Das gelingt aus dem Ehrenwirth Verlag steht ein Rezept fur
»Konig Ludwigs Lieblingskuchen«: Fiir den Teig benotigt man 200 g
Butter, 250 g Mehl, 80 g Zucker und 4 Essloflel (EL) WeiBwein. Der Belag
entsteht aus 600 g Apfeln, 1 EL Zucker, etwas Zitronenschale und 13 EL
Wasser. Wie viel von den Zutaten muss man nehmen, wenn man nur
125 g Butter hat?



4 Gleichungen mit Parametern

Menora — der siebenarmige Leuchter

Die Menora ihnelt einem Baum. Ihre genaue Beschreibung im Alten Testament
(2. Mose 25,31-40) bedient sich vieler pflanzlicher Symbole. Nach der Eroberung Je-
rusalems 70 n. Chr. durch Titus wurde sie als eines der bedeutenden Kultsymbole des
Tempels nach Rom gebracht, wie das Relief auf dem Titusbogen zeigt. Die dort darge-
stellte Menora ist heute Bestandteil des Wappens des Staates Israel.

Titelseite einer hebriiischen Bibel aus Nordspanien, Ende 13. Jh. Am Leuchter hingen
Zange und Lichtputzerschere, links erkennt man den Olberg, rechts steht der traditio-
nelle Weinkrug. Der Leuchter brennt mit roten Flimmchen.




4 Gleichungen mit Parametern

4.1 Lineare Gleichungen mit Parametern

Wenn man sehr oft Probleme von derselben Art [6sen muss, kann man sich
die jedes Mal auftretende Rechenarbeit ersparen. wenn man eine Formel ent-
wickelt, aus der man die Losung schnell entnehmen kann.
Hétte man nacheinander z. B. die Gleichungen3x +5 =0, —$x + 3 = 7und
0.91x — 3 = 13 zu l6sen, so weill man, dass der Rechenweg jedes Mal derselbe
sein wird; denn diese 3 Gleichungen haben dieselbe Bauart. Man sagt auch, sie
sind vom selben Typ oder haben dieselbe Form. Man beschreibt nun in der
Mathematik Gleichungen derselben Form, indem man an Stelle der speziellen
Zahlen Buchstaben setzt. Um aber einen klaren Unterschied zur Unbekann-
ten x zu machen, verwendet man zur Kennzeichnung der Form meist die
ersten Buchstaben des Alphabets, wie es 1637 René DESCARTES (1596—-1650) in
La Géométrie eingefithrt hat. Unsere oben angegebenen drei Gleichungen
haben also die Form ax + b = ¢. Im Gegensatz zur Unbekannten x, die in
diesem Zusammenhang auch Gleichungsvariable heil3t, nennt man die Va-
riablen a, b und ¢, da sie die Form der Gleichung bestimmen, Formvariable
oder auch Parameter*,
Um dir zu zeigen, wie man Gleichungen mit Parametern behandelt, betrach-
ten wir in diesem Abschnitt den einfachsten Typ, der dadurch gekennzeichnet
1st, dass x nur in der ersten Potenz und nicht im Nenner vorkommt. Eine
solche Gleichung nennt man lineare Gleichung**,
Wir entwickeln nun die Losungsformel fiir die lineare Gleichung ax + b = c.
Dazu gehen wir genauso vor, wie wir es bel Gleichungen mit Zahlen getan
haben, stehen die Formvariablen doch fiir Zahlen.

ax+b=c =&

ax=c—5b (1)

Nun miussen wir durch « teilen. Das geht aber nur, wenn g fiir eine von null
verschiedene Zahl steht. Wir schreiben dafiir kurz ¢ &= 0. Dann erhalten wir
b c—b

(l - . s # * . -
A= . Die Losungsmenge ist in diesem Fall
) [¢]

Was ist aber los, wenn a = 0 ist? In diesem Fall sieht unsere Gleichung (1)
folgendermalen aus:

Qex=c—0b (2)

Jetzt kommt es offensichtlich darauf an. was ¢ — b ist.

* der Parameter, betont auf dem zweiten g, entstanden aus mapd (pard) = neben und 70 pétpor (to métron) =

Maf, eine durch ein MaB bestimmie Grdfie. sodass man auf Deutsch Nebengrifie sagen kénnte, 1631 von
Claude MyYDORGE (1585-1647) eingefiihrt bei der Lehre von den Kegelschnitten, 1692 von Gottfried Wil-
helm Lemsz (1646-1716) im heutigen Sinn verwendet.

** Zum ersten Mal 1694 belegt als égalité linéaire bei Jean PRESTET (1652—1690) in seinen Nowveaux Elémens des
Mathématiques ou Principes généraux de Toutes les Sciences, qui ont les grandeurs pour objet.
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Gilt ndmlich c—5 =0, d.h., b = ¢, dann lautet die Gleichung (2) 0 - x = 0.
Diese Gleichung wird von jeder Zahl aus @ geldst, d.h., sie ist allgemein
gultig: thre Losungsmenge ist also Q.

Giltaberc — b # 0,d.h., b # ¢, dann steht auf der rechten Seite der Gleichung
(2) eine von 0 verschiedene Zahl; die linke Seite liefert aber fiir jede Einset-
zung den Wert 0. Die Gleichung ist also widerspriichlich; es gibt keine Zahl,
die sie 16st, somit ist L = { }.

Wir erkennen: Die Schwierigkeit beim Ldsen von Gleichungen mit Parame-
tern besteht darin, dass verschiedene Fille auftreten konnen, je nachdem, wel-
che Zahlen man an Stelle der Parameter einsetzen will. Man muss also wih-
rend des Rechenvorgangs Unterscheidungen vornehmen, die verschiedene
Fille erzeugen. Man spricht daher von Fallunterscheidungen.

Merke: Eine Fallunterscheidung ist notig, wenn man durch einen Term
dividiert, der auch null werden kann.

Bei der praktischen Durchfithrung der Fallunterscheidung geht man am bes-
ten so vor, dass man zunichst die Félle behandelt, bei denen alle Divisoren
von null verschieden sind. In einem zweiten Durchgang untersucht man dann
die Sonderfille, die vorher ausgeschlossen werden mussten. Dazu muss man
bis zu der Zeile zuriickgehen, bei der die Fallunterscheidung notig wurde.
Man erhdlt dann meist Gleichungen vom Typ 0 - x = 0 bzw. 0 - x = A, wobei
A = 0 ist. Die erste Gleichung ist allgemein giiltig mit L = @, die zweite ist
widerspriichlich mit L = { !.
In unserem Ausgangsbeispiel ax + b = ¢ lauft die Fallunterscheidung so ab:

ax+b=c | —b
ax=c—b |l:a falls a#0 ’ ey X
= — X =
e ¢—b a X a
a X =- - —
= a '::--x.x Fis
— e R""'\._H_() h =+ E____. i’, ==k
la=20 O-x=c¢c—»b oA—aea LS
EIE | == =2
Fir [c—b%+0 |ist L={). e

Fir [c—b=0 ]ist L=0.

Eine Ubersicht iiber die aufgetretenen Losungen bietet der Losungsbaum, auf
dessen Aste man die Bedingungen schreibt, die die jeweiligen Fille kennzeich-
nen. Der Losungsbaum stellt also die eingangs gesuchte Formel dar. Unser
Losungsbaum steht rechts neben der Rechnung.

Wollen wir die Gleichung —3x+3=7 losen, dann kénnen wir wegen
— 5 = 0 aus dem oberen Ast sofort die Lésung angeben zu
7—2 56—3 53
= = = —

—1 4 4
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Fir 0 - x + 7 = — 2 miissen wir im Baum zuerst nach unten und dann nach
oben gehen und erhalten L = { }.

Fiir 0 - x + 3 = 0,375 miissen wir jedes Mal nach unten gehen und erhalten
=

Rechnung und Losung lassen sich auch zusammenfassen zu einem Rechen-
baum. Hier arbeitet man zweckmifBig von oben nach unten. Wie beim L6-
sungsbaum schreibt man auf die Aste die Bedingungen fiir die verschiedenen
Fille und setzt die jeweils entstandenen Gleichungen in einen Rahmen, von
dem aus man weiterrechnet. Der Rechenbaum fiir unser Beispiel sieht so aus:

ax+b=c
ax=1c¢—»hb
> — b
.\'ﬁ{- = O:x=c—b
a
h:‘? = %--_""fs-f‘f__{_*__‘

Kommen bei einer Gleichung Parameter im Nenner vor, dann muss man von
Anfang an gewisse Parameterwerte ausschlieBen. Ist nimlich ein Nenner null,
dann ist die Gleichung nicht definiert und die Lésungsmenge daher leer. Hier-
Zu ein
Beisoiel ax—b ax
eispiel: - = -

a—b a+b
Diese Gleichung ist nur definiert fiir @ 4 hund @ 4 — b. Multiplizieren wir mit
dem Hauptnenner, so gilt

(ax —b) (a+ b) = ax(a—b)

a*x + abx — ab — b? = a*x — abx
2abx = ab + b* || : 2ab), falls ab+ 0
: = b(a—+ b)
ab+ 0] x=- Sah ab=0| 0-x=b(a+b)
a+b Fiir [b+0] ist L={ }.
X = - ==
2a Fir [ b=0] ist L=0Q.

Beachte: Wegen der oben gemachten Voraussetzung @ = — b ist a + b = 0.
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Der Losungsbaum sieht so aus:
a+b
2a

Der Rechenbaum hat die folgende Gestalt:

ax— b L ax
el R
=0 ’ \.f“ N
~ 1*" \\/_:'
a :5&;’:][1 = \.r”
— : o
. (ax —b) (a + bﬂ) = cr.:;(:: —b) \
a’x + abx — ab — b* = a®>x — abx Loy
2abx = ab + b? e Sl
A | l
bla+ b) 'U-.."—-f)(u—'rh)|
xX— L
: 2ab N2
a+b -«.,_/.,/ N *bf
X=— T \/
2a \/ :
e/ e 0-x=0 |
¥ () TS o
a+b i | L
E_ Sk e e e ] ’— 1
{ 2a } [ L= @J

Wenn du im Heft solche Rechenbidume entwickeln musst. ist es oft zweck-
mafiig, das Heft quer zu legen.




&0

Aufgaben
l.a) x+a2=1 b) x—a—3b+2¢=0
¢) a*=x—a(l+a) d) 4m* —x =1
e) —4p=2p—qg—x f) Ta—3b+c—x=2b—3¢
2. a) a*x = 3a*>—2ab b) (b+1)x =2b*>-2
¢) 3utv—uvx =0 d) ;I i
7
) —— =1 b) 3x:(2m+n) = 6m — 3n
1 4+ a*
T4-ax 1 2px — ¢* Hege Saes e
4. a) = a4 b) qg=p ) —+—-=—+
b b p+4q a4 b ¢ a
5.a) 6x+3a+5b=9x—a+3b b) 4m —Tx+n=10m— 5x + 3n
¢) 2ax— 5a% = 3ab + ax d) 7edx +16¢* = ded — cdx
6.2) px—p*—1=x—2p b) 2mx — 3nx + 5m = 2nx — 3mx + 5n
¢) ax—1=a—a’x d) da’x —4ax=a—x
X% q 2x 2m—6
Fit + — = 1 ¢b = =
%) a=indy b - £h) m+ 1 m—1 m—1
8.a) 3(6x—p)+x(p—10)=p(O9+x)
b) 2a—b)x —b(4 —3x) =4a
¢) 3a(x+2)—2b(Bx—1) = x(a—2b)
d) ( x—1)C2m—-1)+(m—x)ym=20
9.9) (x—r(+s)+x—r=2900r—5)=26—1r(—x)
a a - 1/ 10
b) 2 (  — F— == 6x——
*h) |:h \\ h) h*—| h(n f’})
10. a) x(ax + b) —ax(x —1)+ a® = b?
eb) px(2gx +r) — 2qx(r + px) — 4q* = p(p — 4q)
oc) (ax —a)(ax —b) — (a*x + ab)(x—1) = h?
d) (x—m)(mx+2)+ A +mx)(2m—x)+m* =1
11. a) _] 5\ 7 10x—2 £ 34 b) 3nx }? 10 x D — b3 = 31
2m 3m m 2n* 4n n-
ax—b* bx—8a®
el2. a) 0 + 4 = ab
b) 2p° —pg+qx pg—2¢*> —px p*+22pq—194°

4 Gleichungen mit Parametern
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x—a ax—b* a*+b*
e13. a) “ts - = -
a b+ (ab)*

2mx+n  2m—nx 2n%(x4+1)
b) + =

| d = =
2m+n 2m—n dm* — n*

4.2 Bruchgleichungen mit Parametern

Bei den im vorigen Abschnitt behandelten linearen Gleichungen war die Defi-
nitionsmenge kein Problem: sie war immer gleich ©@. Im Gegensatz dazu muss
man ber Bruchgleichungen womaoglich gewisse Zahlen ausschlieBen, weil alle
vorkommenden Nenner von null verschieden sein miissen. Wie bei den in 3
behandelten Bruchgleichungen muss daher bei der Bestimmung der Lésungs-
menge jetzt auch die Definitionsmenge beachtet werden, die natiirlich auch
noch von den Parametern abhidngen kann. Ergibt sich am Ende der R echnung
z.B. die allgemein giiltige Gleichung 0 x = 0, dann ist die Lésungsmenge
nicht unbedingt gleich @, sondern nur die Definitionsmenge D, die eine echte
Teilmenge von @ sein kann. Im iibrigen kénnen wir Bruchgleichungen mit
Parametern genauso behandeln wie die ohne Parameter. wenn wir nur an die
Fallunterscheidungen denken, die wir machen miissen, damit wir nicht durch
null teilen.

Bt.‘iSpi(‘l: g = h || (26 ) D = ':,-P : ('}
K

a = bx—be
at+bec=bx |:b5, falls H5%+0

: a—+ be
b+ 0 =¥
b

a—+ be . = : ; : ; .
1st Losung, wenn es nicht gleich ¢ ist. Wann aber ist es
1
: PR . : a+ be :
gleich ¢? Wir erhalten die Bedingung = ¢ und damit
7
a+ be = be, das heilit, @ = 0. Falls a = 0 gilt, ist demnach

J (a+be)
L= 14 }, sonst L = ¢ b

" LS

[B=10 | @=0-x
ﬂ-_—“‘ | {1 = {J ]5[ [ = Il :

fir [a=0 |ist L =D =Q\{e)
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Losungsbaum:
0 a+ be
gm—— X =
P b
Q — =
= ~L={}
O
\0 a "J‘E_g-——-*"" L : :
\tiﬂj.f" <0
H“’“‘m___ L
= L=D = U\i{e}
Der Rechenbaum sieht folgendermalien aus:
a :
=30 D= Q\ {c}
xX—c
a=b(x—c)
a = bx— bc
| bx=a+ be
/".’-lr,l- —— -’( - 2
Qo ~Z %9
— e a—+ be
X =—
| 0-x =a b
A i a+ bc :
Q- <@ Frage: 2> eD?
e e
L\’;—:/ . _\0 )
N _ a+be
| 5 NR: —— =c¢
L= J L= | b
1 3 a+ be = bc
a=10
‘Q]____u _.../"' "-\-\..\._‘_\5’,
T | - {J—I—r’}i—‘
| J | J;)
b — _J
Aufgaben
a a a
l.a) —=b b) =b c) =h
X x—1 x—b
x—1 a b 1 |
2. a) =01 b) —+—=a+b c) =—
x+ 1 XL X d X
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x—1 x+1 x -+ 2 x—2
3. a) + =7 b) — - =0
Xx—a X +a X —da X+a
x+a a+b 2a—b x—a
4. a = b — =
) X—a a—b ) a—2b a— X
X—a X+a x—2a x4 2a
5.a) =2 —- ob) . S0
X+a X—d Xk 2h o se—2h
1+ ax 2 2a
6.a) - = 2 b) = —
1 +2ax a—x bb—x)
a-+b b—a a—b a+ b |
7. ) +——=0 b) - =
b—ax a+bx x—b x+b x
5b 2b dab a 1
8. a) e e D 2 ob) — o =
xX—a a-+x a” — x= d — X a+x
1 a—1 da—1 1 1
9, — — = — . 10. e
a—2x a®+2ax a” — 4x° 1 —a*x 1 + ax
011 dx+b 4dx—5h bx— 15
L L i = = > ;7
dx—b 4dx+b loxs— b=
. x+a : ifu —% e o a.:‘ + a©
X—ih X—d X = — ¥
213 a— X 2ab® — 2b%x bx + a® a+b
13 - = = B D A
& wxtbrx—2abx " xa—b - a—b
3x% — ax Jax — a?
e 14, ( +a—3x):— s =(a—Xx)a
a-+ X iyl
= i
IS_\ a 2x Bds 1
a a—x a“ + ax
x>
16, f‘{*!\ :‘_J...\--{-u .17, a X+ _ ¢
% alili1t 2a+ x 1 1 [
1 + + -
a-+ x a X+ ¢ (

a—+b
x2 — 4b>
—2b%
2 II{J_?
1 b+ 1
a—x a4+ x
1
| —ax
1
ad—+x
1
a-rX
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Eine Seite aus dem tractatus de latitudinibus formarum des NIKOLAUS VON ORESME
(um 1320/25-1382) mit graphischen Darstellungen von Funktionen.
Handschrift aus dem 14. Jahrhundert (Codex latinus monacensis 4377, folium 122r)
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5.1 Funktionen

[m Geometrieunterricht hast du schon gelernt, was man unter einer Abbildung
versteht. Als Beispiele von Abbildungen sind dir sicher die Achsenspiegelung,
die Punktspiegelung und die Verschiebung bekannt. Du weiBt, dass man in der
Geometrie immer dann von einer Abbildung spricht, wenn jedem Punkt P der
Ebene genau ein Bildpunkt P’ zugeordnet wird.

Solche eindeutigen Zuordnungen kommen auch in anderen Teilgebieten der
Mathematik, bei Naturvorgéngen und in vielen anderen Zusammenhéingen
vor. Das zeigen die folgenden Beispiele.

Beispiel 1:

Hans bietet Uli ein Wiirfelspiel nach folgender Regel an: Uli darf wiir-
feln. Bei einer ungeraden Augenzahl erhilt er von Hans, bei einer geraden
Augenzahl zahlt er an Hans so viele €, wie die Augenzahl jeweils an-
gibt.

Durch diese Spielregel ist tatsdchlich Ulis Gewinn bzw. Verlust
(= negativer Gewinn) fiir jede Augenzahl genau festgelegt. Man kann
alle moglichen Fille in einer Tabelle zusammenstellen:

Augenzahl | 1 2 3 4 5 6
Gewinnine’ |1 =2 "3 —4 5 =%

Bei diesem Spiel lisst sich die Regel, nach welcher einer Augenzahl x der
Gewinn y € zugeordnet wird, auch kurz durch eine Gleichung aus-
driicken: |y = (—1)*"! - x.

Beispiel 2:

Wie viele Primzahlen befinden sich unter den ersten n nattirlichen Zahlen
| A i

Bezeichnet man die gesuchte Anzahl mit m, so kann man folgende Tabelle
aufstellen:

n 1 2 : 4 5 6 7 8 9 10 11 o
m 0 1 2 2 5 3 4 4 4 4 5 o

Diese Tabelle lasst sich — wenn auch mit wachsendem Rechenaufwand
beliebig weit fortsetzen. Zu jeder natiirlichen Zahl n erhélt man genau
eine Zahl m.

L

Beispiel 3:

Den Flicheninhalt 4 eines Quadrats kann man aus der Quadratseite a
berechnen: 4 = a*. Jeder Seitenldnge a ist also eindeutig der Flichenin-
halt 4 zugeordnet.
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Beispiel 4:
Am Thermometer einer meteorologischen Station wurden im Laufe eines
Tages folgende Temperaturen abgelesen:
Uhrzeit ¢ in Std. | 0 3 6 9 . 42 15 21 24
Temperatur 3 in °C S s 82 497190222 183 125 98

Natiirlich hiitte man das Thermometer auch zu anderen Zeiten ablesen
konnen; es zeigte zu jedem Zeitpunkt eine bestimmte Temperatur an.

Das Gemeinsame an diesen Beispielen lisst sich folgendermalien beschreiben:
Man hat jeweils zwei Mengen und eine Vorschrift, welche jedem Element der
einen Menge genau ein Element der andern Menge zuordnet. In Abbildung
86.1 1st dieser Sachverhalt veranschaulicht; die Zuordnungsvorschrift wird
dabei durch die Pfeile dargestellt. Wesentlich ist, dass von jedem Element der
ersten Menge nur ein einziger Pfeil ausgeht; denn zu ihm gehort ja genau ein
Element der zweiten Menge. Wohl aber konnen zwei oder mehr Pfeile auf
dasselbe Element der zweiten Menge zeigen. Vergleiche dazu das Beispiel 2.

Abb. 86.1 Eindeutige Zuordnung

Da das Wesentliche an einer Abbildung die Eindeutigkeit der Zuordnung 1st,
spricht man auch in solchen Fillen, wo — wie in unseren Beispielen — nicht
Punkten wieder Punkte zugeordnet werden, von einer Abbildung. Man sagt,
dass die erste Menge in die zweite Menge abgebildet wird. Fiir eine solche
nicht geometrische Abbildung gibt es aber noch eine andere Bezeichnung;
man nennt sie auch Funktion®.

Als Zeichen fiir eine Funktion verwendet man im Allgemeinen einen kleinen
lateinischen Buchstaben, zumeist /. Die erste Menge heif3t Definitionsmenge D
der Funktion. Ein Element von D wird in der Regel mit der Variablen x
bezeichnet. Fiir das ihm zugeordnete Element der zweiten Menge verwendet
man dann das Zeichen f(x), gelesen »f von x«. Man nennt f(x) den zu x
gehorenden Funktionswert; x bezeichnet man oft als Argument™* der Funk-
tion /. Alle Funktionswerte einer Funktion fasst man zu threr Wertemenge W
zusammen. Die Zuordnung zwischen den Elementen der Definitions- und der
Wertemenge wird durch einen besonderen Pfeil, den Abbildungspfeil oder
FuBpfeil —, dargestellt. Man schreibt kurz

fi xf(x), xeD.

* functio (lat.) = Verrichtung ** argumentum (lat.) = Gegenstand, Inhalt, der Gehalt
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Wir fassen die neuen Begriffe zusammen in

zuordnet.

Definition 87.1: Unter einer Funktion f mit der Definitionsmenge D und
der Wertemenge W versteht man eine Abbildung, die jedem Ele-
ment x aus D genau ein Element f(x) aus W als Funktionswert

Man schreibt dafiir f: x— f(x), xe D.

Oft wird auch als Bezeichnung fiir ein Element der Wertemenge die Variable y
verwendet. Man schreibt dann etwas ausfiihrlicher f: x+— y mit y = f(x) und
x € D. Dabei ist zu beachten, dass den Variablen x und y ganz verschiedene
Rollen zugeteilt sind. Fiir x darf ein beliebiger Wert aus der Definitionsmenge
D gewahlt werden. Fuir y muss dann der diesem x zugeordnete Funktionswert
genommen werden. Wegen dieses Unterschiedes nennt man x die unabhiingige
und y die abhiingige Variable der Funktion.

Das Wort functio hat 1692 Gottfried Wil-
helm LEmBNIZ (1646—1716) bei geometri-
schen Betrachtungen in die Mathematik
eingefiithrt. Die Bezeichnungen f'und f(x)
fiir Funktion und Funktionswert gehen
auf Leonhard EurLer (1707-1783) zu-
riick, bei dem sie erstmals 1734 in einer
Abhandlung vorkommen. Die Schreib-
weise y = f(x) wurde erstmals 1883 von
dem italienischen Mathematiker Giusep-
pe PEANO (1858—-1932) verwendet.

Betrachten wir noch einmal unsere
vier Beispiele, um darauf die neuen
Begriffe anzuwenden und einige Er-
ganzungen zu erldutern.

In Beispiel 1 handelt es sich um eine
Funktion mit der Definitionsmenge
D=11,2,3.4,56}. Der zu xeD
gehorende Funktionswert y kann,
wie wir festgestellt haben, mithilfe
der Gleichung y=(—1)*"'-x be-
rechnet werden. Eine solche Glei-
chung hei3t Funktionsgleichung; sie
hat die Form y = f(x).

Der aufihrer rechten Seite fiir /(x) stehende Term, hier also (—1)**?

(7
}, 5}(2‘.’&,&14?
Abb. 87.1 Giuseppe Peano (27.8.1858
Cuneo — 20.4.1932 Turin) hat das € als
Abkiirzung von éot/ (esti) = ist 1889 in
Arithmetices principia eingefihrt.

* x, heil3t

Funktionsterm. Damit lisst sich die Funktion schreiben als

fi x>y mit
oder kiirzer

fix— (=11 x und

y=(—1y"1x

xe{l,2,3,4,5,6}.

xe{l,23,4,5,6!}

und i
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In Beispiel 2 handelt es sich um eine Funktion mit der Definitionsmenge N.
Die Zuordnungsvorschrift lasst sich hier nur in Worten ausdriicken: Jedem
x € N wird als Funktionswert f (x) die Anzahl aller Primzahlen p zugeordnet,
fiir welche p < v gilt. Der kleinste Funktionswert ist 0. Lasst man x die natiirli-
chen Zahlen durchlaufen, so wird jedes Mal, wenn x eine Primzahl ist, der
Funktionswert um 1 groBer, sodass f(x) entweder eine Zahlenmenge
10,1, 2, ..., n} oder die ganze Menge N, durchlduft, je nachdem, ob es endlich
oder unendlich viele Primzahlen gibt*.

In Beispiel 3 konnen wir fiir Langen bzw. Flicheninhalte die MaBeinheiten
I m bzw. 1 m? verwenden. Setzt man dann ¢ = x m und 4 = y m?, so sind x
und y unbenannte Zahlen, und es gilt: y = x?. Diese Gleichung beschreibt die
Zuordnungsvorschrift der Funktion; es handelt sich also wieder um eine
Funktionsgleichung. Die Definitionsmenge D besteht in diesem Fall aus allen
positiven rationalen Zahlen, also D = Q. Die Angabe der Wertemenge W ist
hier schwierig! Sie enthélt sicher nur positive rationale Zahlen. Stellt sie aber
die ganze Menge @ © dar? Diese schwierige Frage kann erst spiter beantwor-
tet werden**. Die Funktion f dieses Beispiels ldsst sich mithilfe des Funk-
tionsterms x* kurz so schreiben:

Fxeoxt, xel”.
Die Wertemenge konnen wir indirekt in der Form

r g ] -+
W={yly=x*"AxeQ"} angeben.

[n Beispiel 4 stellen, wenn man sich auf die in der Tabelle enthaltenen Werte
beschrankt, die Zeitangaben in der ersten Zeile die Definitionsmenge, die
Temperaturangaben in der zweiten Zeile die Wertemenge der Funktion dar.
Die Zuordnung wird in der Tabelle durch das Untereinanderschreiben zusam-
mengehorender Werte festgelegt.

Wesentlich komplizierter wird es, wenn man sich vorstellt, dass jedem Zeit-
punkt eine bestimmte Temperatur zugeordnet ist. Fiir diese Funktion ist D die
Menge aller Zeitpunkte des betreffenden Tages. Um W zu bestimmen, miisste
man die niedrigste und die hochste Temperatur an diesem Tag ermitteln***,
Da die Natur keine Spriinge macht****_ gehoren auch alle dazwischen liegen-
den Temperaturwerte zu W,

Eindeutige Zuordnungen zwischen zwei Mengen, also Funktionen bzw. Ab-
bildungen, treten besonders hiaufig auf und haben in der Mathematik eine sehr
grof3e Bedeutung. Es gibt daneben aber auch mehrdeutige Zuordnungen:

* Vel dazu Aufgabe 103/15 ** Val. Algebra 9

% Es gibl sog. Minimum-Maximum-Thermometer, auf denen diese beiden Temperaturen angezeigt werden.

LR

MNatura non facit saluts (lat.)
discher Botaniker), Der Geda

= Die Natur macht keine Spriinge (Karl von Linng 1707-1778, schwe-
nke dieses Ausspruchs geht aul ARISTOTELES (384322 v. Chr.) zuriick:

er findet sich in dhnlicher Form schon bei anderen Schriftstellern vor LinNE.
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Beispiel 5:

Jeder Zahl x aus der Menge Q * werden diejenigen Zahlen aus Q zugeord-
net, deren Betrag den Wert x hat.

Man erkennt leicht, dass man hier der Zahl x sowohl x selbst als auch die
Zahl — x zuordnen muss. Zu jedem x € () * gibt es also zwei verschiedene
Zahlen aus @)\ {0}, welche die Bedingung erfiillen; diese ldsst sich als
Gleichung | y| = x schreiben. Wir veranschaulichen den Sachverhalt
mithilfe zweier Zahlengeraden fiir x bzw. y (Abbildung 89.1):

-3 -2 = gide i iy S
1 t t . : _—
/
|

= ; £ et : y

-3 =24 7 5 (AL i | 1 T2k
3 3
Abb. 89.1 Zuordnung mit der Eigenschaft | v| = x
Beispiel 6:

Jeder natiirlichen Zahl x werden alle Zahlen y zugeordnet, die Teiler von
x sind. :

Zu x = 1 gehort eindeutig y = 1. Jede natiirliche Zahl, die groBer als 1 ist,
besitzt aber mindestens zwei verschiedene Teiler. Abbildung 89.2 zeigt die
Zuordnungen fiir die x-Werte 1, 2, 4 und 8.

0 Z 3 4 5 B 7 g
I * - )
:' b - r— .__':.n'
0 1 Z 3 A ) b 7 8

Abb. 89.2 Zur Zuordnung »y ist Teiler von x«

Fiir eine beliebige Zuordnung zwischen zwei Mengen verwendet man in der
Mathematik die Bezeichnung Relation *. Funktionen sind besondere Relatio-
nen, namlich solche, bei denen die Zuordnung eindeutig ist. In den Beispielen
5 und 6 sind Relationen beschrieben, die keine Funktionen sind.

* relatio (lat.) = urspriinglich das Zuriicktragen, spiter auch die Beziehung, das Verhdltnis
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Aufgaben
1. Jeder natiirlichen Zahl x wird zugeordnet
a) ihre Hilfte b) ihr Kehrwert
¢) ihr Quadrat d) ihr groBter Teiler.

Berechne jeweils fiir x < 10 die zugeordneten Werte und schreibe die Wer-
tetabelle auf.

2. Begriinde, dass es sich bei allen Beispielen der Aufgabe 1 um Funktionen
handelt. Beschreibe jede dieser Funktionen mithilfe emnes Terms.

e 3. Stelle bei den in Aufeabe 1 bzw. Aufgabe 2 betrachteten Funktionen

fest, ob es in ihrer Definitionsmenge so genannte Fixelemente gibt, d.h.
solche, die auf sich selbst abgebildet werden.

4. a)

b)

n

Veranschauliche fiir die im Beispiel 2 dieses Abschnitts beschriebene
Funktion die Zuordnung zwischen den n- und m-Werten mithilfe
zweier Zahlengeraden. Vergleiche dazu die Abbildungen 89.1 und 89.2.
Setze die im Beispiel 2 angegebene Wertetabelle bis n = 30 fort.

. Begriinde, dass es sich bei den folgenden Zuordnungen um Funktionen

handelt, und gib jeweils die Definitions- und die Wertemenge an.

a)
b)

c)
d)

e€)

of)

Jedem Dreieck wird die Summe seiner InnenwinkelmaBe zugeordnet.
Jedem Dreieck wird die Summe seiner drei Aullenwinkelmalle zuge-
ordnet.

Jedem Viereck wird die Summe seiner Innenwinkelmale zugeordnet.
Jedem konvexen* Viereck wird die Summe seiner vier Aullenwinkel-
male zugeordnet.

Jeder Eckenzahl n (ne N\ {1, 2}) wird die Summe der Innenwinkelma-
Be eines n-Ecks zugeordnet. Beschreibe diese Funktion durch einen
lerm.

Jeder Eckenzahl n (ne N\ {1, 2}) wird die Summe der AuBenwinkel-
malBe eines konvexen* n-Ecks zugeordnet. Beschreibe diese Funktion
durch einen Term.

6. Jeder natiirlichen Zahl x > 1 wird als Funktionswert y der kleinste in
x enthaltene Primfaktor zugeordnet. Berechne die Wertetabelle fiir
D= o 25

7. Stelle fiir die folgenden Funktionen jeweils die Wertetabelle mit den
x-Werten —4, —3, —2, —1,0, 1, 2, 3 und 4 auf.

a) [x—2x+3, xel b) f: x> — T %S Q
)

c)

X

I s xe@® ) ix (=2 T xe 7

x| +1°

* convexus (1at.) = kesselférmig, gewdlbt. Ein Vieleck heiBt konvex, wenn die Verbindungsstrecke zweier belie-
biger innerer Punkte ganz im Inneren des Vielecks liegt.



e8.

eY.

10.

oll.

ol2.

13.

14.

5.1 Funktionen |

Veranschauliche bei der Funktion von Aufgabe 7d die Zuordnung zwi-
schen x und f(x) fiir —4 < x < 4. Verwende dazu eine Zahlengerade mit
der Langeneinheit 1 cm fiir x und eine mit der Lingeneinheit 1 mm fiir

S(x).

Bestimme die Wertemenge W:

a) fix— —x, xeQ, b) fix—> —x, xe

¢) fix—x+2, xeQ d) fix—>x—-2, xe

e) [ x— ] , xed” ) f: x—- i‘—'.. xe @
' X ' 1+ |x]

Dem Basiswinkel « eines gleichschenkligen Dreiecks wird

a) der an der Spitze liegende Innenwinkel y zugeordnet

b) der an der Spitze liegende AuBlenwinkel y* zugeordnet.

Beschreibe jeweils den Zusammenhang zwischen den WinkelmaBen durch
einen Funktionsterm und gib die Definitions- und Wertemenge an.
Berechne bei den folgenden Funktionen zuerst die Funktionswerte fiir
x = 5. Beschreibe sodann die Wertemengen und bestimme die Fixelemen-
te. (Hinweis zu ¢ und d: Unterscheide zwischen geraden und ungeraden
x-Werten!) [ggT = groBter gemeinsamer Teiler]

a) f: xgeT(x;2x), xelN b) /: x—>kgV(x;2x), xeN
¢) f: x> ggT(2;x), xe N d) /: x—kgV(2;x), xeN

Veranschauliche mithilfe zweier Zahlengeraden fiir x bzw. f(x) die Zu-
ordnung bei der Funktion von Aufgabe
a) 11a b) 11b c) lle d) 11d.

Welche der im Folgenden beschriebenen Relationen sind keine Funktio-

nen?

a) Jeder Zahl x wird eine Zahl y zugeordnet, fiir die |x — y| = 0 gilt.

b) Jeder Zahl x wird eine Zahl y zugeordnet, fiir die |x| — | y| = 0 gilt.

¢) Der Linge u wird der Flicheninhalt 4 eines Rechtecks vom Umfang u
zugeordnet.

d) Der Linge u wird der Flicheninhalt 4 eines Quadrats vom Umfang u
zugeordnet.

e) Jeder zweistelligen natiirlichen Zahl x wird ihre Quersumme y zuge-
ordnet.

f) Jeder einstelligen natiirlichen Zahl x wird eine zweistellige natiirliche
Zahl y mit der Quersumme x zugeordnet.

Ein Flugzeug fliegt mit der Geschwindigkeit v = 900 km/h.

Beschreibe durch eine Gleichung die Funktion, welche

a) der Flugzeit 1 = x min den zuriickgelegten Weg s = y km zuordnet,

b) der Flugstrecke s = x km die benétigte Flugzeit = y min zuordnet.
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15. Begriinde folgende Aussagen durch die Angabe der entsprechenden

Funktionsgleichungen:

a) In einem Stromkreis mit konstantem Widerstand R (z.B. R = 100 Q)
ist jedem Wert der angelegten Spannung U eindeutig ein Wert der
Stromstirke [/ zugeordnet.

b) In einem Stromkreis, der mit einer konstanten Spannung U (z.B.
U = 220 V) betrieben wird, benétigt man einen ganz bestimmten Wi-
derstand R, um eine gewunschte Stromstirke / zu erreichen.

5.2 Der Graph einer Funktion

Bei sehr vielen Funktionen besteht sowohl die Definitionsmenge D als auch
die Wertemenge W aus Zahlen. Da eine solche Funktion jeder Zahl x € D eine
Zahl ye W zuordnet, kann man sagen: Die Funktion erzeugt Zahlenpaare
(x| ). Ein solches Paar besteht also jeweils aus einem Wert der unabhingigen
Variablen an erster Stelle und dem dazugehorenden Wert der abhangigen Va-
riablen an zweiter Stelle. Diese Zahlenpaare erkennt man besonders leicht,
wenn die Funktion durch eine Wertetabelle beschrieben ist. Betrachte etwa die
Funktion von Beispiel 1 des vorhergehenden Abschnitts; zu ihr gehoren die
Zahlenpaare (1|1), (2|—2), (3]3), (4] —4), (5|5) und (6| —6). Aber auch bei
einer Funktion, die durch einen Term bzw. eine Gleichung definiert ist, lassen
sich die entsprechenden Zahlenpaare leicht angeben. So erzeugt die im Bei-
spiel 3 von 5.1 betrachtete Funktion unendlich viele Zahlenpaare (x|x?) mit
xeQ™.

Mit Zahlenpaaren hast du auch schon bisher im Mathematikunterricht zu tun
gehabt, vor allem in der Geometrie. Dort werden sie zur Beschreibung der
Lage von Punkten beniitzt. Man bendtigt dazu bekanntlich ein Koordinaten-
system, also zwel zueinander senkrechte Zahlengeraden mit gemeinsamem
Nullpunkt, das so genannte Achsenkreuz.

Die eine Gerade, meist von links nach vl
rechts laufend, bezeichnet man als
x-Achse, die andere als y-Achse (Ab-
bildung 92.1). Falls die Lingenein- Plalb) |b
heiten auf beiden Achsen gleich sind,
spricht man von einem kartesischen

Koordinatensystem®. [N
Zu einem Zahlenpaar (a|b) erhalt
man eindeutig einen Punkt P, indem = ] : *-‘x-‘

* Bezeichnet zu Ehren des [ranzdsischen Philoso-
phen und Mathematikers René DEscaARTES (1596
1650). Siche :.m.uh »Zulr Greschichte des Koordina- Abb. 92.1 Kartesisches Koordi-
tensystems« Seite 96 : >
td otigTyua (10 systema) = Zusammenstellung, Ge- natensystem, P hat die Abszisse a
bilde und die Ordinate b
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man durch den Punkt ¢ auf der x-
Achse und den Punkt b auf der y-
Achse die Parallele zur jeweils ande-
ren Achse zieht. a ist die x-Koordinate
bzw. Abszisse, b die p-Koordinate
bzw. Ordinate* des Schnittpunktes P.
Diesen Zusammenhang zwischen
dem Punkt und seinen Koordinaten
bringt man durch die Schreibweise
P(a|bh) zum Ausdruck.

Es liegt nun nahe, die von einer Funk-
tion ferzeugten Zahlenpaare als Ko-
ordinaten von Punkten zu deuten.
Dem Paar (x| y) mit y = f(x) wird da-
mit in der Koordinatenebene der
Punkt (x| y) zugeordnet. Da zu jedem
xe D genau ein Funktionswert y
existiert, entspricht ihm auch genau
ein Punkt. Die Menge aller Punkte.
die auf diese Weise einer Funktion zu-
geordnet werden, heiBt Graph** der
Funktion; man bezeichnet ihn mit G
oder auch G;.

Abb. 93.1
CARTESIUS
11.2.1650 Stockholm)***

Funktion 93

René DESCARTES, latinisiert
(31.3.1596 La Haye bis

Definition 93.1: Der Graph G einer Funktion fist die Menge aller Punkte
(x| y) der Koordinatenebene, deren Koordinaten die Bedingungen

x€ D und y = f(x) erfiillen; kurz:

Zu Beispiel 1: Der Graph besteht aus

den sechs Punkten (1|1), (2|—2),
(313), (4| —4), (5]5) und (6| — 6); vgl.

G={(x|]y)| xeD und y=f(x)}.

Der Graph einer Funktion wird oft vy }
auch als Schaubild bezeichnet. Wir 5 = s =
wollen nun die Schaubilder derinden 4
Beispiclen von 5.1 besprochenen 3] + |
Funktionen zeichnen. 2 | | =

'I__ -

0

=1

Abbildung 93.2. -2-
=3

: : =4

* abscissa (lat.) = die Abgeschnittene; |
ordinata (lat.) = die Geordnete (vgl. Seite 98) -5

** vodepeiv (griphein) = schreiben, zeichnen -6
gezeichnel von dem Mathematiker Frans van

SCHOOTEN dem Jiingeren (um 1615-1660)

L2

‘ .
I
|
|

Abb. 93.2 Graph zu Beispiel 1
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Zau Beispiel 2: Wir zeichnen den Graphen fir 1

5 Funktionen und ihre graphischen Darstellungen

<=

- < 11 (Abbildung 94.1).

Die Zeichnung lisst gut erkennen, dass beim Ubergang zu einem groBeren
x-Wert der Funktionswert y entweder gleich bleibt oder zunimmt. Dazu eine
interessante Frage: Hort das Zunehmen einmal auf, d.h., liegen die Punkte
von einem gewissen x-Wert ab alle in gleicher Hohe, oder trifft dies nicht zu?
Mit anderen Worten: Gibt es endlich viele oder unendlich viele Primzahlen?
Die richtige Antwort kannst du anhand der Aufgabe 103/15 finden.

¥ i
i SR el BEA i
= |
b 1— I ‘ S 3 & & I-— —
R B |
7 = 3 ’
1 +
0 e R Tee i b el e iy
Abb.94.1 Graph zu Beispiel 2
y A y
1
g ] s
8 N _‘,_ 73
1/ 4} -
“',I' T //f 1 i
‘ / |//' °
5 7| i !
5 2 e 2 { £
b i .
4 ' : o
1 L
7 B ®
3 4 L
L R e e — + s
e e, —— e
1 0 BEs it
e - — i _l"lv 2 'I[f
0 1 2 3 4 : Abb.94.3 AusschnittvergroBerung zu
Abb. 942 x—x% xe@’ Abbildung 94.2
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Zu Beispiel 3: Hier wird man zuerst die Punkte (1[1), (2(4), (3|9), (4/16), . ..
berechnen und, soweit der verfiigbare Platz es zuliisst. in das Koordinaten Sys-
tem einzeichnen (Abbildung 94.2). Aber natiirlich gibt es zwischen je zwel

von ihnen schon unendlich viele Zwischenpunkte, z. B. zwischen (1]1) und
(2|4) die Punkte mit den x-Werten 3; 3, 7; 8, &4, 42, 47,42 12 Auch links

von x = 1 gibt es noch Punkte des Graphen. Abbildung 94.3 zeigt in 8-facher
Vergrollerung einen Ausschnitt aus Abbildung 94.2 mit den zu den x-Werten
3 4r 3. %, ... 2 und 1 gehérenden Punkten.

Nattrlich muss man mit dem Berechnen und Einzeichnen von Zwischenpunk-
ten bald aufhoren; es sind ja unendlich viele. Offensichtlich liegen alle Punkte
des Graphen auf einer gekrimmten Linie. In solchen Fillen berechnet und
zeichnet man eine passende Anzahl von Punkten und verbindet sie dann frei-
handig oder mit einem Kurvenlineal durch eine méglichst glatte Linie (Abbil-
dung 94.2).

Zu Beispiel 4: Die dick eingezeichneten Punkte in Abbildung 95.1 ergeben sich
aus den Tabellenwerten auf Seite 86. Beachte, dass bei einer Funktion die
Variablen nicht immer x und y heiBen miissen. In diesem Beispiel haben wir
die unabhéngige Variable mit 7 (Zeitpunkt in h), die abhéingige mit 3 (Tempe-
ratur in “C) bezeichnet und dementsprechend den Graphen in einem (7. 9)-
Koordinatensystem gezeichnet.

Die Funktion, welche jedem Zeitpunkt seine Temperatur zuordnet, hat als
Graphen wieder eine zusammenhingende Linie. Solche Temperaturkurven
kann man mit so genannten Thermographen* aufzeichnen (Abbildung 96.1).
Kennt man jedoch, wie in unserem Beispiel, nur wenige Punkte der Kurve,
mochte aber ihren Verlauf wenigstens grob darstellen, so verbindet man ein-
fach benachbarte Punkte geradlinig. Auf diese Weise entstehen auch die so ge-
nannten Fieberkurven (vgl. Aufgabe 101/8).

{7 in°C
fh———} '[ ' f f ': T

20+

155

10}

l | | | | | | |
0 3 6 9 T 150 TR 18RRI e i STd,
Abb. 95.1 Graph zu Beispiel 4

* Thermograph = Temperaturschreiber; von Szoudc (thermos) = warm, heiff
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Abb.96.1 Aufzeichnung des Temperaturverlaufs durch einen Thermographen. Die

SLhtub'\pl!fL‘ befindet sich am Ende eines Hebels, der sich bei Temperaturinderung um
einen festen Punkt dreht. Auf ebener Fliche wiirde die Spitze dabei Kmxhoucn be-
schreiben. Da das Koordinatenpapier aber auf einen Z\hndm gespannt ist, handelt es
sich bei den Ordinatenlinien (z konstant und —35°C = 8 < 45°C) um kompliziertere
Kurven, die als Schnittlinien der Zylinderfliche mit einer Kugcl entstehen.

Auch bei einer Relation zwischen zwei Zahlenmengen werden Zahlenpaare
erzeugt. Die Menge der ihnen in einem Koordinatensystem entsprechenden
Punkte hei3t dann Graph der Relation. Im Unterschied zu einem Funktions-
graphen konnen beim Graphen einer Relation auch mehrere Punkte mit der-
selben x-Koordinate auftreten. Abbildung 97.1 ze 1g1 den (J:dphen der Rela-
tion von Beispiel 6 aus Abschnitt 5.1 fiir den Bereich 1 < x < 10.

+*Zur Geschichte des Koordinatensystems

Die Idee, Punkte und Linien mithilfe von Gitternetzen festzulegen, hatten bereits die
Agypter, wie uns Funde aus der Zeit um 2800 v. Chr. beze ugen. Griechische Astrono-
men und Geographen orteten Punkte am Himmel und auf der Erde mittels Gradnet-
zen, wie wir es auch heute noch machen. Vergleiche dazu das Bild auf Seite 121. Bereits
HipparcHOS aus Nicda (um 190 —um 125 v, Chr.) beniitzte die dir von jedem Atlas her
vertrauten Begriffe: Als Ldange* bezeichnete man die Ausdehnung der damals bekann-
ten Welt von Ost nach West entlang des Mittelmeers, als Breite** die Ausdehnung von
Nord nach Std. Die Kunst der Landvermessung erreichte ihren Hhepunkt in der
Antike bei den Romern, die ihrer Stadtplanung mit dem meist von Ost nach West
laufenden decumanus und dem dazu senkrechten cardo als HauptstraBen ein recht-
winkliges Koordinatensystem zugrunde legten.

Erstaunlicherweise findet sich in der antiken Mathematik kaum ein Niederschlag die-
ser Gedankenginge. Zur Weiterentwicklung bedurfte es eines neuen AnstoBes. Dieser
kam aus der Naturphilosophie, als sich NIKOLAUS VON ORE SME (1320/25—1382) fragte,

* 1o pficos (to mékos) = longitudo (lat.) = die Linge
** 1o miaroc (to platos) = latitudo (lat.) = die Breite
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Abb. 97.1 Graph der Relation von Beispiel 6

wie die Verdnderungen in der Natur vor sich gingen. »Da [diese]«, so beginnt sein um
350 entstandener tractus de latitudinibus formarum*, »vielfiltig variieren und diese
Vielfalt nur mit groBter Schwierigkeit erkannt werden kann, es sei denn, man iibertrage
sie auf eine Betrachtung durch geometrische Figuren«**, veranschaulichte er sie, in-
dem er Uber einer Zeitachse als »Liange« die jeweilige Stiirke einer Erscheinung als
»Breite« auftrug. Damit war gewissermaBen die Idee der Funktion und ihrer graphi-
schen Darstellung in einem Koordinatensystem geboren. Seine Abhandlung — siehe die
Abbildung auf Seite 84 — wurde an den Universititen gelehrt, 130 Jahre spiter mehr-
mals gedruckt und beeinflusste noch Galileo GALILEI (1564—1642) und Johannes
KEPLER (1571-1630).

Wie so oft, wenn eine Zeit reif ist fiir eine neue Entdeckung, haben mehrere fast
gleichzeitig daran gearbeitet. Pierre de FERMAT (1601-1665) vollendete spitestens 1636
seine Schrift 4d locos planos et solidos isagoge — »Einfithrung in die ebenen und riaum-
lichen Orter«*** Dort schreibt er:

wortlich: Abhandlung iiber die Breiten der Formen - sinngemif: Abhandlung iiber die Intensititen der
Variablen

&

Quia formarum latitudines multipliciter variantur et multiplicitas difficillime discernitur nisi ad figuras
geometricas consideratio referatur

Gemeint sind Gerade und Kreis als loci plani und die Kegelschnitte als loci solidi. Die lateinischen Termini
sind Ubersetzungen der von PAPPOS von Alexandria (300 n. Chr.) eingefiihrten Ausdriicke témor éninedoi

(topoi epipedoi) und tdno: orepeol (topoi steredi). Zrepedc bedeutet eigentlich fest, hart, starr.,
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»Sobald in einer Schlussgleichung zwei
unbekannte GréBen auftreten, hat man
einen Ort, und der Endpunkt der einen
GroBe beschreibt eine [...] Linie. [...]
Die Gleichungen kénnen aber bequem
versinnbildlicht werden, wenn wir die bei-
den unbekannten GréBen in einem gege-
benen Winkel aneinander setzen, den wir
meist als rechten wihlen, [...]«

Aber leider hatte der viel beschiftigte Ju-
rist FERMAT keine Zeit, seine Arbeit zu
veroffentlichen; erst sein Sohn Samuel-
Clement gab sie 1679 im Druck heraus.
Und so gebiihrt der Ruhm, das Koordi-
natensystem geschaffen zu haben, dem
Mathematiker und Philosophen René
DEscArTES, der 1637 seinem Discours de
la Méthode eine Abhandlung La Géome-
trie anhingte als Beispiel fiir die neue wis-
senschaftliche Methode.* Frans van
SCHOOTEN (1615-1660) iibersetzte sie

Z

a -

1649 ins Lateinische und machte sie so %
e

erst der Welt der Gelehrten zuginglich! aal s

Was war nun die Leistung von Abb.98.1 Pierre de FERMAT
DEescarTES? Er verband die Geometrie (17.()8.1601 Beaumont de Lomagne
der Griechen mit der Algebra VIETES Montauban — 12.1.1665 Castres.
zu etwas Neuem: Um die Gleichung [Toulouse])

y = f(x) einer Kurve zu finden, wihlte
er eine beliebige Gerade a, die »Achse«, auf ihr einen Punkt A und zog dann — meist
rechtwinklig zu @ — eine Parallelenschar (Abbildung 99.3). Diese parallelen Geraden
hatte ApoLLONIOS von Perge (etwa 262—190 v.Chr.) eingefiihrt; er nannte sie tetoy-
pevas kornypévor (tetagmenos kategmeénai), was etwas ungenau mit ordinatim appli-
catae (lineae) ins Lateinische libersetzt wurde** und wofiir DESCARTES appliguées par
ordre sagte, zu deutsch geordnet gezogene (Linien). Dariiber hinaus bezeichnete er mit
diesem Ausdruck auch die auf einer solchen Linie zwischen einem Kurvenpunkt P und
der Achse liegende Strecke, die er mit y abkiirzte. Der aus dem Baskischen stammende
Pierre HERIGONE (f um 1643 Paris) prigte dafiir in seinem Cursus mathematicus
(1634/42) das Fachwort ordinata. Die Parallele schneidet auf der Achse eine von A aus
gemessene Strecke ab, die DESCARTES mit x bezeichnete. Gottfried Wilhelm LEIBNIZ
(1646-1716) nannte sie 1676 abscissa = die Abgeschnittene, x und y zusammen 1692
coordinates. Als Fremdworter Abszisse, Ordinate und Koordinaten gingen sie ins
Deutsche ein. — DESCARTES’ grofles Verdienst war es, gezeigt zu haben, dass man
Kurven durch eine Gleichung zwischen dem Abszissenwert x und dem Ordinatenwert
* Wegen der 1633 erfolgten Verurteilung Gaviiess durch das Heilige Offizium lieh DEscarTES sein Werk nur
anonym im protestantischen Leiden (Niederlande) drucken. Nach seinem Tode wurde es auf den papstli-
chen Index der verbotenen Biicher gesetzt. Der volle Titel lautet Discours de la méthode pour bien conduire sa
raison, et chercher la vérité dans les sciences — »Abhandlung iiber die Methode, die Vernunft richtig zu leiten
und die Wahrheit in den Naturwissenschaften zu suchenc.
** korrekt wiire ordinate = regelmdfiie geordner; denn ordinatim bedeutet der Reihe nach. (Apolloniosiiber-

selzung von 1566 des Federigo Commanping [1509-15757).
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1689 1703

EElys e

Abb. 99.1 Isaac NEwtoN (4.1.1643 Abb. 99.2 Gottfried Wilhelm LEmBNIZ
Woolsthorpe — 31.3.1727 Kensington), (1.7.1646 Leipzig — 14.11.1716 Hanno-
Gemdlde von Godfrey KNELLER ver), Gemilde von Andreas SCHEITS

» beschreiben kann. Ein Koordinatensystem mit zwei Achsen findet man aber noch
nicht bei ihm. 1679 erkannte zunéichst Philippe DE LA HIRE (1640 1718), dass Abszisse
und Ordinate gleichwertig sind. Wenngleich sich bereits bei Pierre de FERMAT
(1601-1665) Andeutungen von negativen Werten fiir die Koordinaten finden, so war
es dem groBen Isaac NEwTON (1643—1727) vorbehalten, mit dem Tabu negativer
Koordinaten endgiiltig zu brechen, und zwar in seiner 1668/69 niedergeschriebenen
Enumeratio linearum tertii ordinis, die 1704 als Anhang zu sumLm groflen Werk Opticks
erschien. Dort gibt es dann auch die zwei Achsen. C rertig in unserem Sinne
werden sie aber erst im Cours de Mathématigues {Hd_J: 1798/99) von Sylvester
Frangois LACROIX (1765—1843).

| | P | | TETH) ur VRS KaTH) ‘m L
ordinatim applicatae
geordnet Gezogene

HE
2|2
=
(=¥
A | | Achse
- - cd

abscissa axis

Abb.99.3 Zur Entstehung des Koordinatensystems
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Aufgaben

*

1. Zeichne in ein kartesisches Koordinatensystem mit der Lidngeneinheit

1 cm folgende Punkte ein:
a) A (4]0) b) B(—4|0) ¢) C(0]

—3) d) D(]3)
f) F(—3|-3) g) G(—2,5|3) h) H(2,5|-3) i) I(—4|—2) k) K(—-2|—4

¢) E(3|3)

2. Kennzeichne in einem Koordinatensystem die Menge aller Punkte P (x| )

mit

a) 1=x=5und y=10 b) x=32und —25=<y=<4

¢) 1=x=<5und -25=y=<4 d) —3<x<—1und —4<y<2

e) x=22und y=—1 f) x=—18und y=<4,5

g) x=22und y =2 — 1 h) x>—1.8 und y <4,5.

3. Die beiden Koordinatenachsen zer- vyl

schneiden die Ebene in vier Quadran-

ten* (Abbildung 100.1). ik

a) Begriinde. dass der 1. Quadrant Z_Quadrant 1. Quadrant
aus der Punktmenge
M, ={x|»|x>0nay>0} .l
besteht. 0 ! :

b) Gib die entsprechende Beschrei- 3 Quadrant t.Quadrant
bung fiir die Punktmengen M,,

M ;und M, der iibrigen Quadran-
ten an.

Abb. 100.1

Quadranteneinteilung

4. Zeichne in ein Koordinatensystem ein Rechteck ABCD von 5 cm Breite
und 3 cm Hohe so ein, dass die Seiten zu den Koordinatenachsen parallel
sind und A(—2|—1) die linke untere Ecke ist.

a) Welche Koordinaten haben die Ecker

QBT

b) Gib die Bedingungen an, denen die Koordinaten der auf den einzelnen

Seiten liegenden Punkte geniigen.

¢) Durch welche Bedingungen werden die Punkte im Innern des Recht-

ecks gekennzeichnet?

d) Wie lauten die Ergebnisse zu a, b und ¢, wenn ABCD ein Quadrat

mit 6 cm Seitenlange ist?

Zeichne den Graphen der durch die Wertetabelle festgelegten Funktion

fix—y.
A e
0 T A r e o et | 0

=
[=

quadrans (lat.) = das Viertel einer Geldschuld, ein Viertel-As (rémische Miinze). Leonhard EuLer (1707
bis 1783) und Gabriel Cramer (1704-1752) beginnen bei ihren Betrachtungen stets mit dem oberen rechten

Quadranten.



x| =3 =2 5500 S 4
b) = _
) 3 | —2 —3 0 1 5
x| —3 -2 —1 0 | 2
c) ~
w2 =1 | B =
a0 X | —4 [j —1 —3 0 + 1 2
y | —1 -4 0 3 1 : 0 3

6. Zeichne mithilfe einer Wertetabelle den Graphen im Bereich | x| < 5.

a) fix—|x|, D=7 b) ix—2—|x|, D=7
: X 2 . (x — 2)? .
¢c) fix— 5 D=7 d) /i x— — TR D=7
S s e g ey B fams ()t h g
‘ | x[+1" S ' 15k 5]

7. Jeder natiirlichen Zahl n im Bereich 2 < n < 10 werde
a) der grofite Primfaktor, b) die Anzahl der Primfaktoren
threr Primfaktorzerlegung zugeordnet. Zeichne fiir jede dieser beiden
Funktionen den Graphen (Einheit 1 cm). :

8. Im Krankenhaus wurden bei einem Patienten an fiinf aufeinander folgen-
den Tagen jeweils um 6" und um 18" folgende Kérpertemperaturen gemes-
sen:

e earnp | 1. Tag 2. Tag 3.Tag | 4.Tag 5. Tag
~elipun ‘ (\h | TS“ (_'il | lxh (.)h ]8}1| 6}1 ‘ “;;h ()h | 1R|1|
Temperatur | , ' ‘

in °C ‘ 38,7/39,5(39,3|39,8|38,9(39,2(38,1[38,0(37,2| 37,4

Zeichne die Fieberkurve. Stelle dazu auf der Zeitachse je 12 h
durch eine 1 cm lange Strecke dar. Zeichne von der Temperatur-

t "t skala nur den Bereich von 36 °C bis 40°C (Abbildung 101.1) und
wahle dabei fur 1°C eine Strecke von 2 cm Linge. Verbinde be-
nachbarte Punkte geradlinig.

i8
31
| - 5
0 6" 8" 5 8"’ g 18" g 18" 6" 18" Zeitachse Abb. 101.1 Zu Aufgabe 8

1.Tag 2.Tag 3.Tag & Tag 5.Tag
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¢9. Die folgenden Funktionen mit der Definitionsmenge @ sind durch ihre

10.

11.

12.

13.

o 14.

l-'unktionsg]eichun“ y = f(x) definiert. Berechne fir xe3—3; —2; —1;
—0,5; 0; 0,5; 1; 2; 3; 5} die Funktionswerte und akwm_u. den (11‘111 en
im inu,r\al [ 3; i].
10 S
a) y=— b) y=—
G At
Zeichne das Schaubild der Funktion f: x — y.
a) p=pgl(e; 2x), xe{l.2 ..., 10}
b) v=koVNi(xi 2x), xe il 2, .5 5}
¢c) y=ggT(x;x+2),xe{l,2,...,10}
d) y=kgVi(x;2), xe ,']‘M....SZ
Begriinde folgende Aussagen:

a) Auf einer zur y-Achse parallelen Geraden liegt immer nur hochstens
ein Punkt des Graphen einer Funktion.

b) Aufeiner Parallelen zur x-Achse konnen mehrere Punkte des Graphen
einer Funktion liegen.

Welche der in Abbildung 102.1 gezeigten Kurven a bis h koénnen als

{ = o

Graphen von Funktionen f: x = y au 1g >fasst werden? Begriindung!

o b) v c) y d)

ey Sleiate TERE AN RS

oY

el

e) f) 2) h)
Abb. 102.1 Zu Aufgabe 12
Stelle fest, ob die angegebene Punktmenge der Graph einer Funktion

f: x+— y sein kann. Wenn ja, welche Definitions- und welche Wertemenge

hat die Funktion?

a) {(—=2]0), (—1|7), (0]0), §| 5|?}:

b) :{8|— ,310), (21 -2) |a —2), (6]1)}

Zeichne im Intervall [ —4; 4] den (fimphen der Relation

a) |y|=|x], xeZ b) |[x|+|y|=2, xe’
¢) |x|+y=2, xe” d) x+|yl=2, xeZ
e) dy=x2, xeZ f) 4iy|=x2% xeZ

gliys— 2 el h) 412 =9x2, xeZ.
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«15. Die Frage, ob es endlich oder unendlich viele Primzahlen gibt, wurde
schon von dem beruhmten griechischen Mathematiker EUKLID* im
[X. Buch seiner Elemente behandelt. Du kannst seine Uberlegungen in
den folgenden Schritten nachvollziehen:
Man geht aus von der Annahme: Es gibt nur endlich viele Primzahlen p,,
Sy LR O

Aus ihnen denkt man sich die Zahl z = p, - p, - p5 - ... - p, + 1 gebildet.

a) Zeige: Wenn z eine Primzahl ist, dann handelt es sich bei ihr um eine
neue, d-h.weon PPy, ooy p, verschiedene Primzahl.

b) Falls z keine Primzahl ist, gilt: In der Primfaktorzerlegung von z
kommt keine der Zahlen p,, p,, ..., p, vor. Weise zur Begriindung
nach, dass z durch keine der Zahlen p,. p,, ..., p, teilbar ist.

¢) Erkldare nun, warum die anfangs gemachte Annahme falsch ist.

5.3 Die direkte Proportionalitiit

Im Mathematikunterricht hast du bereits direkt proportionale GréBen ken-
nen gelernt. Zur Wiederholung betrachten wir folgendes

Beispiel:
Inge lasst Wasser in die Badewanne laufen. Der voll aufgedrehte Hahn
liefert in 1 Minute 15 Liter Wasser. Inge iiberlegt, wie viel Wasser in
2 Minuten, 3 Minuten, ..., 10 Minuten in die Wanne l4uft.
Da der Hahn in jeder Minute 15 | Wasser liefert, muss man lediglich 151
mit der Zahl der Minuten multiplizieren, um die in dieser Zeit in die
Wanne flieBende Wassermenge zu erhalten. Bezeichnet man die Zeit mit x
Minuten und die Wassermenge mit y 1, so gilt y = 15 - x.
Da so jedem x € @ eindeutig ein y-Wert zugeordnet ist, handelt es sich
hier um eine Funktion, ndmlich
fixrsy mit p=15x, xeQ
Sie hat die besondere Eigenschaft, dass der Quotient zusammengehoriger
Werte von x und y konstant ist; es gilt ja y : x = 15. In einem solchen Fall
sagt man: x und y sind zueinander direkt proportional.

Definition 103.1: Eine Funktion, deren Zuordnungsvorschrift durch ei-
ne Gleichung der Form y = a- x mit @ # 0 beschrieben werden
kann, heil3t direkte Proportionalitiit.

Die Konstante ¢ heilit Proportionalititsfaktor.

In unserem Beispiel war Q" die Definitionsmenge. Da der Funktionsterm
a - x aber fur jeden Wert von x definiert ist, kann man als Definitionsmenge

* Euknip von Alexandria (um 300 v. Chr.); Satz 20 aus Buch X der Elemente: »Es gibt mehr Primzahlen als
Jede vorgelegte Anzahl von Primzahlen.«
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einer direkten Proportionalitit jede Zahlenmenge, also auch @ verwenden.
Zu x = 0 gehort bei jeder solchen Funktion der Wert y = 0. Umgekehrt folgt
aus x £ 0 auch y # 0, da ja der Proportionalitdtsfaktor ¢ nicht 0 ist.

Wir betrachten nun zwei Wertepaare einer direkten Proportionalitit, die wir
in der Form (x, | »,), (x5 | y,) schreiben, also durch sogenannte Indizes* unter-
scheiden. Es gelte x, # Ound x, + 0. Wegen y, = ax,, y, = ax, giltdann auch

Vs Vs e Vs
~ =ga, “2=g¢g unddamit =+ =722,
Xy X5 Tls: =0
S ey = X o e
Durch Multiplikation der letzten Gleichung mit ergibt sich = —.
Vs Yt i b

Es gilt also 2

Satz 104.1: Ber emner direkten Proportionalitit mit der Gleichung
y = ax verhalten sich die y-Werte wie die zugehorigen x-Werte. Der
Quotient y: x ist konstant, und zwar gleich dem Proportionalitéts-
faktor.

Als ndchstes untersuchen wir den Graphen einer direkten Proportionalitit.

Beispiel: f: x>y mit y=2x, xe@

Wertetabelle: -

Die Zeichnung (Abbildung 104.1)
lasst vermuten, dass die zu den Ta-
bellenwerten gehérenden Punkte :
auf einer Geraden durch den Ur- /
sprung des Koordinatensystems kv
liegen. Ob das zutrifft, ob vielleicht
sogar alle Punkte des Graphen auf T O e
dieser Geraden liegen und ob eine '
solche Feststellung fiir den Gra-
phen einer jeden direkten Propor-
tionalitdt gilt, muss noch geklirt
werden.

/.

Abb. 104.1

* Die Idee, verschiedene Dinge der gleichen Sorte durch den gleichen Buchstaben zu bezeichnen, aber durch
beigefiigte Zahlen zu unterscheiden, findet man in La Géométrie (1637) von René DESCARTES (1596—1650),
wo Punkte mit 25, 35S und 2T, 3T bezeichnet werden. Da Gotifried Wilhelm Lemniz (1646-1716) die
Gewohnheit hatte, Zahlen nur halb so groBl wie grofie Buchstaben zu schreiben, sah in einer Abhandlung
aus den Jahren 1675/1676 die Bezeichnungsweise flir verschiedene Punkte einer Kurve so aus: 1C, 2C, 3C.
Im Januar 1677 kam ihm die Idee, seine Schreibart zu einem Prinzip zu erheben, indem er expressis verbis
vorschlug, die vorangestellien Zahlen wirklich klein zu schreiben. 1678 setzt er im Zusammenhang mit
Determinanten (s.5.139ff.) die kleinen Zahlen rechts: 1o, 11, 12. 1684 verwendet er gleich groBle Zahlen,
stellt sie aber tiefer: 1p, 11, 17. Nie aber gibt es bei ihm tiefer gestellte kleine Zahlen.

Auch Isaac NEwTon (1643 - 1727) erkannte die Nutzlichkeit dieser Bezeichnungsweise. Wer als Erster rechis
tiefer gestellie Zahlen verwendete, konnten wir nicht ermitteln. Bald waren sie aber aus der Mathematik
nicht mehr wegzudenken. Sie heillen Indizes. in der Einzahl Index, was im Lateinischen Anzeiger bedeutet.
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Wenn man eine beliebige Proportionalitidt mit der Gleichung y = ax, a + 0,
betrachtet, so sieht die entsprechende Wertetabelle so aus:
x|... =3 Pl | 0 1 2 3

2a R

Hilsos —5d =24 —d 0 a

Zum Graphen der Funktion gehort also stets der Punkt O (0]0). Von ithm aus
gelangt man zum Punkt Py (1|a), indem man um 1 in x-Richtung und um « in
1-RithL]IlL ortschreitet (!\h vildung 105.1). Durch denselben Doppelschritt
erreicht man von P, aus den Punkt P ,(" |2a), von dort aus den Punkt P, (3|3a)
USW.

[=]

=
>3
o

& |
Abb. 105.1 Graph der Proportionalitit y = ax

Mit den bei dem jeweils 1. Schritt erreichten Zwischenpunkten Q,, Q,, Q;,

ergeben sich Dreiecke OQ,P,, P,Q,P,, P,Q;P;, ..., die nach dem sws-Satz
alle zueinander kont‘rm{:nt sind. Daher gilt fiir die Dreieckswinkel bei O, P,,
F',. el = 0= My = v

Jas bedeutet aber, dass die Strecken [OP, 1, [P, P,]. [P, Ps]. ... gleiche Win-

kLI mit der x-Richtung einschliefen und somit pdmlh.] sind. Sie liegen daher
alle auf einer Geraden g. Indem man von O(0|0) aus jeweils um —1 in x-
Richtung und um —ain y-Richtung 1'01'L~sch1'ei tet, erkennt man ganz entspre-
chend, dass auch die Strecken [OP_, ], [P_,P_,], [P_,P_;], ... auf der Gera-
den g liegen. Dies gilt damit in~;l*mnndn,1a: auch fiir die zum Graphen der
}-unknon tthmcndt,n Punkte...,P_ P 5 P JOP /P, Py, ... alsofiir alle
Punkte P, (k|ak) mit ke Z.

Wo aber liegen die iibrigen Punkte des Graphen, also die Punkte (x|ax), bei
denen x keine ganze Zahl ist? Auch sie liegen auf derselben Geraden g! Be-

] 1 | a o 1| a

trachten wir z.B. x = -, wozu y = a- - = = gehort. Den Punkt R, ( })
\-} S

5 2 2

. . : i a .
erreicht man von O(0]0) aus, indem man um — in x-Richtung und um 2 in
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y-Richtung marschiert (Abbildung 106.1). Wiederholt man diesen Doppel-
(2|24

schritt noch zweimal, so gelangt man uber Rg( zum Punkt P, (1]a).

3| 3
3|
Weil die Dreiecke OS,R;, R;S;R, und R,S;P, wieder kongruent sind, gilt
fo = B, = B,. Daraus folgt aber, dass die Punkte O, R,, R,, P, auf einer

Geraden liegen, und zwar wieder auf OP, = g.

y 4 g
‘I_.

v A

\ ﬁ 0 S

tad P - ——-

Ll
3

Abb. 106.1 Graph der Proportionalitit y = ax

Die fiir x = 1 durchgefiihrte Uberlegung lisst sich auf jede Zahl x € Q {iber-
k - .
tragen. x kann als Bruch — (ne N, k e Z) geschrieben werden. Jeden Punkt
n
k | ak® : : I
kann man von O(0]0) aus durch Doppelschritte der Form » — in
n|n n
. a. ; 5 e i g :
x-Richtung und — in y-Richtung« (im Fall & > 0) bzw. » — — in x-Richtung
H n

a. , ra g, .
und — — in y-Richtung« (im Fall k£ < 0) erreichen. Aus der Kongruenz der zu
n

den Schritten gehorenden Dreiecke folgt, dass alle diese Punkte auf der Ge-
raden g liegen (vgl. auch Aufgabe 107/3). Es gilt also

=

Satz 106.1: Die Punkte des Graphen einer direkten Proportionalitit lie-
gen auf einer Geraden durch den Ursprung des Koordinatensys-
tems.

Um die zu einer Proportionalitdt gehorende Gerade zeichnen zu kdnnen, ge-
niigt im Prinzip die Berechnung eines einzigen von O(0|0) verschiedenen
Punktes P des Graphen. Zur Kontrolle empfiehlt es sich, einen weiteren Punkt
zu berechnen und zu priifen, ob er auf ¢ = OP liegt.

=
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Aufgaben

I~

Gehort die folgende Wertetabelle zu einer direkten Proportionalitdt? Gib,
falls dies zutrifTt, den Proportionalititsfaktor und die Funktionsgleichung
an.

=g e iy

o T R R s
m X2 7 3 ok 10 1.1
"o 25 ‘ 3 iose [T e =R EN Ay R RTS
gX| 12 | 17 | 25 | 40 | 93
ol 84 | 119 [ 175 | 280 | 654
iyl =a=s Lo a5 9

7 I o R T [ [

. Ubertrage die Tabelle in dein Heft und belege die leeren Stellen so, dass die

Wertetabelle einer direkten Proportionalitat entsteht. Gib dazu auch die
Funktionsgleichung an.

. e L I e e
_r‘ IS =
x| —6 | = 5.5
c) : - : '
y @6 a5 | —3,3
0 x| -4 | | 08 | 6.4
vile =i =t 135 4

. Weise nach, dass die Punkte P und Q zum Graphen der Funktion / ge-

hoéren, und begriinde mithilfe von kongruenten Dreiecken, dass Q auf
der Geraden OP liegt.
a) f: x—0,5x mit xe Q; P(—=1|—=3), Q(—2|—3%);
Zeichnung mit Lingeneinheit 1 dm!
b) f: x—0.8x mit xe@; P(1]0,8), Q(13]1.4)
Zeichnung mit Langeneinheit 4 cm!

. Zeichne im angegebenen Intervall den Graphen der durch die Gleichung

beschriebenen Funktion f: x> y.

a) y=1-x, xe[-5; 6] b) y=—x, xe[—5;6]
¢) y=0,5x, xe[—35;6] d) y=—02x, xe[—5; 6]
e) y=25% 12(-—2;31 ) y=—4x xe[—-2;1,5]
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5. Bestimme die Gleichung derjenigen direkten Proportionalitidt, zu derem
Graphen der folgende Punkt gehort. Fertige eine Zeichnung an.
a) A(4|—2) b) B(—1]|5) c) C(6]1)
d) D(—1.8]1%) ¢) E(3.5|1.5) f) F(—4|-3)

6. y; se1der zu x,; gehorende Funktionswert einer direkten Proportionalitit.
Berechne den Proportionalitdtsfaktor und den zu x, gehdrenden Funk-
lionswert y,.

a) x, =1, »=15x,=—1 b) x,=—10; y, =4; x, =2
) xpi—=m =145 ==25 d) x,=36:7,=—3:x,—1%

7. Erginze die fehlende Koordinate so, dass die Punkte P und Q zum Gra-
phen derselben direkten Proportionalitit gehoren. Uberpriife das Ergeb-
nis an einer Zeichnung.

a) P(—3|2), Q4,5| ) b)) P( |—1,9Q(5
¢) P(316), Q( |—2) d) P(2,8] ), Q43

«8. Welche direkte Proportionalitit hat folgende Eigenschaft?

6)

=)

a) Die Summe der zu x; = 1 und x, = 3 gehorenden Funktionswerte ist
10.

b) Der Funktionswert f(5) ist um 6 grofler als f(1).

¢) Die Abstinde der Punkte A(2]/(2)) und B(6,5|7(6.5)) des Graphen
von der x-Achse unterscheiden sich um 1,5. (2 Losungen!)

9. Eine Quelle liefert stiindlich 5 m*® Wasser.
a) Welche Wassermenge erhilt man von dieser Quelle in einer Minute
bzw. an einem Tag bzw. in einer Woche?
b) In welcher Zeit liefert diese Quelle den durchschnittlichen tdglichen
Wasserbedarf einer 4-kopfigen Familie, ndmlich 400 17
¢) Wie lange dauert es, bis mit dem Wasser dieser Quelle ein Vorrats-
becken von 4,5 m Breite, 7,5 m Ldnge und 6 m Tiefe gefullt ist?

10. Ein Arbeiter hebt einen Graben aus, in dem eine Telefonleitung verlegt
werden soll. Pro Stunde bewiltigt er ein Grabenstiick von 2,5 m Linge.
Sein Stundenlohn betragt 20 €.

a) Wie lange (y Std.) dauert es, bis der Mann einen Graben von x m Lin-
ge ausgehoben hat?
b) Welcher Arbeitslohn (z €) ist fiir das Ausheben eines Grabens von
xm Linge zu bezahlen?
ec) Beweise: Wenn z zu y direkt proportional ist und ebenso y zu x, dann ist
auch z zu x direkt proportional.

11. Ein Auto fdhrt mit der konstanten Geschwindigkeit von 80 km/h und
bendtigt dabei 8,2 Liter Benzin fiir je 100 km. Beschreibe durch eine Glei-
chung den Zusammenhang
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a) zwischen der Fahrzeit 7 (in Std.) und dem zuriickgelegten Weg s (in
km);

b) zwischen der Fahrstrecke s (in km) und dem Benzinverbrauch b (in 1);

e ¢) zwischen der Fahrzeit ¢ (in Std.) und dem Benzinverbrauch b (in 1).

12. a) Emn Kapital K = 7500 € ist zu 4% angelegt. Wie hoch ist der Zins
fur 180 (210, 300) Tage?
b) Wie hiangt allgemein der Zins Z
1) vom Kapital K, 2) vom Zinsfull p, 3) von der Zinszeit T ab?

5.4 Die lineare Funktion

Sehr hédufig hat man es mit Funktionen zu tun, deren Funktionsterm die
Summe aus dem Term ax einer direkten Proportionalitit und einer Zahl b ist,
also die Form f(x) = ax + b hat.

Beispiel:
Inge wird von ihrer Mutter ermahnt, nicht unnotig viel Wasser zu ver-
brauchen. Sie zeigt 1hr die letzte Jahresrechnung der stadtischen Wasser-
werke. Darauf findet Inge folgende Angaben:
Wasserverbrauch 140 m?; Preis fiir 1 m® Wasser 1,25 €;
Grundpreis 32 €; Rechnungsbetrag 207 €.
Inge erkennt, dass sich der Rechnungsbetrag ergibt, wenn man
140 - 1,25 € + 32 € berechnet.
Allgemein lautet, wenn man die verbrauchte Wassermenge mit x m> und
den Rechnungsbetrag mit y € bezeichnet, die Berechnungsregel so:
y = 1,25 - x + 32. Durch sie wird jedem x-Wert eindeutig ein y-Wert zuge-
ordnet. Es handelt sich also um die Funktion

fix—125-x4+32, xeQ"

‘ Definition 109.1: Eine Funktion, deren Zuordnungsvorschrift durch ei-
ne Gleichung der Form y = ax + bmita € Q und b € Q beschrieben
L werden kann, heiB3t lineare Funktion.

Eine Funktion mit der Funktionsgleichung y = ax + b nennt man heute oft
affine* Funktion. Unter einer linearen Funktion versteht man dann nur den
Sonderfall mit der Gleichung y = ax.

Als Definitionsmenge einer linearen Funktion soll, wenn nichts anderes ange-
geben ist, stets die ganze Zahlenmenge, also Q, verwendet werden.

* affinis (lal.) = angrenzend, (durch Heirat) verwandt, in etwas verwickelt. Leonhard EuLer (1707-1783)
fithrte das Wort gffin in die Mathematik ein.




110 5 Funktionen und ihre graphischen Darstellungen

Wieso man Funktionen mit der Gleichung y = ax + b als linear bezeichnet,
wird verstdndlich, wenn man ihre Graphen untersucht:

Fiir a # 0 beschreibt y = ax bekanntlich eine direkte Proportionalitit, deren
Graph aus Punkten einer Geraden durch den Ursprung O(0|0) besteht. In-
dem man zu den y-Koordinaten dieser Punkte jeweils b addiert, d. h. die Punk-
te um den Pfeil b parallel zur y-Achse verschiebt, erhilt man den Graphen der
linearen Funktion mit der Gleichung y = ax + b. Seine Punkte liegen also
wieder auf einer Geraden (Abbildung 110.1).

Fiur a = 0 lautet die Gleichung der linearen Funktion y = 0- x+ b, kurz
y = b. Jedem Wert der unabhéingigen Variablen x ist in diesem Fall derselbe
Funktionswert zugeordnet; man spricht daher von einer konstanten Funktion.
Offensichtlich liegen die Punkte des Graphen auf einer zur x-Achse parallelen
Geraden (Abbildung 110.2)- Damit gilt

Satz 110.1: Die Punkte des Graphen einer linearen Funktion liegen auf
einer Geraden.

Man sagt dafiir kurz: Der Graph einer linearen Funktion ist eine Gerade.
Die Kennzeichnung »linear«* soll darauf hinweisen, dass der Graph einer
solchen Funktion eine Gerade ist.

Welche Lage die der Funktion f: x + ax + b entsprechende Gerade im Koor-
dinatensystem hat, hingt von den Zahlen a und b ab. Die geometrische Bedeu-
tung des Faktors a haben wir bereits bei der direkten Proportionalitit er-
kannt: Wenn man x um 1 vergroBert, dndert sich y um a. st g positiv, so steigt
die Gerade von links nach rechts an, und zwar umso stérker. je gréBer « ist.
Man nennt die Zahl a das Steigungsmal3 oder kurz die Steigung der Geraden.

y
y
5
ot
\,"-9
r‘ﬁ*
b >
B B
y="h
; b
1]
1
1 X 0 1 X
Abb. 110.1 Graphzu y=ax+ b Abb. 110.2 Graphzu y=b

* linea (lat.) = Leinenfaden, Linie; »linear« hat hier die Bedeutung »geradlinig« (wie ein gespannter Leinenfa-
den!)
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Im Fall @ < 0 erhilt man eine fallende Gerade, die man auch als Gerade mit
negativer Steigung bezeichnet. Der Graph einer konstanten Funktion, also
eine zur x-Achse parallele Gerade, hat die Steigung 0.

Zur vollstindigen Festlegung der Geraden bendtigt man auller der durch die
Steigung @ bestimmten Richtung noch einen Punkt. Besonders leicht findet
man die y-Koordinate des zu x = 0 gehérenden Punktes: y=a-0+ b = b.
Die Gerade muss also den Punkt B (0]b) enthalten; es ist dies ihr Schnittpunkt
mit der y-Achse. Man nennt daher die Zahl » den y-Achsenabschnitt der Gera-
den.

Wenn man emne hineare Funktion graphisch darstellen will, geniigt es. zwei
Wertepaare (x,;|y,) und (x,|y,) zu berechnen. Durch die entsprechenden
Punkte ist die Gerade eindeutig bestimmt. Im Allgemeinen wird man dabei
den Punkt (0|5) bevorzugt beniitzen. Um eine gute Zeichengenauigkeit zu
erreichen, sollte man darauf achten, dass die beiden verwendeten Punkte nicht
zu nahe beieinander liegen und mdoglichst einfache Koordinaten haben.

Beispiel:

Es soll der Graph von f: x+- 0,6x + 1 gezeichnet werden.

P(0]1) 1st der Schnittpunkt der Geraden mit der y-Achse. Der zu x = 1
gehorende Punkt (1]1,6) wire fiir das Zeichnen der Geraden nicht
gunstig! Besser eignet sich z. B. Q(5[4). Man gelangt von P nach Q. indem
man um fiinf Lingeneinheiten in x-Richtung zum Punkt R (5| 1) und von
dort um 5 - 0,6 = 3 Langeneinheiten in y-Richtung weitergeht (Abbil-
dung 111.1). Im Dreieck PRQ gilt RQ : PR = 0,6; d.h., das Verhéltnis
der vertikalen zur horizontalen Kathete ist gleich der Steigung der Gera-

den PQ.

= 0 1 2 3 -

(53]
&
>

Abb. 111.1  Graph von f: x+— 0,6x + 1

Sind allgemein P(x,|y) und Q(x,|y,) zwei verschiedene Punkte des Gra-
phen einer linearen Funktion f: x+— ax + b, so folgt aus y, = ax, + b und
¥, = ax, + b die Gleichung y, — y; = a(x, — x,) und daraus wegen x, + x,

Man erhélt also die Steigung des Graphen, wenn man die Differenz zweier
Funktionswerte durch die Differenz der entsprechenden x-Werte dividiert.
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Fithrt man den Punkt R(x,|y,) ein, so entspricht der Differenz x, — x, der
Pfeil PR und der Differenz y, — y; der Pfeil R Q. Durch die beiden Pfeile und
damit durch das Dreieck PRQ ist also die Steigung des Graphen festgelegt.
Man nennt deshalb jedes derartige Dreieck ein Steigungsdreieck der Geraden.
Abbildung 112.1 zeigt Steigungsdreiecke fiir die Graphen g, und g, der Funk-
tionen fi: x+—1ix 4+ 2% und f;: x+— —0.,75x + 0.5.

Abb. 112.1 Steigungsdreiecke

Das Ergebnis der vorausgehenden Uberlegung lisst sich auch dazu verwen-
den, zu zwei Punkten P (x; | y,) und Q (x, | y,) mit x, % x, die lineare Funktion
zu finden, deren Graph die Gerade PQ ist. In der gesuchten Funktionsglei-
chung y = ax + b muss namlich a = (y, —y,) : (x, — x,) sein. Die jetzt noch
unbekannte Zahl b erhélt man aus der Bedingung, dass die Koordinaten von
P (oder Q) die Funktionsgleichung erfiillen miissen.

Beispiel:
Gegeben sind die Punkte P(—2|1) und Q(3]5).
Gesucht st die Funktionsgleichung y = ax + b der linearen Funktion,
deren Graph die Gerade PQ ist.

S . , _ 3—1 -} !
Fiir die Steigung a gilt a = = — = 0,8; somit erhdlt man

S 2
y =0,8x+b.
Da P ein Punkt des Graphen ist, miissen die Koordinaten von P, ndmlich
x = —2 und y = 1, die Funktionsgleichung erfiillen; es gilt daher
1=08(-2)+b <= b=2,6.

Ergebnis: y = 0,8x 4 2,6.
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Aufgaben

]

4.

Ln

o8.

Durch welche der folgenden Gleichungen wird eine lineare Funktion

f: x+— y beschrieben?

: 1
a) y=3—8x b) y=2-——-17 ¢) v—9=3(x—3)
X
12 — 5x 3
d) y=|1,5x+ 6| e) y= S f) y+2x=(4x—5):2
. Zeichne die Graphen der folgenden Funktionen f: x+ y im Intervall
[—35;5].
a) y=2x+1 b) y=2x—1 ¢) y=2(x+1)
d) y=—x+2 e) y=—x-—0,5 B y=077x
g) y=0,7x—1,5 h) y=—2x142 i) y=—2

. Durch x+ 0,5x + b ist fur jedes b e Q eine lineare Funktion definiert.

Zeichne die Graphen fiir 5 =0, b = —2 und b = 1.
Beschreibe die Menge aller Graphen, die man erhélt, wenn b alle rationa-
len Zahlen durchléuft.

Durch xrsax + 1 ist fiir jedes ae O eine lineare Funktion definiert.
Zeichne die Graphen fira =0, a4 =—2 und a = 1.

Beschreibe die Menge aller Graphen, die man erhélt, wenn a alle rationa-
len Zahlen durchliuft.

. Welche Funktion f: x + y hat als Graphen die Winkelhalbierende

a) des 1. und 3. Quadranten, b) des 2. und 4. Quadranten?
Gib jeweils die Funktionsgleichung an.

. Welchen Wert muss man fiir » wihlen, damit der Graph der Funktion
J: x+— — x + b durch den folgenden Punkt geht? Zeichne das Schaubild.

a) P14 B Q(—241dH o R(—=18]=-21) 4 SU9|—2

. Bestimme bei der Funktion f: x +— ax + 2 den Koeffizienten a so, dass ihr

Graph durch den angegebenen Punkt geht. Zeichne den Graphen.

a) A(4|3) b) B(—2|4) ¢) C(3.,5]2)

d) D(2]|0) e) E(—5|—1) f) B(—3|—3)
Bestimme die Gleichung derjenigen linearen Funktion, deren Graph das
folgende Punktepaar enthalt:

a) P(1]—1), Q(4|5) b) P(—4]1), Q(2]—0,5)

¢) P(—3]0), Q(6]6) d) P(—2|—1.5), Q(4|—1.5)

e) P(0|—0.8), Q(4|4) f) P(1,5]0), Q(6]|—2,5)
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9. Ergiinze die folgende Tabelle so, dass eine Wertetabelle einer linearen
Funktion entsteht. Wie lautet die Funktionsgleichung?

x| =3[9 | 126
L P e T ¥
% [ e s T 11
s 4 0] |—jl}
x| —13 |-345 ] 0 | 1,89 | 3,14
iz e [

o 10. Priife, ob die folgende Wertetabelle zu einer linearen Funktion passt.
Wenn ja. gib die Funktionsgleichung an.

g Xl 1] 425] 25 | 25
e ] R (T
S—=2 | 0] =12 B

b) MR

11. Zeichne die Gerade g, deute sie als den Graphen einer Funktion und be-
stimme die Funktionsgleichung.
a) g geht durch P(—3|—2) und ist parallel zur x-Achse.
b) glduft fallend durch Q(1|—2) und schlieft mit der x-Achse einen Win-
kel von 457 ein.

¢) g ist parallel zum Graphen der Funktion f: x — —
den Punkt R(0|2.7).

d) ¢ hat die Steigung 1,5 und schneidet den Graphen der Funktion
f: x—09x —1,5 im Punkt S(5|7).

¢) Der y-Achsenabschnitt von g ist —3, der x-Achsenabschnitt 5.

12. g sei die Gerade durch A(0|1) und B(4]4).
a) Trage g und das zu [ AB] gehorende Steigungsdreieck in ein Koordina-
tensystem ein und bestimme die Gleichung der zu g gehérenden line-
aren Funktion.

eb) Spiegle g an der x-Achse. Welche Funktion gehort zur Bildgeraden
1 %
zi

3 x + 1 und enthélt

o¢) Spiegle g an der y-Achse und gib die der Bildgeraden g” entsprechende
Funktion an.

f

ed) g" entstehe durch Spiegeln von ¢ an der Winkelhalbierenden des 1.
und 3. Quadranten. Welche Funktion hat g als Graphen?

* Striche statt Indizes zur Unterscheidung verwendet als Erster Roger CoTes (1682—-1716) in seiner 1707
verfassten Arbeit De Methodo Differentiali Newtonia, die seiner aber erst 1722 postum erschienenen Harmonia
mensurarum —»Harmonie der Mafle« — beigefiigt wurde, sodass eine 1714 in den Philosophical Transactions
erschienene Abhandlung von Abraham pDE MoIvRE (1667 -1754) vermutlich die erste Publikation ist, in der
Striche benutzt werden. 1747 bentitzt sie William Jongs (1675-1749) und 1748 Leonhard EuLer (1707—-1783).
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[n welcher moglichst groflen Teilmenge T der Definitionsmenge @ gilt
folgende Aussage?
a) Die Funktion fi: x+>4x + 1 hat in T nur positive Funktionswerte.
b) Die Funktion f,: x+— —2,5x + 3 nimmt in 7" keinen negativen Wert
an.
¢) Jeder zu x e T gehdrende Punkt des Graphen der Funktion
f3:x— —0.8x+ 3,6 liegt im 1. (2., 3., 4.) Quadranten des Koordina-
tensystems.
Fir eine Taxifahrt zahlte man 1987 in Miinchen 2,90 DM Grundgebiihr
und 1,70 DM je gefahrenen Kilometer.
a) Stelle die Fahrkosten (y DM) als Funktion der Fahrstrecke (x km) dar.
b) Ein Fahrgast zahlte 16,50 DM. Wie weit ist er mit dem Taxi gefahren?

. Herr Knapp benétigt fiir einen Tag ein Mietauto. Die Verleihfirma ver-

langt dafiir als Grundgebiihr 80 €; dazu kommen noch 15 Cent fiir jeden

gefahrenen Kilometer.

a) Herr Knapp legt mit dem Mietauto 324 km zurick. Wie teuer kommt
diese Fahrt?

b) Stelle allgemein die Mietkosten (y €) als Funktion der zurtuickgelegten
Strecke (x km) dar.

¢) Die Firma bietet denselben Leihwagen wahlweise auch zum festen
Tagessatz von 134 € (also ohne Kilometergebiihr!) an. Fir welche
Fahrstrecken ist dieses zweite Angebot glinstiger als das erste?

Ein Messzylinder wiegt leer 850 g. Sein Hohlraum hat einen Querschnitt

von 12 ¢cm? und ist 50 cm hoch.

a) Wie schwer ist der Zylinder, wenn er 35 cm hoch mit Wasser gefiillt ist?

b) Berechne die Gesamtmasse m (in g) fiir eine beliebige Wasserhohe 4 (in
cm).

¢) Wie hingt die Gesamtmasse von der Fiillhohe ab, wenn man Alkohol
e =0,79- £ - | einfiillt? Bei welcher Hohe hat man gerade 1 kg?
cm®

Eine an einem Stativ aufgehdngte Schraubenfeder ist in unbelastetem Zu-

stand 16 cm lang. Wenn man ein Massestiick von 100 g anhingt, verldn-

gert sie sich um 8 cm.

a) Stelle die Federldnge / (in cm) als Funktion der Belastung m (in g) dar.
Welche Masse kann man hochstens anhdangen, wenn die Feder maxi-
mal auf 80 cm gedehnt werden darf (Elastizitdtsgrenze!)?

b) Das obere Ende der Feder wird genau 80 cm iiber der Tischplatte
befestigt. Welchen Abstand d (in cm) von der Tischplatte hat dann das
untere Federende bei einer Belastung m? Die zur Belastung verwende-
ten Massestiicke werden auf einen 10 cm hohen Stidnder aufgesetzt, der
am unteren Federende hangt. Bei welcher Belastung der Feder beriihrt
dieser Sténder gerade die Tischplatte?
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5.5 Die indirekte Proportionalitit

Neben direkt proportionalen Gréfienpaaren hast du auch schon solche ken-
nen gelernt, die man indirekt proportional nennt.

Beispiel:
Inge hat den Wasserhahn so weit aufgedreht, dass pro Minute 15 Liter
Wasser in die Wanne flieBen. Es dauert 10 Minuten, bis die gewiinschte
Wassermenge eingelaufen ist. Wie lange hétte es gedauert, wenn sie den
Hahn nur so weit gedffnet hétte, dass in einer Minute 12 (10, 8, 5, ...)
Liter zugeflossen waren?
Da die benotigte Wassermenge 10 - 151 = 150 1 betrdgt, muss man jeweils
1501 durch die pro Minute einflieBende Wassermenge teilen, um zu er-
fahren, wie viel Minuten der Hahn geoffnet bleiben muss. Man erhalt
folgende Tabelle:
Zufluss pro Min. inl | 15 | 12 |‘ 10 | 8 5
Offnungszeit in Min. | 10 | 124 | 15 | 182 k 30
Bezeichnet man allgemein die pro Minute zuflieBende Wassermenge mit
x 1 und die fiir 150 1 benotigte Zeit mit y Minuten, so gilt y = 150 : x.
Damit ist jedem x e @7 eindeutig ein y-Wert zugeordnet, man hat also
folgende Funktion:

fixt=y mit y=150:x, xe@Q".

Diese Funktion hat die besondere Eigenschaft, dass das Produkt einan-
der entsprechender x- und y-Werte konstant ist: es gilt ja x - y = 150.

[

X
schreiben. Das bedeutet aber, dass zwischen y und dem Kehrwert von x
eine direkte Proportionalitdt besteht. Man sagt dazu kiirzer: x und y sind
zueinander indirekt proportional. Auch die Sprechweise umgekehrt pro-
portional wird oft verwendet.

Die Gleichung y = 150: x kann man auch in der Form y = 135(

Definition 116.1: Eine Funktion, deren Zuordnungsvorschrift durch ei-

el : @ :
ne Gleichung der Form y = — mit a # 0 beschrieben werden kann,
X

heil3t indirekte Proportionalitiit.
Die Konstante ¢ heil3t Proportionalititsfaktor.

Am Funktionsterm erkennt man, dass die Zahl 0 nicht zur Definitionsmenge
einer indirekten Proportionalitit gehoéren kann. Wegen a # 0 gilt stets auch
ya 0.

Fir zweir Wertepaare (x,|),) und (x,|y,) einer indirekten Proportionalitit
folgt aus der Funktionsgleichung
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xipp=a und x,y,=wa, also Xy = x,¥,
| 58 | A0 45 ) 1.¥1 22

und daraus durch Division mit x, y,

.
NiVs=Xx5:X; oder — ==

Damit gilt:

Satz 117.1: Bei einer indirekten Proportionalitit verhalten sich die
y-Werte umgekehrt wie die zugehorigen x-Werte. Das Produkt
x - y ist konstant, und zwar gleich dem Proportionalititsfaktor. J

Um den Graphen einer indirekten Proportionalitit zu untersuchen, betrach-
ten wir zunachst das

Beispiel: f: x+—»y mit y= = xeQ\{0}
Wertetabelle:
X —4 3 2 —1 -1 1 +412 34
) i 5 —3 1 -2 —4 P G

Die zu diesen Tabellenwerten gehorenden Punkte sind in Abbildung
117.1 eingezeichnet. Naturlich liegen dazwischen jeweils noch unendlich
viele weitere Punkte. Alle Punkte des Graphen sind offensichtlich auf
einer gekriimmten Linie angeordnet. Abbildung 117.2 zeigt einen ver-
groBerten Ausschnitt mit den Punkten zu den x-Werten 0,5: 0.,6; .. .; 2.0.

—

‘_
p——

b iy
|
l 5 =
% 0 1 %
- 1 Abb. 117.2 AusschnittsvereroBerung
Abb. 117.1 Graph von y = Abb. 117.2  Ausschnittsvergrofierung

X von Abbildung 117.1
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Der Graph einer indirekten Proportionalitit mit der Gleichung y = f:_
unterscheidet sich von dem in Abbildung 117.1 gezeigten nur darin, dass die
y-Koordinaten mit dem Faktor ¢ multipliziert sind. Fiir a > 0 liegen die bei-
den Kurventeile wieder im 1. und 3., fiir @ < 0 1im 2. und 4. Quadranten. Jeden
dieser Graphen bezeichnet man als (gleichseitige) Hyperbel*, die beiden Teile,
in welche er wegen der Definitionsliicke 0 zerfillt, als Aste der Hyperbel.

Der Graph einer indirekten Proportionalitit ist stets punktsymmetrisch zu

a . ; :
0(0]0). Aus y = — folgt ndmlich —y = ©_ Daher ist mit P(x|y) auch
X —X

P’(— x| —y) ein Punkt des Graphen. Solche Punkte P und P’ liegen aber sym-
metrisch zu O (0]|0) (vel. Aufgabe 119/6). Bei der Spiegelung an O (0]0) werden
die beiden Hyperbeliste aufeinander abgebildet.

Aufgaben

1. Gehort die folgende Wertetabelle zu einer indirekten Proportionalitat?
Gib, falls dies zutrifft, den Proportionalitdtsfaktor und die Funktionsglei-
chung an.

x| 3 |=6]2 |-9|-1]|-18

d)_r =6 5.0 | =2 ]

pEl 3| 3 |05 |-2|-8]-15
yill =2 =5k |iens st st iz

C),\-'; 4 | 24 | e =
v | 036 06 | 1,08] 8,64 —4,8]—1,62

. Ubertrage die folgenden Tabellen in dein Heft und erginze sie zu Werteta-
bellen von umgekehrten Proportionalitdten. Gib jeweils auch die Funk-
tionsgleichung an.

3]

= — ___‘
y | s 6
o 0,25 | 12| |27
yi | =3 2 | =] 450
solell e R ]
Yo | = | 1,44 ‘ 53 | 2.4

(%]

. Zeichne den Graphen der durch die folgende Gleichung gegebenen Funk-
tion f: x — y.
2 1 6 —2,5%

a) y b) y = . = LSRE=R) - d) s 0,1x

* Prepfosn (hyperbolé) = Uberschuss. Der Name stammt von APOLLONIOS von Perge (etwa 262 bis 190
Vi Ehi)l
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Gib die Gleichung der indirekten Proportionalitit an, deren Graph den
Punkt P enthalt und zeichne den Graphen.

a) P213) b)) P(2|—3) ¢) P(=5/0,2) d) P(—4|—1)

.a) Trage in ein Koordinatensystem einen Punkt P (a|b) mit @ > 0 und

dazu den Punkt P’ (— a| — b) ein. Beweise, dass der Ursprung O (0]0)
der Mittelpunkt der Strecke [PP'] 1st.
(Verwende, falls b = 0, z. B. die Dreiecke OPP, und OP'P; mit P, (a|0),
P,(—a|0).)

b) Begriinde nun, dass der Graph einer indirekten Proportionalitit
punktsymmetrisch beziiglich O (0]0) 1st.

¢) Istauch der Graph einer direkten Proportionalitdat punktsymmetrisch
zu O(0]0)?

2

. Zeichne den Graphen der Funktion f: x — — und spiegle ihn
x

a) an der x-Achse, b) an der y-Achse.
Zu welcher Funktion gehort jeweils der gespiegelte Graph?

a) Trage einen Punkt P (u|v) mit u > v > 0 sowie den Punkt P’ (v|u) in ein
Koordinatensystem ein. Beweise, dass P und P’ symmetrisch zur Win-
kelhalbierenden des 1. und 3. Quadranten liegen.

(Beniitze z. B. die Dreiecke OP,P und OPy P’ mit P, («|0) und Pg (0] ).)

b) Begriinde: Der Graph einer indirekten Proportionalitdt ist symme-
trisch zur Winkelhalbierenden des 1. und 3. Quadranten.

¢) Auch die Winkelhalbierende des 2. und 4. Quadranten ist Symmetrie-
achse des Graphen einer umgekehrten Proportionalitit. Begriindung!

. a) Der Graph einer indirekten Proportionalitdt hat die besondere Eigen-

schaft, dass sich jeder seiner Aste sowohl an die x-Achse als auch an
die y-Achse anschmiegt.

T 1 2
Erklire diese Ausdrucksweise am Beispiel y = — (Abbildung 117.1).
X 5
b) Wie grof3 muss bei einem Punkt des Graphen zu y = —, x > 0,
X
1) die Abszisse sein, damit sein Abstand von der x-Achse
2) die Ordinate sein, damit sein Abstand von der y-Achse

kleiner als 0,01 wird?

. Bei fiinf Rechtecken. die alle den Flicheninhalt 4 = 12 cm? haben, sind
Bei fliinf Rechteck | [le den Fldcheninhalt 4 = 12 cm

die Grundlinien 3 cm, 4cm, 6 cm, 8 cm und 10 cm lang. Berechne die
Hohen dieser Rechtecke. Welche Proportionalitit besteht zwischen
Grundlinie und Hohe? Gib die Gleichung und die Definitionsmenge der
Funktion an.
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10. Ein glithender Eisenquader von 2 dm? Querschnitt und 1 m Linge wird in

11.

einem Walzwerk verformt.

a) Nach mehreren Bearbeitungsschritten ist ein Quader von 2,5 m Léinge
entstanden. Wie grof} ist sein Querschnitt?

b) Als Endform soll eine Stange von 25 cm® Querschnitt hergestellt wer-
den. Welche Linge erhilt sie?

Ein Verkehrsflugzeug benétigt fiir eine bestimmte Flugstrecke 15 h. Fiir
ein Sportflugzeug, dessen Geschwindigkeit um 150 km/h kleiner ist, ver-
lingert sich die Flugzeit fiir dieselbe Strecke um 20 Minuten.

Wie lang ist die Flugstrecke? Mit welchen Geschwindigkeiten fliegen die
Flugzeuge?

12. Das Problem des Pfennigbrotes aus dem Algorismus Ratisbonensis (vor

1450): Wenn ein Scheffel Weizen 14 Groschen kostet, dann wird ein Brot,

das fiir 1 Pf verkauft wird, 9 Lot schwer gebacken. Wenn der Scheffel aber

teurer wird, namlich wenn er 30 Groschen kostet., wie schwer, so wird
gefragt, muss dann das 1-Pf-Brot gebacken werden?*

* Mit diesem Trick des konstanten Brotpreises kommt dem Kiufer die Verteuerung weniger zum Bewusstsein

Eine gesetzliche Regulierung dafur erscheint bereits um 794 in einer karolingischen Anordnung. — Sche
ist ein altes deutsches Hohlmal fiir Trockengiiter, das in Oldenburg 22.8 | und in Bayern 2221 betrug. Das

Lot schwankte zwischen 15,6 g und 16,6 g.
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Der alteste bekannte Versuch, die zeitliche Verdnderung von Werten
graphisch darzustellen

Vermutlich handelt es sich um eine Darstellung der Bewegung der 5 damals bekannten
Planeten (Venus, Merkur, Saturn, Mars und Jupiter), der Sonne und des Mondes
beziiglich der Ekliptik, d.h. des Kreises, in dem die Erdbahnebene die Himmelskugel
schneidet*. Nach rechts ist die Zeit abgetragen, wobei fiir jeden Himmelskorper die
Zeiteinteilung eine andere ist. Die Hochwerte stellen die sog. ekliptikale Breite dar; die
mittlere waagrechte Linie ist die Ekliptik selbst. Die Darstellung stammt aus dem 10.
oder 11.Jh.: sie ist enthalten im De cursu per zodiacum — »Uber den Lauf durch den
Tierkreis«. Das Gitternetz misst im Original 15,3 cm x 8,9 cm. Cod. lat. mon. 14436

ruhrt davon her, dass sich auf diesem Kreis die Eklipsen, d. h. die Sonnen- und Mondfinsternisse

* Der Name

ereignen. — excanpig (ekleipsis) = Ausbleiben, Verschwinden
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6.1 Gleichungen mit mehreren Unbekannten

Bisher ging es beim Losen von Gleichungen fast immer darum, den Wert einer
einzigen zunichst unbekannten Zahl zu bestimmen. Es gibt aber auch viele
Aufgaben, bei denen nach zwei oder mehr Zahlen gefragt wird.

Beispiel 1:

Gesucht sind zwei Zahlen mit der Summe 100.

Es wird dir leicht gelingen, solche Zahlen zu finden, zum Beispiel 50 und
50, aber auch 0 und 100, 1 und 99, 4% und 95%, — 200 und 300 usw. Es gibt
offensichtlich unendlich viele solche Zahlenpaare. Man kann eine der
beiden Zahlen vollig willkiirlich wihlen; die andere liegt dann fest. Be-
zeichnet man die eine Zahl mit x, die andere mit y, so muss folgende
Gleichung gelten:

x4+ y = 100.

Bei Beispiel 1 handelt es sich um eine Gleichung mit zwei Unbekannten. Eben-
so kann man natiirlich auch Gleichungen aufstellen, die noch mehr Unbe-
kannte enthalten.

Beispiele:
2) 5x — 7y +3z—6 =0 (Gleichung mit den drei Unbekannten x, y, z)
3) w+2x+3y+z=7 (Gleichung mit den vier Unbekannten
W, X, ¥, Z)

2

4) x> 49y*4-22=0 (Gleichung mit den drei Unbekannten x, y, z)

In allen derartigen Féllen spricht man von Gleichungen mit mehreren Unbe-
kannten.

Eine Losung einer Gleichung mit mehreren Unbekannten kann natiirlich
nicht aus einer einzigen Zahl bestehen. Man muss vielmehr jede der auftreten-
den Unbekannten so durch eine Zahl ersetzen, dass die Gleichung erfiillt ist.
L.osungen einer Gleichung mit zwei Unbekannten sind also Zahlenpaare,
solche einer Gleichung mit drei Unbekannten Zahlentripel usw.

So sind die Zahlenpaare (50|50), (01100), (1]99) usw. Losungen der Glei-
chung von Beispiel 1.

Die Zahlentripel (0]0]2), (2|1]1) und (1| —1| —2) sind Losungen der Glei-
chung von Beispiel 2. Prufe dies nach und suche noch weitere Losungen.
Bei einer Losung kommt es wesentlich auf die Rethenfolge der einzelnen Zah-
len an. Zum Beispiel ist (2|1]1) eine Losung von Beispiel 2, wiahrend (1]2]1)
keine Losung darstellt. Denn die Reihenfolge der Zahlen muss genau der (in
diesem Fall alphabetischen) Reihenfolge der Unbekannten entsprechen, fiir
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die sie einzusetzen sind. Man spricht daher von geordneten Paaren, geordne-

ten Tripeln usw., allgemein bei n Unbekannten von geordneten n-Tupeln von

Zahlen* Da in der Mathematik die Begriffe Paar, Tripel, ..., n-Tupel nur fiir

geordnete Mengen verwendet werden, verzichten wir in Zukunft auf den Zu-

satz »geordnet«.

Definition 123.1: Unter einer Losung einer Gleichung mit n Unbekann-

ten versteht man ein n-Tupel von Zahlen, das die Gleichung erfullt,
d.h., sie beim Einsetzen zu einer wahren Aussage macht.

=x Fur Geschichte

Wie du weil}t, ist Algebra vor mehr als 4000 Jahren in Babylon und fast gleichzeitig in
Agypten aus Problemen des Alltags. den sog. Textaufgaben, entstanden. Da nimmt es
nicht wunder, dass sich darunter auch Aufgaben finden, zu deren Lésung man mehrerer
Unbekannter bedarf. Die Babylonier fithrten daher zur ersten Unbekannten "FF(T
(usch) = Ldnge noch ein zweite ein, und zwar, was nicht iiberrascht, “"Wt (sag)

= Breite (Aufgabe 145/19). Erstaunlicherweise sind uns von den Agyptern nur wenige
Aufgaben mit 2 Unbekannten iiberliefert, die iberdies von so einfacher Natur sind,
dass man die zweite gesuchte GroBe sofort durch die erste ausdriicken konnte (Aufgabe
131/7), so wie du es auch in der 7. Klasse gemacht hast. Auch die Griechen umgehen
fast immer das Rechnen mit mehreren Unbekannten. Zwar spricht DIOPHANT (um 250
n.Chr.)in seinen Aufgaben von der ersten (6 o*), der zweiten (0 °°), der dritten (6 y°°)
usw. — gemeint war immer »Zahl« —, aber er driickt sie alle, oft recht raffiniert, durch
seine Unbekannte ¢’ aus, sodass er doch wieder nur mit einer Gleichung mit einer
Unbekannten rechnen muss. Die Idee, fiir weitere unbekannte Gréfien eigene Namen
und Zeichen einzufithren, hatten 25 Jahrtausende nach den Babyloniern erst wieder die
Inder: Sie gaben ihnen die Namen von Farben. Als Zeichen verwendeten sie die An-
fangssilbe. So findet man bei BRAHMAGUPTA (598— nach 665) neben seinem T = ya
(fir die 1. Unbekannte) @&l = ka (von kalika = schwarz), St = ni (von nilaka
= blau), ot = pi(von pitaka = gelb) und o = lo (von lohitaka = rot) usw. Das war
recht bequem! Umso mehr erstaunt es uns, dass die Araber als gelehrige Schiiler der
Inder sich fast gar nicht mit Gleichungen mit mehreren Unbekannten beschéftigten.
Und da wir Européer die Schiiler der Araber sind, hat es lange gedauert, bis wir aus
eigenen Stiicken mit mehreren Unbekannten umzugehen lernten. LEONARDO VON PIsA,
gen. FiBonacc (um 1170 — nach1240), benennt sie mit causa = Sache und res = Ding.
Eine grundlegend neue Idee hatte Michael STIFEL (1487 (7)—1567), als er 1544 in seiner
Arithmetica integra zur Unbekannten 1{3;10ch 1A, 1B, 1C als weitere Unbekannte
einfithrt und mit thnen sogar rechnet: 34 in 98, fiunt 27AB,d.h., 3A - 9B = 27AB. Das
bringt den franzésischen Monch Johannes BUTEO (1492 Charpey — 1564/72 Romans-

* Diesen Wortbildungen liegen die lateinischen Verhdltniszahlen zugrunde. Simplus, duplus, triplus, quadru-
plus, quintuplus, sextuplus, septuplus und gctuplus ... (einmal so groB, zweimal so groB, dreimal so grof3, ...)
lieBen im Deutschen das wenig gebrauchte Dupel fiir ein Paar und die Woérter Tripe!, Quadrupel, Quintupel,
Sextupel usw. entstehen, denen man dann verallgemeinernd das n-Tipel anschloss.
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sur-Isére) dazu, gleich mit A, B und C zu rechnen (Aufgabe 149/20). Simon STEVIN
(1548—1620) greift gewissermallen wieder Di1oPHANT auf, wenn er 1585 in seiner
L'arithmétique die Unbekannten der Reihe nach mit @, sec @, ter @, quart © bezeich-
net. 1591 erzielt jedoch Frangois VIETE (1540-1603) mit seiner In artem analyticem
Isagoge den Durchbruch: Sowohl fiir bekannte wie auch fiir unbekannie Grollen wer-

den Buchstaben verwendet, und es wird mit ihnen gerechnet! Sein an sich verniinftiger
Vorschlag, fiir die Unbekannten die Vokale A, E, I, O, U und Y, fir die Bekannten die
Konsonanten zu verwenden, wird durch die bequemere Schreibweise abgeldst, die
1637 René DESCARTES (1596—-1650) in seiner La Géométrie ohne weitere Begriindung
einfiihrte, ndmlich, bekannte Groflen mit a, b, ¢ ..., unbekannte mit x, y, z zu bezeich-
nen, wobei er anfinglich noch zur logischen Reihenfolge z, y. x neigte.

Aufgaben

. Welche der folgenden Zahlenpaare sind Losungen der Gleichung
2x=3y+1=07
(010). (2] =5),

3|4), (0]3), (—310),
2. Fiille in den Klammern die leeren Stellen so aus, dass die entstehenden
Zahlenpaare Losungen der Gleichung y = 3x + 5 sind.
(B T L) el Vo 6 G ) Al e S o 8 0 G e

213), (310).

3. Welche der folgenden Zahlentripel sind Losungen der Gleichung
Sx—2y=2z447
(010]10), (4]13]|5), (4]|513), (S5|4]3), (—2|5|—12),
(—=2]—12]5), (2]12]|5), (2|12|—-9).

4. Fiille die leeren Stellen so aus, dass die entstehenden Zahlentripel Losun-
gen der Gleichung 7x — 6y — z = 0 sind.

| I(l].? (Of1] ), |I|i. (_}|—1|—13)~ (5]—2,5] ),

Gl 1-%, Gl-3 J. ( 151-9)-

5. Bestimme fur die Gleichung w + 2x — 9y + 3z = 6 eine Losung,

a) in der keine Null vorkommt, b) die nur ganze Zahlen enthilt,
¢) die nur natiirliche Zahlen, d) die nur negative Zahlen enthilt.
6. Wie lauten sdmtliche aus nichtnegativen ganzen Zahlen bestehenden Lo-
sungen der Gleichung x + y+ z =17
7. Bestimme diejenige Losung der- Gleichung 4x — 11y — 3z = 20, die aus

drei gleichen Zahlen besteht.

8. Bestimme sdmtliche Losungen der folgenden Gleichungen:

'J -
a) (x—1)Y+3>=0 b) (x—3)*+(y+1)*+(z—-0,5°=0
¢9. Untersuche die Losbarkeit der f‘oigcmlcn Gleichungen, wobei als Grund-
menge zuerst die Menge der ganzen, dann die Menge der rationalen Zah-
len gewahlt :sci.

— 1
I A . 2 — 2xv 4+ 4y x ! e it
Ay 3x=1T 1) 5 ¢) x*+1=0 d) 2x+4y=1 e) Tx—11)

I3
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6.2 Die Losungsmenge einer linearen Gleichung mit mehreren
Unbekannten

In den Gleichungen der Beispiele 1, 2 und 3 des vorausgehenden Abschnitts
kommen die Unbekannten jeweils nur in der ersten Potenz vor. Solche Glei-
chungen bezeichnet man bekanntlich als linear. Allgemein hat also eine lineare
Gleichung mit zwei Unbekannten die Gestalt ax + by = ¢, mit drei Unbe-
kannten die Gestalt ax + by + ¢z = d, usw. Man nennt a, b, cbzw. a. b, c, d die
Koeffizienten der Gleichung.

Eine Gleichung stellt die Aufgabe, ihre simtlichen Losungen zu bestimmen.
Diese bilden die Losungsmenge L.

Beispiele:
Ix -5y =1 L = {(x|y)|3x—5y=1}
Sx—Ty+4+3z—6=0 L={(x|y2)|5x—Ty+3z—6=0}

Die Losungsmenge einer linearen Gleichung tiberblickt man am besten, wenn
man die Gleichung nach einer der Unbekannten auflost. Dazu benotigt man
nur die Addition eines Terms und die Multiplikation mit einer von 0 verschie-
denen Zahl. Bei diesen Schritten handelt es sich, wie wir schon wissen, um
Aquivalenzumformungen, bei denen sich also die Losungsmenge der Glei-
chung nicht dndert.

Beispiel:
Sx—3y+2z=17 [|—5x+ 3y
2z=—5x+3y+7 |3
X+3y+73

N

L

|
b3un

Aus der letzten Gleichung erkennt man, dass man fiir x und y beliebige
Zahlen wahlen darf; der dazugehorige Wert fiir z ist dann durch die Glei-
chung eindeutig bestimmt. So ergibt sich etwa

fiir x =2 und y = 4 der Wert z = 3, also die Losung (2|4|2),

fiir x = —1 und y = 10 der Wert z = 21, also die Losung (—1|10]|21),
- 3 =)

fiir x = 0 und y = £ der Wert z = 42, also die Losung (0|1|12), usw.

Man kann die Losungsmenge dieser Gleichung also auch so schreiben:
L={(x|y|2)|xcQAyeQnrz=—3x+3y+73}

In ganz entsprechender Weise lisst sich die Losungsmenge jeder linearen Glei-
chung schreiben.

Bei linearen Gleichungen mit zwei Unbekannten kann man die Lésungsmen-
ge in einfacher Weise geometrisch veranschaulichen. Man deutet jede Losung
(x| y) als Punkt (x| y) in einem kartesischen Koordinatensystem. Die so er-
haltene Punktmenge ist der Graph der durch die Gleichung ax + by = ¢ be-
schriebenen Relation. Falls der Koeffizient b von null verschieden ist, kann
man die Gleichung nach y auflosen und die Losungsmenge in der Form
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2. a ¢
L= {(.‘\‘|_I'} xeQay=— 7 ¥ = ; darstellen. Daraus erkennt man, dass L
? ?

i 5 3 . (4 C .
aus allen Wertepaaren der linearen Funktion f: x+— — H—.r + » besteht, die
} )

sich als Punkte einer Geraden graphisch darstellen lassen.
Im Falle » = 0 A a # 0 kann man die Gleichung nach x auflosen und erhalt

0 ¢ o e : : _
X = —y+ —,also x = —. Die ausfiihrlichere Schreibweise zeigt, dass man flr
a a a

y jede beliebige Zahl wihlen kann; der davon unabhéngige x-Wert liegt ein-
deutig fest. Es gilt also L = {(x]|y) | x = 3 A ye }. Man erkennt leicht, dass
die entsprechenden Punkte auf einer Parallelen zur y-Achse, also wieder auf
einer Geraden liegen.

Der Vollstindigkeit halber wollen wir noch den praktisch unbedeutenden Fall
a = b =0, also die Gleichung 0 - x + 0 - y = ¢ betrachten. Die linke Seite ist
flir beliebige Werte von x und y stets null. Falls ¢ + 0 gilt, liegt also immer eine
falsche Aussage vor. Ist jedoch ¢ = 0, so ist jedes Paar (x|y) eine Lésung.
Der Losungsbaum von Abbildung 126.1 veranschaulicht diese Fallunter-
scheidung.

L={x|»]|xeQayeQ}
Abb. 126.1 Lésungsbaum zu ax + by = ¢

Wir halten fest:

Satz 126.1: Eine lineare Gleichung ax + by = ¢ mit (a|b) % (0]0) be-
schreibt eine Relation, deren Graph aus Punkten einer Geraden
besteht.

Dieser Satz bedeutet, dass zu jeder Gleichung ax + by = ¢, bei der mindes-
tens einer der Koeffizienten bei x und y von 0 verschieden ist, im Koordi-
natensystem eine Gerade g gehort. Man sagt auch, die Gerade g habe die
Gleichung ax + by = ¢. Abbildung 127.1 zeigt die Losungsmenge der Glei-
chung 2x — 3y + 4 = 0, also die Gerade mit dieser Gleichung. Um sie zu
zeichnen, geniigt es, zwei Losungen zu berechnen und die entsprechenden
Punkte in das Koordinatensystem einzutragen. Zweckmabigerweise bestimmt
man zur Kontrolle noch einen dritten Punkt.
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Abb. 127.1 Veranschaulichung der Losungsmenge der Gleichung 2x —3y+4 =10

Aufgaben

Veranschauliche die Losungsmengen folgender Gleichungen in einem kar-
tesischen Koordinatensystem:

a) x+2y—3=0 b) Sx—3y=0 ¢) x—S5y—:
d) 10x+3y =20 e) 1,2x+05y=07 ) 3x+12-y=—6

Unter den Losungen einer linearen Gleichung mit zwei Unbekannten
kommen im Allgemeinen solche von der Form (s]0) bzw. (0| ) vor. Welche
besondere Lage im Koordinatensystem haben die zugehorigen Punkte?

Was kann man uber die Koeffizienten der Gleichung ax + by + ¢ = 0 aus-
sagen, wenn thre Losungsmenge das Paar (0|0) enthdlt?
Veranschauliche die Losungsmenge der Gleichung x + y = 1. Gibt es Lo-
sungen dieser Gleichung mit der Eigenschaft

a) x>0Ay>0 b) x<0Aypy<0

ey x=1ap=1 d) |xi=1E Ay =1

Es besteht ein begrifflicher Unterschied zwischen der Gleichung x = 1
(Gleichung mit einer Unbekannten) und der Gleichung x+0-y=1
(Gleichung mit zwei Unbekannten). Wie zeigt sich dieser Unterschied in
den Losungsmengen? Veranschauliche die Losungsmengen der Gleichun-
genx+0-y=1und 0-x+ y = 2.

Zeige, dass die folgende Gleichung zu einer linearen Gleichung dquivalent
ist, und stelle die Losungsmenge graphisch dar.

a) (x+ D2+ (y—5*=05-—y)?

b) x+2)2+(y—=32=E*+2)+(*+3)

Beschreibe die Losungsmengen moglichst tibersichtlich:

a) x+y+z=0 b) x+3y—T7z=28 ¢) 2x+y=3;
d) 2(x—=3)+4(x+y)=72x—y) e) (x—5%+(y—2
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Fur wie viele Unbekannte muss man bei den folgenden Gleichungen Zah-
len vorschreiben, damit eine Losung eindeutig bestimmt ist?

a) 4x—27y+13z=0 b) 11w —3x—-01y—12z =17
ey s 2x+y+1 _
Um die Losungsmenge L, der Gleichung : = 1 zu bestimmen,
xX—y

i1st es nahe liegend, sie aufdie Form 2x + y + 1 = x — yzu bringen. Da jede
Losung der ersten Gleichung auch die zweite Gleichung erfiillt, ist L, in
der Losungsmenge L, der zweiten Gleichung enthalten. Losungen der
zweiten Gleichung sind aber nur dann auch Losungen der ersten, wenn fiir
sie der Nenner x — y von null verschieden ist. Man erhélt also L, aus L,,
indem man alle Lésungen mit x — y = 0 ausschlieBt. Aus 2x +y + 1 =
=x—y = x=—2y—1folgt L, ={(x|y)|ye QA x=—2y—1}.
Die einzige Losung aus L, mit x —y = Qoder x = pist x = — 4, y = — 1.
Es ergibt sich daher

Li={x|p)|y+—3rx=—2y—1}.

Bestimme in derselben Weise die Losungsmengen folgender Gleichungen:

X+ 8x—y
a) —— =35 b = =0
) x—1 ) 2y+3
1 1 L2y
2 =0 d —— =
©) x — 1 %,1‘+2 ) x“ + 1

6.3 Lineare Gleichungssysteme

Bei Aufgaben mit mehreren Unbekannten sind meistens auch mehrere Bedin-
gungen zu beachten, welche die gesuchten Zahlen erfiillen miissen.

Beispiel:

Hans beobachtet in einem Obstgeschiift, wie ein Kunde 3 kg Apfel und
| kg Birnen kauft und dafiir 7,20 € bezahlt. Ein zweiter Kunde zahlt
fiir 2kg Apfel und Skg Birnen derselben Sorten 15.20 €. Auf dem
Heimweg versucht Hans den Preis fiir 1 kg jeder Sorte herauszufinden.
Um diese nicht ganz leichte Aufgabe mathematisch zu formulieren. be-
zeichnen wir den Preis fiir 1 kg Apfel mit x Cent, den Preis fiir 1 kg
Birnen mit y Cent. Aus den von Hans beobachteten Einkiufen zweier
Kunden ergeben sich zwei Bedingungen fiir x und y.

1. Kunde: 3x+ y =720

2.Kunde: 2x + 5y = 1520

Wir erhalten also zwei Gleichungen fiir x und y. Die gesuchten Zahlen
mussen beide Gleichungen zugleich erfiillen. Man kann diesen Sachver-
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halt auch so beschreiben: Gesucht ist ein Zahlenpaar (x|y), das beim
Einsetzen die UND-Aussageform
Bx+y="720) A 2x+ 5y = 1520)

zu einer wahren Aussage macht.

Eine UND-Aussage ist bekanntlich genau dann wahr, wenn jede Teil-
aussage wahr i1st. Zum Beispiel erfillt das Zahlenpaar (140|300) zwar
die erste, jedoch nicht die zweite Gleichung und ist damit keine Losung
unserer Aufgabe.

UND-Verkniipfungen von Bestimmungsgleichungen spielen in der Mathe-
matik emne sehr wichtige Rolle. Man hat daher fiir sie eine besondere Be-
zeichnung eingefiihrt:

Definition 129.1: Eine UND-Verkniipfung von zwei oder mehr Glei-
chungen fiir dieselben Unbekannten bezeichnet man als Glei-
chungssystem.*

Falls alle Gleichungen linear sind, spricht man von einem linearen
Gleichungssystem.

Es ist Giblich, die einzelnen Gleichungen eines Gleichungssystems iibersicht-
lich untereinander zu schreiben; auf das Verkniipfungszeichen A kann man
dabei verzichten. Oft werden die Gleichungen auch noch durchnummeriert.

Beispiele:
1) I3x+y=720 System von zwel Gleichungen mit den zwei
II 2x4 35y =1520 Unbekannten x, y; linear
2) I2x+5p—z=0 System von zwei Gleichungen mit den drei
II 3x—y+2z+1=0 Unbekannten x, y, z; linear
3) Lx+p*=1 System von drei Gleichungen mit den zwei
I x+y=1 Unbekannten x, y; nicht linear
Ml x—y=1
4 1x+y=3 System von drei Gleichungen mit den drei
I x+z=4 Unbekannten x, y, z; linear
[l y4+2z=15

Wie die Beispiele zeigen, kann in einem Gleichungssystem die Zahl der Glei-
chungen groBer, gleich oder kleiner als die Anzahl der Unbekannten sein. In
der Regel wird die Zahl der Gleichungen mit derjenigen der Unbekannten
ubereinstimmen. Beispiel 4 ldsst erkennen, dass nicht alle Unbekannten in
jeder Gleichung tatsichlich auftreten miissen. Man hat sich in einem solchen
Fall vorzustellen, dass die fehlenden Unbekannten den Koeffizienten null
haben.

* 1o giaTyua (16 systema) = Vereinigung, Gesamtheit, das Ganze
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Unabhiingig von der Zahl der Gleichungen besteht eine Losung eines Glei-
chungssystems immer aus so vielen Zahlen wie Unbekannte in dem System
vorkommen. So ist z. B. (—1]1]|3) eine Losung fiir Beispiel 2; jede der zwel
Gleichungen mit drei Unbekannten wird von diesem Tripel erfullt. Ebenso ist
(1]0) eine Losung fiir Beispiel 3, da jede der drei Gleichungen mit zwei Unbe-
kannten dieses Zahlenpaar als Losung hat. Allgemein ist eine Losung eines
Systems von m Gleichungen fiir n Unbekannte ein n-Tupel von Zahlen, das
jede der m Gleichungen du; Systems erfiillt. Es muss also in jeder der Lo-
sungsmengen L, L,, ..., L, der einzelnen Gleichungen enthalten sein. Um-
gekehrt ist ein n- Eupd das Element jeder dieser Mengen L, L,, ..., L,, ist,
auch stets eine Losung des Gleichungssystems. Die Losungsmenge L des Glei-
chungssystems ist daher die Schnittmenge der Losungsmengen samtlicher

Einzelgleichungen:
L=Linl;n...00L,

Bei einem Gleichungssystem fiir nur zwei Unbekannte kann man die Losungs-
mengen der einzelnen Gleichungen in der Koordinatenebene veranschauli-
chen und ihre Schnittmenge L auf graphischem Wege bestimmen (graphisches
Losungsverfahren).

Wir kehren zuriick zu unserem einleitenden

Beispiel: [ 3x+ y =720
I 2x+ 5y = 1520
Da es sich um ein lineares Glei-

; y
chungssystem fiir zwei Unbekannte
handelt, kann man die Losungsmen-
gen L, und L, der einzelnen Glei- a0

Ly

chungen durch zwei Geraden g, und
g, graphisch darstellen (Abbildung
130.1). Der Schnittmenge von L, und
L, kann dabei nur der Schnittpunkt S

der beiden Geraden entsprechen. Die x\'
: A RSN e 51601 240)
Abbildung ldsst vermuten, dass er die
Koordinaten x = 160 und y = 240 1
hat. Setzt man diese Werte in I und II
ein, so zeigt sich, (luj:_.'w‘ lalg(mhlluh bei- " m\ LT W >
de Gleichungen erfillt sind.
I"Igl:hﬂl‘*a 1 k‘:‘ AP'L] kostete 1,60 €, Abb. 130.1 Graphische Losung*
1 kg Birnen 2,40 €. zum nebenstehenden Beispiel

* Den Fachausdruck graphische Losung benutzt 1833 August Leopold CreLie (1780-1855). — Siche auch die
FulBnote auf Seite 159,
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Aufgaben

-

n

6.

Schreibe die folgenden UND-Verknupfungen von Gleichungen in der fir
Gleichungssysteme iiblichen Form an.

a) (x—2y+3=0nA(2x=4y—Y95)

b) Ox+3y—8z=10A2x=py+ N A(y=2)

¢) Lx+4y—1=0Arx—3y=DABx+py—11=0)

d) (w+x=0A(w+x+y=0A(w+x+y+z=0)

. Welche der folgenden Gleichungssysteme sind lineare Systeme?

a) Ix—2p=(—-1)> b) x-2—y)+1=0
X+y=|—4 Bx+y)2—1=0
g b g d) |x|—5|y| = —12
g 20|+ |y| = 8
2x—y x+3y :
R eIy

. Fiir die Losungsmengen der zwei Gleichungen eines Systems mit drei

Unbekannten gilt

L,o{(0]1]3), (2]—1|4), (1]|1]1), (—=7]|—2]0)} und
L,=>{(2]|2]2), (0] —1]3), (—7|0] —2), (2| —1|4)}.

Welche dieser Tripel sind Losungen des Gleichungssystems?

. Fiir die Losungsmenge der ersten von zwei Gleichungen mit zwei Un-

bekannten gilt L, = {(00), (1]2), (2|3), (3]2)}. Die zweite Gleichung lau-
tet y = x + 1. Bestimme die Losungsmenge des Gleichungssystems.

. Die folgenden linearen Gleichungssysteme sind von besonders einfacher

Bauart. Bestimme ihre Losungsmengen.

a) x=1 b) y=2 ¢) Fx=>5
x+y=2 x—y=1 6x —2y=17
d) 11x+7y=0 e) x=—1 Nic=2
13y =0 y=2 x+y=2
z4+2=0 Sx—4y+2z=1 X+y+z=0
Ermittle die Losungsmengen der folgenden nicht linearen Gleichungssys-
teme.
a) x-y=0 by x:y =40 c)ix:y=10
s x+yp=4 y: =4
d} x-p=0 e) x—1D(y+1)=0 1) 2x+8)(5—-4)=0
X2+t =4 2x—3y =25 x p=1

. Aufgabe 6 des Papyrus Moskau (19.Jh. v.Chr., Agypten):

Berechne die Linge und Breite eines Rechtecks der Fliche 12, wenn die
Breite 3 der Linge ist.
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8. Bestimme graphisch die Losungen der folgenden Gleichungssysteme und
mache durch Einsetzen die Probe.

a) x—y=-—1 b) x—3y—4=0 ¢) x+2y=0
x+y=3 4x—y+6=0 2x—y =3
X+ y Sx—2y+1
d) x+y=x—3 6) ———=12 f) - 0
: - X X+ )
dx =y+5 -
X-ky=1 2x+5y—14
x+2 ;

Verwende zum Losen der bei den Aufgaben 9 bis 12 auftretenden Gleichungs-
systeme das graphische Verfahren und mache die Probe.

9. Vor drei Jahren war Hans fiinfmal so alt wie sein Bruder Otto; in drel
Jahren wird er gerade doppelt so alt sein. Wie alt sind die beiden heute?
(MaBstab: 1 Jahr = 5mm)

10. Zihlt man zum Dreifachen einer ersten Zahl das Fiinffache einer zweiten,
so erhdlt man — 1. Zieht man jedoch vom Fiunffachen der ersten das Drei-
fache der zweiten Zahl ab, so ergibt sich —13. Wie heillen die beiden
Zahlen?

«11. Addiert man zu einer zweistelligen Zahl ihre Quersumme, so erhélt man
50. Vertauscht man dagegen die beiden Ziffern, so erhilt man eine um 9
kleinere Zahl. Wie heiBt die urspringliche Zahl?

12.a) x+y=35 b) 4x —5y =10 ¢) 2x+5y=6
3x—2y=0 2x+y=—2 y=3—-04x
x—4y=—10 —x+125y =1 fx41= 2 —2y

6.4 Losungsverfahren fiir Systeme von zwei linearen
Gleichungen mit zwei Unbekannten

6.4.1 Bestimmung der Losungsmenge durch Aquivalenzumformungen

Die Losungsmenge einer linearen Gleichung mit zwei Unbekannten kann im
Koordinatensystem durch eine Gerade veranschaulicht werden. Daraus las-
sen sich leicht genauere Angaben iiber die bei einem System von zweli linearen
Gleichungen mit zwei Unbekannten moglichen Typen von Losungsmengen
gewinnen. Wir bezeichnen wieder die den Losungsmengen L, L, der beiden
Gleichungen entsprechenden Geraden mit g,. g,. Dann gehort zu jeder Lo-
sung (x| y) des Gleichungssystems ein Punkt (x| y), der sowohl auf g, als auch
auf g, liegen muss. Da nun aber zwel Geraden der Koordinatenebene entwe-
der genau einen oder keinen oder alle ihre Punkte gemeinsam haben, kann
es auch nur drei verschiedene Typen von Losungsmengen geben, ndmlich
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genau eine Losung, d.h., L, n L, = {(a|b)},
oder keine Losung, d.h., LinL, ={ },
oder unendlich viele Losungen; dann gilt LinL, =L, =L, .

Zur Bestimmung der Losungsmenge haben wir bis jetzt nur das graphische
Verfahren kennen gelernt. Seine Genauigkeit ist offensichtlich sehr begrenzt.
Wir benotigen daher rechnerische Verfahren, die exakte Ergebnisse liefern.
Die Losungsmenge ldsst sich besonders leicht angeben, wenn das Gleichungs-
system folgende Gestalt hat:

[isxe ==v

Ly =0

In diesem Fallist L, = {(x|»)|x =a A yeQ}, L, = {(x|»)|xeQ A y = b},
woraus L = L, n L, = {(a|b)} folgt. Die Losung (a|b) kann natiirlich direkt
am Gleichungssystem abgelesen werden.

Um die Losungsmenge eines beliebigen linearen Gleichungssystems zu be-
stimmen, wird man versuchen, es durch geeignete Umformung auf die obige
einfache Form zu bringen. Dabeil kommt es aber wesentlich darauf an, dass
das durch Umformung entstandene Gleichungssystem genau dieselben Lo-
sungen besitzt wie das urspriingliche.

Wir vereinbaren

Definition 133.1: Zwei Gleichungssysteme heillen dquivalent, wenn ihre
Losungsmengen tibereinstimmen.

Zum Losen beliebiger linearer Gleichungssysteme bendtigt man die beiden
folgenden Umformungsschritte, von denen man leicht zeigen kann, dass sie
Aquivalenzumformungen sind:

(A) Man multipliziert eine Gleichung mit einer von null verschiedenen Zahl;
die iibrigen Gleichungen bleiben ungeédndert.

(B) Man verindert eine der Gleichungen dadurch, dass man ein beliebiges
Vielfaches einer anderen Gleichung zu ihr addiert; alle tibrigen Gleichun-
gen werden in der urspriinglichen Form beibehalten.

Dass diese beiden Schritte wirklich Aquivalenzumformungen darstellen, sei an einem

System von zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten aufgezeigt:

l ax+by=ce
[liex +dy=1F
Umformung (A): Wir multiplizieren etwa I mit r # 0 und behalten II bei. Die neuen
Gleichungen nennen wir 1', 1I".
I' rax + rby = re [f'= T
I ex+ dy=f II'=1I

Jede Losung (x| y) des Systems (I, II) geniigt auch dem System (I', II'); die Losungs-

menge L von (I, I1) ist also in der Losungsmenge L' von (I', IT") enthalten: L = L'. Man

schreibt in diesem Fall: (1, II) = (I'. II').
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y A
Umgekehrt kann man aber aus (I', II') wieder (I, IT) gewinnen, indem man I’ mit -
=

multipliziert und II' beibehdlt. Hier wird die Voraussetzung r # 0 bendtigt! Daher gilt
auch: L' = L oder (I', II') = (I, II). Wegen L < L' und L' = L ist L = L’ und daher
(L 1I) == (1, IT").

Umformung (B): Wir addieren etwa die mit s multiplizierte Gleichung I zu II und
behalten die uspriingliche Gleichung I bei.

'ax+by=e I'=1

[I' (sa+c)x+(shb+d)y =se+ [ =Tl 4T"%

Jede Losung von (1, 1) ist auch Losung von (I', I1'); also (I, II) = (I', IT"). Man gelangt
umgekehrt vom System (I, II') durch einen Rechenschritt derselben Art wieder zu
(1, II); addiert man nidmlich zu II' das (—s)-fache von I', so ergibt sich wieder das
urspriingliche System.

Es gilt also auch (I'. II') = (I, II) und daher (L, II) <= (I', IT").

Natiirlich gelangt man auch stets wieder zu dquivalenten Systemen, wenn man
die Umformungen (A) und (B) wiederholt ausfiihrt. Die folgenden Beispiele
zeigen, wie man damit ein beliebiges System von zwei Gleichungen mit zwei
Unbekannten auf die Endform x = «, y = b bringen kann. Das Entscheidende
dabei ist, dass man bei einer Gleichung die Unbekannte x, bei der anderen y
eliminiert®, d. h. beseitigt. Die rechts stehenden Anmerkungen geben jeweils
an, wie die Gleichungen des neuen Systems aus denen des vorangehenden
entstehen und welcher der Schritte (A), (B) dabei angewandt wird. Um die
Niederschrift iibersichtlich zu gestalten, ziehen wir zwischen zwei dquivalen-
ten Systemen jeweils einen Trennungsstrich.

Beispiel 1:

I 2x47y=35

I1 Ix+ 8_1' =2

I 2x+7y=>5 I'=1

i st [I'=11+1-(—3); (B)
" 2x+7p=>5 VI e

I Ly 1" =1I'-(—%); (A)

[ 2x = — 32 [ =1"+11"-(=7); (B)
[yl [ ="

[ x— 28 S G _5__(_A)

[y = 151 | QG —] [

(I, II'"") hat die Losung (—28|4).

#* gliminare (lat.) = aus dem Hause treiben.
Sowoh] Isaac NEwToN (1643-1727) wie auch Gottfried Wilhelm LemsNiz (1646-1716) verwenden gelegent-
lich efiminare, das durch Leonhard EurLer (1707—1783) zum tblichen Fachausdruck wird.
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Da (I, IT) < (I"", I1"""), ist dies auch die Losung von (I, IT). Zur Kontrolle
auf eventuelle Rechenfehler fithren wir aber noch eine Probe durch.

Probe: 11.S=2-(—28) +7- L= 324 11 =23 _ 5 =RS; richtig!
I LS=3-(—%)+8-=—121 88127 =RS; richtig!

Damit gilt: L = {(—2%2|%")}

Beispiel 2:
[ 9x—21y =10
[I 6x—14y=13
[' 9x — 21y =10 =1
II' 0-x+4+0:-yp=2% II'=11+1(—%); (B)

[’ und damit das Gesamtsystem hat keine Losung; L =1 }.

Beispiel 3:

[ 14x+49y =3

II 8x+28y=35

[' 14x + 49y = 3 =1

II' 0-x+0-y=0 II'=11+4+1(—5): (B)

[T’ stellt eine allgemein giiltige Gleichung dar. Als Bedingung fiir x und y
bleibt nur die Gleichung 1'. Daher gilt:
L = {(x]|y)|14x +49y =3}.

Das Gleichungssystem hat also unendlich viele Losungen.

Die vorangehenden Beispiele zeigen, dass bei Systemen von zwei linearen
Gleichungen mit zwei Unbekannten jeder der eingangs genannten Losungs-
fille tatsachlich auftreten kann.

6.4.2 Spezielle Losungsverfahren

Die Umformung eines linearen Gleichungssystems mithilfe der Schritte (A)
und (B) bis zur Ermittlung der Losungsmenge kann auf sehr unterschiedliche
Art erfolgen. Besonders zweckmiBig sind die drei folgenden Verfahren.

1) Das Einsetzungsverfahren

Man l6st eine der Gleichungen nach einer Unbekannten auf und ersetzt in der
anderen Gleichung diese Unbekannte durch den erhaltenen Term. Auller ein-
fachen Umstellungen durch Termaddition bentitzt der erste Schritt die Um-
formung (A), der zweite die Umformung (B).
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Beispiel:
[ 3x—yp="17
I 2x+4y=-—1
[y =80 — folgt aus I-(—1); (A)
I’ 2x+4y=—1 L =11
[“ p=3x—"1 R I
[I" 2x4+43x—T)=—1<14x=27 folgtausII'4+ I'-(—4); (B)
[ y=3x—17 | b =50
[y =0T et | (A)
[ y=3-4—T<y=—"1 folgt aus I + 3 - II""; (B)
1" x =47 | =1 | (i
Diese sehr ausfithrlich gehaltene Niederschrift des Losungsganges lasst
sich stark vereinfachen. Aus (I, II) kann sofort (1", I1"") gewonnen werden

und daraus zuerst 11", dann I'’”. Die verkurzte Form sieht (mit neuer

Nummerieru ng) S0 daus:

[F 3=l
I 2x+4y=-—1
I »=3x-17 (I nach y aufgelost)
I 2x4+403x—T7)=—1 <> 14x=27 (ypin II eingesetzt)
[ x =2f (I nach x a-mf‘gcliﬁsa_ -
" y=3:-4 T yp=~1I (x in I’ eingesetzt)
L— (-1}

2) Das Additionsverfahren

Man multipliziert die beiden Gleichungen mit Faktoren, die so gewéhlt wer-

den, dass

in den neuen Gleichungen die Koeffizienten bei einer der beiden

Unbekannten sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden (Umformung
(A)). Bei der nachfolgenden Addition dieser Gleichungen (Umformung (B))
»verschwindet« diese Unbekannte: Als zweite Gleichung wird eine der Aus-
gangsgleichungen in der urspriinglichen oder in der multiplizierten Form ver-

wendet.

Beispiel 1:

[ 3x+42y=28

[I 5x—3y=—31

I 9x + 6y =24 I =13
[1" 10x—6y=—62 [I'=1I-2
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[ 19x=—38 ["=1"41I

[I* 9%+ 6y=24 " =T

[ e=—2 [“nach x aufgelost
II" 6y =42 x in I1"” eingesetzt
o= —2 =

I =1 [T nach y aufgelost

L={(~2ID)

Eine nahe liegende Abkiirzung der Niederschrift erhilt man, wenn man
die obigen Gleichungen I', II' gar nicht anschreibt, sondern sofort ihre
Addition ausfiihrt:

[ 3x+2y=38 |23

II 3x—3y=-31 || -2

T 19x=—38 I'=1-3+11-2

[I' 5x—3y=—31 1" =1II
Tx——p I’ nach x aufgelost

" —3y=-21 x 1n II" eingesetzt
17 x=—2 =T
[y =7 I[T" nach y aufgelost
L={(—2|7)] '
Beispiel 2:

[ S5l gey sl ol ilg
I —9x+21y= 12 [[-1

I' 0=0 ; [ =1-6+11-1 i
[I' —3x+7y=4 [I' = II - § (Vereinfachung von II)
=10 B
A e J'Y; 2 IT" nach y aufgelost

Das Gleichungssystem hat unendlich viele Losungen. Man kann x will-
kurlich wihlen und dazu y nach I1” berechnen. Wir wollen dies durch eine

(immer zu empfehlende!) Proberechnung iiberpriifen.

. - 3x+4 - 3x+4 o L
Probe: I LS =1,5x—3,5" T 1,5 — —— = — 2 = RS; richtig!
y 3x+4 oy
HEES — 0 0] 7 =—9x+3(3x+4) =12 = RS; richtig!

Damit gilt: L = {(.\'I_r)

3x+4
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Manchmal ist es von Vorteil, dau Additionsverfahren zweimal anzuwenden.
Wenn es gelingt, zuerst durch Elimination von y auf eine Gleichung der Form
e ddl]ll— yiederum ausgehend von dem uxsplum_lu,hun System —entspre-

chend auf eine Gleichung y = b zu kommen, so ist («¢|b) die Losung des Sys-
tems.

Beispiel 3:

I ey l0y=15 |9 [ 10

T 20 rdasy=g1 =2 i

[ 14x=T73 e 94+11-(—2)
[T" —35y = 57 [I'=1-104+11-(—3)
" x= 12 I nach x aufgelst
" y=—3 [I' nach y aufgeldst

Die Probe zeigt, dass wir damit eine Losung gefunden haben:
Probe: 1 6- ,4—|—10 (—33)=2%5
[1 2013 445 (—55) =132 — 213 = 211 — 31; richtig!
73 57
E= [{14[ o= ;w]:

9 _ 114 _ 105 _ 15; richtig!

Bei den zwei bisher behandelten Losungsverfahren fiir lineare Systeme von
zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten geht es jeweils darum, ein dquivalen-
tes System zu finden, in welchem eine Gleichung nur noch eine der beiden
Unbekannten enthilt. Deren Wert kann damit berechnet und in die andere
Gleichung eingesetzt werden. Damit gewinnt man eine Gleichung, in der nur
noch die zweite Unbekannte auftritt, sodass auch diese berechnet werden
kann. Nattirlich vereinfacht sich das Losungsverfahren sehr, wenn bereits im
urspriinglichen System eine Gleichung mit nur einer Unbekannten vor-
kommt. Solche Aufgaben konnten schon in 6.3 gelost werden.

+*3) Die Cramer’sche Regel

Gibt es fiir ein System von zwei linearen Gleichungen fiir zwei Unbekannte
eine Losungsformel? Wir wollen versuchen, diese Frage zu beantworten. Ein
solches Gleichungssystem hat allgemein die Form

I ax+by=e

[I cx+dy=1F.

Dabei sind a. b, ¢, d, e, fbeliebige Zahlen. Da durch sie das Gleichungssystem
festgelegt ist, muss dies auch fiir die Losungsmenge gelten; d.h., die even-
tuellen Losungen miussen sich aus diesen Koeffizienten berechnen lassen.
Wir versuchen, das System (I, IT) durch Aquivalenzumformungen auf die Ge-
stalt x = u A y = vzu bringen. Dazu beniitzen wir das doppelte Additionsver-
fahren:
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[ ax+by=ce | - d - {(=¢)

II ex+dy=f |-(=b) |-a

I' (ad — be)x = de — bf I'=1-d+11:-(—b)
[1" (ad — be)y = af — ce [I'=1-(—¢)+1l-a

Man erkennt, dass es moglich ist, das Eliminieren von y aus der ersten und
von x aus der zweiten Gleichung so vorzunehmen, dass bei der jeweils {ibrig
bleibenden Unbekannten derselbe Faktor ad — bc steht. Falls dieser von null
verschieden ist. kann man die Rechnung fortsetzen:

ek
= ; fl 5
ad — bc =
C_ - falls ad—bc+0.
P o
ad — be’

In diesem Fall besitzt das Gleichungssystem genau eine Losung und die Glei-
chungen 1", I1” stellen die gesuchte Losungsformel dar.
Wenn jedoch ad — be = 0 gilt, hat das System (I', II') die Form

[' 0-x=de—0bf

IT" 0-y=af—ce

und lasst sich nicht auf die Form x = u A y = v bringen. Man kann zeigen,
dass es in diesem Fall entweder keine oder unendlich viele Losungen gibt.
Vergleiche dazu die Beispiele 2 und 3 auf Seite 1411,

Die fir ad — be % 0 gefundene Losungsformel halten wir fest in

Satz 139.1: Das Gleichungssystem

ax+by=e
cex+dy=f

hat fiir ad — bc #+ 0 genau eine Losung, namlich
de—bf af — ce
= D !
ad — be ™ - ad — bc

Der Term ad — bc, von dessen Wert es abhingt, ob das Gleichungssystem
eindeutig losbar ist oder nicht, hei3t Determinante*® des Gleichungssystems.
Die zwei Losungsformeln in Satz 139.1, nach denen man die Losung berech-
nen kann, falls diese Determinante von null verschieden ist, werden als
Cramer’sche Regel** bezeichnet.

* determinare (lat.) = abgrenzen

** benannt nach Gabriel CRaMER (1704—1752), der dieses Verfahren 1750 als Anhang zu seiner Introduction a

lanalyse des lignes courbes algébrigues — »Einfiihrung in die Analysis algebraischer Kurven« — unter dem
Titel De 'évanouissement des inconnues — »Uber das Verschwinden von Unbekannten« — verdffentlichte.
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Fiir Determinanten gibt es eine besondere Schreibweise. vereinbart durch

£ a b
Definition 140.1: . =qg-d—>b-¢

heil3t zweireihige Determinante .

Wenn man sich die Differenz der bei-
den Produkte in Definition 140.1 na-
her ansieht, erkennt man folgende
Merkregel fiir die Berechnung einer
zweireihigen Determinante:

Zahl oben links - Zahl unten rechts
minus
Zahl oben rechts - Zahl unten links

Nennt man die 1m Determinanten-
schema von links oben nach rechts
unten verlaufende Diagonale Haupt-
diagonale und die andere Nebendia-
gonale, so ergibt sich fiir ad — bc der
in Abbildung 140.1 veranschaulichte
Merkspruch

»Hauptdiagonale
minus
Nebendiagonale«.
a b
Abb. 140.2 Gabriel CRAMER, gespro-
chen kramdr, d betont (31.7. 1704
¢ d Genf—4.1. 1752 Bagnols-sur Céze).
Abb. 140.1 Zur Berechnung einer zwei- Gemilde Robert GARDELLE
reihigen Determinante (1682-1766) zugeschrieben.

Auch die Ziahler der in der Cramer’schen Regel auftretenden Briiche kann
man als Determinanten schreiben. Es gilt ndmlich
e b : la e
, af—ce= :
d (i
Damit lasst sich Satz 139.1 in der folgenden Form schreiben, in der wir ihn
uns auch merken wollen:

de — bf =
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Satz 141.1: Die Cramer’sche Regel. Das Gleichungssystem
ax+by=e hat fi la b| 0 et s mlicl
T 1 : - () genau eine Losung, n: :
cx +dy =1 1t i Sl genau eine Losung, nimlich
A |
le & a e
d ¢
el e
a la b|
c d lc d|

Beispiel 1:

[ Sx+2p=2

II 3x—3y=4

Wir berechnen zuerst die Determinante des Gleichungssystems:

| 5 2 ! X ‘
i |=5(=3)—2:3=—15—6 = — 21; also nicht null.
3 A
Daher hat das Gleichungssystem genau eine Losung, die man nach der
Cramer’schen Regel berechnen kann:

2 |2
AN —14 2
X i — &= X = —
21 = 3
4 L=4(5—%)}
Bl & 14 2
P -— < J':-— << Y = —
= ] 3

Beispiel 2:
[ 1.5x—0,5y=3

1 6x—2y=1
50 s _
e oo =B 006 =0

Damit hat das System keine eindeutige Losung, die Cramer’sche Regel

ist nicht anwendbar. Ob es tiberhaupt losbar ist, konnen wir mit dem

Einsetzungs- oder dem Additionsverfahren entscheiden; man erhélt z. B.
I' 0-x40:y=11 ['=T1:-44T1-(—1)

IT' 6x—2y=1 1" =11

Da I' bei jeder Einsetzung die falsche Aussage 0 = 11 ergibt, 1st (I', I1')

und damit auch (I, IT) unlosbar, also L = { }.
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Beispiel 3:
[ 3x—yp=—
I[1 —6x+4y=1,5

T

—

=3.4—(—1):-(—=6) =
4| =2 (=1)-(=6)=10

|
o bajus

Es gibt also keine eindeutige Losung, die Cramer’sche Regel ist nicht
anwendbar. Durch Aquivalenzumformung des Systems erhalten wir

' 0-x+0:-y=0 ' =1-4+4111
[I' —6x+4y=1,5 Il = 1I

Da die Gleichung I' allgemein giltig ist, besteht die Losungsmenge aus
allen Losungen von II'. Somit gilt:

6x+ 1,5

L=1(x|y)|xeQay=
(x| p) | x A ) 4

*#/ur Geschichte der Losungsverfahren

Weder die Babylonier noch die Agypter noch die Griechen haben Verfahren entwickelt,
mit denen man, allgemein gesprochen, jedes System von n linearen Gleichungen mit »
Unbekannten 16sen kann. Soweit heute bekannt ist, finden wir zum ersten Mal ein

: o sy o : o
solches allgemeines Verfahren, nimlich das Additionsverfahren im 7 ﬁ _‘ﬁ‘ Vo3l

Chiu Chang Suan Shu —, den »Neun Biichern arithmetischer Technik« aus der friithen
Han-Zeit (202 v.Chr. — 9 n.Chr.). In Aufgabe 162/80 ist das erste dort behandelte
Problem wiedergegeben; 18 solcher Aufgaben enthilt das Lehrwerk, von 2 bis zu 6
Unbekannten. Interessanterweise haben die Chinesen iiberhaupt keine Zeichen fiir
ihre Unbekannten verwendet, sondern die Koeffizienten sauber in einem rechteckigen
Schema angeschrieben, sodass jedem klar war, dass in der ersten Zeile die x-Glieder, in
der zweiten die y-Glieder usw. stehen. (Die Chinesen schrieben ja von oben nach unten.
nicht wie wir von links nach rechts!)

Das umstindliche* Gleichsetzungsverfahren — man 16st jede Gleichung nach derselben
Variablen auf und setzt die erhaltenen Terme gleich — taucht in allgemeiner Form bei
dem Inder BRAHMAGUPTA (598 — nach 665) auf. Wie schon oben (Seite 123) gesagt,
beschiiftigten sich die Araber und daher auch das europiische Mittelalter kaum mit
Gleichungssystemen. Erste Ansitze dazu im Italien des spéten 15. Jh.s gelangten nach
Deutschland. Der Rechenmeister Christoff RupoLrF (um 1500 Jauer/Schlesien

vor 1543 Wien?) war der Erste, der Gleichungssysteme behandelte, nimlich 1525
in seiner Coff. Zwar brachte Michael StireL (1487 (?)—1567) durch seine gliicklichen
Bezeichnungen (siche Seite 123) einen Fortschritt; er rechnete aber wenig mit ihnen.
Der von ithm beeinflusste Johannes BuTeo (1492-1564/72) packte dann das Problem,
Gleichungssysteme zu losen, allgemein an, da ihm die bisherige Art und Weise des
Losens »sehr mithsam und schwer zu erfassen« war. Er fuhrt das Additionsverfahren

* Deswegen haben wir es nicht vorgefiihrt. EULER hilt es zwar fir den »natiirlichsten Wegs,
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an Aufgabe 149/20 vor. Als allgemeine Methode finden sich das Gleichsetzungs- und
das Einsetzungsverfahren dann bei Isaac NEWTON (1643-1727) in seiner Arithmetica
universalis (entstandenen 1673, gedruckt 1707). Einen besonderen Weg ist Gottfried
Wilhelm LemNiZ (1646-1716) gegangen. 1678 glaubte er, eine Regel gefunden zu ha-
ben, mittels derer die Lésung eines beliebigen linearen Gleichungssystems ohne weitere
Rechnung angegeben werden konnte. Er nennt es ein theorema pulcherrimum, einen
allerschénsten Lehrsatz. 1684 hatte er es geschafft, die Determinantenmethode war
geboren. Zwar verwendet er seine Erkenntnisse in Briefen, gedruckt wurden sie aber
erst 1903 bzw. 1972! Im uns so fernen Japan veroffentlichte 1683 Takakazu (oder auch
Kowa) SEKI (16421708 Tokio) die unabhiingig von LEIBNIZ von ihm erfundene Deter-
minantenmethode, die im 19. Jh. dort wieder in Vergessenheit gerat. Und so gebtihrt in
Europa dem Schweizer Gabriel CRAMER (1704-1752) das Verdienst, 1750 die allgemei-
ne Losungsregel mittels Determinanten angegeben zu haben. Das Wort »Determinan-
te« geht auf Carl Friedrich Gauss (1777-1855) zuriick, der in seinen Disquisitiones
arithmeticae 1801 von einem numerus determinans spricht. Augustin CAucHy (1789
bis 1857) verwendet es 1812 erstmals im heutigen Sinn, und Arthur CAYLEY (1821
bis 1895) fiihrte 1841 die Schreibweise mit den beiden senkrechten Strichen ein.

Abb. 143.1 Augustin Louis Baron Abb. 143.2 Arthur CaYLEY (16.8.1821
CaucHY (21.8.1789 Paris — 23.5.1857 Richmond — 26.1.1895 Cambridge)
Sceaux)
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Aufgaben

1. Fuhre das Gleichungssystem (I, I1) nacheinander in die diquivalenten Sys-
teme (I, II'), ..., (I"”, II"") iiber, sodass gilt:
In I’ hat x den Koeffizienten 1.
In II"” kommt x nicht mehr vor.
In II"" kommt x nicht mehr vor, und der Faktor bei y ist 1.
In I kommt y nicht mehr vor, und der Faktor bei x ist 1.
a) I 2x+3y=2 b) I 3x—11y=21
I1 4x—9y=—1 I 4x+ 7y =28

2. Weise mit Umformungen des Typs (A) und (B) nach, dass die Gleichungs-
systeme (I, IT) und (I*, IT*) dquivalent sind.
Bestimme sodann die Losungsmenge.

a) lx—-2y=0 [* x—2y=0
[l 4x+y=9 *9p=29
b) I 5x4+8y=—10 I* x+16y=—2
I1 3x+2y=1 [1* —7x=-—14
3. Bestimme die Losungsmenge nach dem Einsetzungsverfahren:
a) 2x+y=4 b) 3.5x+5y=0
x+y=3 21x+3y=6
¢) 9x+4y =55 d) 3x+y=14
—5x+ y=-—237 X+3y=6

4. Verwende das Additionsverfahren:

a) x+y=—28 b) 3x+ 12y =15
X—p=2 2x+ 8y =4

¢) 29x 437y =0 d) 2x -5y =186
13x—17y=90 3x+4y =279

5. a) Berechne durch zweimalige Anwendung des Additionsverfahrens (vel.
Beispiel 3, Seite 138) die Losung des Gleichungssystems
(11x + 15y = 40) A (21x — 31y = 13).
eb) Warum versagt die zweimalige Anwendung des Additionsverfahrens
bei dem System (16x + 24y = 53) A (6x + 9y = 2)?

*e6. Stelle mithilfe der Determinante des Gleichungssystems fest, ob dieses
genau eine Losung hat. Berechne diese gegebenenfalls nach der Cramer’-
schen Regel. Bestimme andernfalls die Lésungsmenge durch Aquivalenz-
umformungen.

a) 3x+4y=0 b) 8x -2y =1
4x —3y =25 —dx+y=—1
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¢) 3.6x—15y=738 d) 1,ix+21y=0
041 o 2.5_1' - 98 g". - '|"'|'_1‘ == U
Bestimme bei den Gleichungssystemen der Aufgaben 7 bis 16 die Losungs-
mengen.
7. 26x — 99y = 101 8. 56x— 63y = 4 9. 2x —4y=—4
47x — 72y = 242 35x 4+ 14y =33 el
10. 2x+ 3y =1 11. 6,5x — 104y =
10x+22y =17 —2.6x 139 =—_52
12. —3,24x+ 16,2y = 14,58 13ty =2
1,62x + 4,05y = 9,72 71X+ 55y =15
14. 0,7x +2y =19 15. 2x+2y =75 16. 2% — 5y —32
Fx—y=—102 1,2x—1,8y=—9 0,75x — 0,625y = 5
17. Fir welchen Punkt der Geraden mit der Gleichung x + 2y — 6 = 0 gilt:

18.

19.

20.

e21.

a) Der Punkt hat zwei gleiche Koordinaten.

b) Die Abszisse des Punktes ist doppelt so groB wie seine Ordinate.

¢) Die Ordinate ist um 3 grofler als die Abszisse.

Gib jeweils zuerst das zu losende Gleichungssystem an. Uberpriife die
Ergebnisse an einer Zeichnung.

Stelle fest, ob die Geraden g, und g, einen Schnittpunkt haben, und be
rechne gegebenenfalls seine Koordinaten.

a) g.:3x+2y—1=0 b) g,:25x—2y+2=0
g, x—y+3=0 g —x+3y—1=0

¢c) 2,:25x—08y+2=0 d) g,: 5x+225py+45=0
g —x+3y—1=0 g2:,:33x+%y—3=0

Eine einfache Aufgabe aus dem alten Babylon (um 2000 v. Chr.), gefunden
in Susa: Ein Viertel der Breite zur Linge addiert ergibt 7 Handbreiten,
Linge und Breite addiert macht 10 Handbreiten.

Eine Aufgabe von Geronimo CARDANO (1501-1576):
7 Ellen griiner Seide und 3 Ellen schwarzer Seide kosten 72 Pfund. 2 Ellen
griiner E:ezde und 4 Ellen schwarzer Seide kosten 52 Pfund.

Aufgabe 12 aus Buch [ der Zahlenlehre des DIoOPHANT (um 250 n. Chr.):
Jemand driickt 100 auf zwei verschiedene Arten als zweigliedrige Summe
aus, und zwar so, dass ein Summand der ersten Summe das Doppelte
eines Summanden der zweiten Summe ist und dass der andere Summand
der zweiten Summe das Dreifache des anderen Summanden der ersten
Summe ist. Wie heiBlen die Summanden?
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6.5 Lineare Gleichungssysteme mit mehr als zwei Gleichungen
oder Unbekannten

Ein lineares Gleichungssystem besteht allgemein aus m linearen Gleichungen
mit 7 Unbekannten. Ist m < n, dann heifit das System unterbestimmt, im Fall
m > n iiberbestimmt.

Zur Bestimmung der Lésungsmenge wird wieder das Verfahren der Aquiva-
lenzumformungen angewandt. Man kommt auch hier mit den Schritten (A)
und (B) aus (vgl. Seite 133). Durch schrittweises Eliminieren von Unbekann-
ten lasst sich immer ein dquivalentes System finden, dessen Losungsmenge
unmittelbar ersichtlich ist. Grundsitzlich lduft das Verfahren wie bei zwei
Gleichungen mit zwei Unbekannten.

Beispiel 1:
[ 3x—2y-+35z2=23

I 2x+d4y—z=-—3 (m=3,n=3)
III. 5x+2y+2z=14
I 13x+ 18y =8 I'=1+41I-5
II' 2x+ 4y —-z=—3 RS 1
[II' 9x+10y =38 [II' =TT+ I1- 2
[ 16x = 32 [“=II"-9+1T1:(=5)
[I" 9x4+10y =38 1" = IIT’
1" 2x4+ 4y—z=-3 1" = 11
P =12 b e
[ 10y = —10 [ =II" —1"-9
[II" 4y —z=—-17 7 =T ] 2
["" x=2 Jattt = 2t
ey =1 A [
| e I = 11" - 4 — 111"

L={@I-1]3)}

Natiirlich eignet sich auch das Einsetzungsverfahren zum Lésen solcher Glei-
chungssysteme. Seine Anwendung soll noch einmal an Beispiel 1 aufgezeigt
werden. Dazu losen wir z. B. die Gleichung I nach 2y auf (weil alle Koeffizien-
ten bei y gerade Zahlen sind!) und setzen den erhaltenen Term gleich in II und
[1I ein:

2y=3x+52z-23
II" 2x4+2Bx+52—-23)—z=—3 <« 8x+9z=43
[II'" 5x+(3x+5z—23)+2z=14 <> 8x+ 7z=137
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[ 2y=3x+5z2—23 [ =T
[1" 8x =43 —9z [1" nach 8x(!) aufgelost
[11” (43 —-9z2)+7z=37< —2z2=—0 8x in III" eingesetzt
[y —5 11" nach z aufgelost
[1" 8x=43 =93 s x=2 z in II” eingesetzt
I 2y =32+ 53 —23 <= p=—1 x und z in [" eingesetzt

Beispiel 2:

I x+3y=-—17
[I 2x—5y=30 (m=3,n=2)
[II Tx+4y =19
F x4+ 3y=—17 =
I1’ 11y =44 N'=I11-1-2
11 17y = 68 [II' =111 —-1-7
[" x+3y=—-7 [i= ]
I y=—4 " =1I": (—35)

11" 0'=0 1" =1II"-17 + III' (kann im Folgen-
den weggelassen werden, da allgemein
gliltig)

F e S [Ri=r =il 3
1" y=—4 =11
L={(5]-4)}

Die Losbarkeit in Beispiel 2 beruht darauf, dass man zu einem dquivalenten
System gelangt, welches eine allgemein giiltige Gleichung enthdlt. Es bleiben
dann nur noch zwei Bestimmungsgleichungen fiir die zwei Unbekannten tib-
rig. In der Regel wird dieser Fall nicht eintreten. Ein iberbestimmtes System
isti. A. nicht I6sbar, da normalerweise bereits ein Teil des Systems eine eindeu-
tig bestimmte Losung hat, die den iibrigen Gleichungen nicht mehr gentigt.
Ersetzt man etwa die Gleichung III von Beispiel 2 durch I11* 7x + 4y = 20, so
hcsn;l das System (I, IT, I11*) keine Losung. Denn aus I und ll folgt bereits

= 5 und y = — 4; doch liefert I11* mit diesen Werten die falsche Aussage
19 = 20.
Beispiel 3:

[ 2x— Sy+11z=31
I 3x+15y— 4z=15
' 2x—Sy+11z= 31 T

II' 9x + 29z = 108 '=1-3+1I
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I" —45p+41z =63 I"=I-9-1I'-2
et Fe=12 11" =115

[ y=—F+%z TI=T( ) )
" x=12—-2%2; =g

Man kann also z willkurlich wahlen; zu jedem Wert von z gibt es genau
ein x und y. Das System hat somit unendlich viele Losungen:

L={x|yl2)lx=12—%zny=—I+%zrzeQ}.

[st die Anzahl der Gleichungen kleiner als diejenige der Unbekannten, so hat
das System im Allgemeinen unendlich viele Lésungen. Es kann aber auch der
Fall eintreten, dass es unlosbar ist, wie z. B. das System

[ x+y+z=1

I x+y+z=2.

Aufgaben
o=y 2. x—3z=—38
3x+y =22 3x—z=0
—3x+9%+z=-28 x+yp+z=3
3.2x42z=3 4 x+y—z=1
x—6y—2z=14 x—y—z=0
5x4+4y+3z=5 X+3y—z=2
S. x—y+2z=11 6. x+2y+5z=350
xX+y—2z=—17 3Ix—Ty+z=10
3 x —4y —Tz =27 13x 4+ 4y —3z=— 30
T —3xL3y - z=13 8.2x+4y—11z=6
Tx—4y—z=2 O —Ty+5z=2
X+6y+z=28 12x — 26y +43z =0
9.2x—3y+52=0 10. x—y =0
3x+35y—2z=0 y—z=0
Sx—2y+3z=0 z—x=10
Il.x—y—z=1 12. 7x+4+ 3,75y — 1,52 =9
S5x+4y+z=—1 ix+3y—3%z=4%
13. x+ 2y =1 14.8x— 11y =3

4x —3y=—29 13: y
3x+17y =36 2x—9y =10
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15. x+y—z=—1 16. x+y—z4+w=0
XxX—y—z=3 x—p—z—w=0
2y 4 3z—w=—73 X+y+z—w=35
—2x+2z+3w=—35 X—y+z+w=3
17. 2x —y+3z=—17 18. 3x+4y—5z+5w=13
x+4y—2z=8 Sx—3y+4z—19w=—-10
3x+2y+z=0 2x —Sy+z—2w=—11
6x—3y+4z=—11
19. Zwei Beispiele aus der Zahlenlehre des D1oPHANT (um 250 n. Chr.):
a) x+y=20 b) x=y+3z
y+z=30 y=2z+3x
z+x =40 z=10+13)

20.

* Drei Zahlen zu finden, deren erste mit einem Drittel der
iibrigen 14 macht. Die zweite mit einem Viertel der an-
deren 8, Die dritte ebenso mit dem fiinften Teil der dibri-
gen 8.

%

. Aufgabe 21 findet sich bei den In-

Johannes BUTEO (1492-1564/72) 16st in seiner Logistica (1559) folgende
Aufgabe als Beispiel fiir das Additionsverfahren. Text und Ansatz lau-
ten*:

Tres numeros inuenire, quorum pris
mus cum triente reliquoram faciat:4. Ses
cundus cum aliorum quadrante 8. T ertius
item cum parte quinta reliquorum g.

1A+4iB+1C =14
1B+ 3;4+;C=8
1IC+34+3B=28

. Das Problem der 100 Vigel erscheint zum ersten Mal im Chang Ch'iu-chien

Suan Ching — »Arithmetisches Handbuch des CHANG Ch’iu-chien« — um
475 n.Chr.:

Ein Hahn kostet 5 sapeks, eine Henne 3 sapeks, und 3 Kiiken 1 sapek.
Wenn wir nun fiir 100 sapeks 100 dieser Tiere einkaufen, wie viele sind es
dann von jeder Sorte?

Adam Rifen.

| Bipefauff.

) |
dern, den Arabern, in Byzanz und
schlieBlich bei fast allen Mathemati-
kern des Abendlandes in allen mog-
lichen Variationen, auch mit 4 und 5
Arten von Vogeln oder anderem Ge-
tier. Ein Beispiel hierfiir ist die neben-
stehende Aufgabe aus dem Rechen-
buch auff Linien und Ziphren (1574)
des Adam RiEes (1492-1559).*%*
Beachte: f; ist die Abkurzung fur |
Gulden: ort bedeutet ein Viertel.

Stetm/ciner hat 100. f7. dafiir wil e 100.
haupt Biheg fauffen 7 nemidh ¢+ Ochfens
Scbyrocin/ Kalbers vnd Sceiffeny foft cin Oche
4 f. ¢in Sechrocin anderthalben fr. cin Kalo
cinen halben f. ond ¢in BSeif cin ort von cinems
fz. roie viel fol exjealicher haben fitebictoo. f; 2

Ohne Bild steht sie bereits in der Erstauflage von 1522,
der Rechenung auff der linilien vnd federn. |




150 6 Lincare Gleichungssysteme

6.6 Gleichungssysteme, die auf lineare Gleichungssysteme
zuriickfiihrbar sind

In vielen Féllen gelingt es, nicht lineare Gleichungssysteme in lineare umzu-
wandeln. Die dabei verwendeten Rechenschritte sind aber im Allgemeinen
keine Aquivalenzumformungen. In der Regel kann man nur sagen: Wenn
das urspriingliche System eine Losung hat, so ist diese in der Losungsmenge
des aus 1hm abgeleiteten Systems enthalten. Aber nicht jede Losung des neuen
Systems muss auch eine Losung des urspriinglichen sein. Daher ist durch
eine grundsdtzlich notwendige Probe festzustellen, welche Losungen aus der
Losungsmenge des neuen Systems auch dem urspriinglichen Gleichungssys-
tem genugen.

Beispiel 1:

l 2x—y—1 3
a0
5 2
Il =0

4x—5y—9 . Zy—1

[st (x|y) eine Losung, so geniigt diese auch den folgenden Gleichungs-
systemen.

P T@x—y—D=-—30c+3y—2) " . "I 1lx+ 2y=+13
I 20+ 2y —1)= 2(4x —35y—=9) [1" 27x+ 20y = — 13
Als Losungsmenge des Systems (17, I1”) erhilt man in bekannter Weise
L"={(1]—2)}. Obx =1und y = — 2 auch dem System (I, II) geniigen,
muss noch geprift werden.
2+2—1 3 3

Probe: 1 LS = =—=—_—=RS

- 62 g0 sl

s 5 2 ST
I B =(0=RS

e S T B

Das urspriingliche System hat also die Losungsmenge L = {(1]|—2)}.

Beispiel 2:
= ip—5

.". =2
Tx+2y—3
II 8x—13y=3
Ist (x|y) eine Losung, so geniigt diese auch den folgenden Systemen:
" 3x—y—5=2(Tx+2y—3) [“ilx+ Sy= 1

g _

II' 8x—13y =134 [I" 8x—13y =34

|

g
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Daraus ergibt sich I x= 1
llu.l _1' = .2
3+2—5 .
Probe: 1 LS = —— sinnlos, da Nenner = 0.

Die Annahme, dass das System lsbar sei, hat also zu einem Widerspruch
geftihrt. Die Losungsmenge des Gleichungssystems ist somit die leere
Menge.

Beispiel 3:

* substituere (lat.) = an die Stelle einer Person oder Sache setzen

1 3

I 4+ —=1
=2t
3 3

I = —==1
o R

L

: : b 1 : :
Da die Unbekannten nur in der Verbindung — bzw. — auftreten, emp-
X y

fichlt es sich, fiir diese Ausdriicke Abkiirzungen, z. B. ¥ und v, einzufiih-
ren; d.h., wir machen folgende Substitution™:

In den neuen Unbekannten u, v erhalten wir dann das lineare Gleichungs-
system:

I’ b p | [ 1
u+uv=1 U= 5
e
; I
II' 3u—v=1 [1 1:2
Aus (S) ergibt sich dann
I11 l —i [EE =
% D R
L
3 1 ’
e V' y=6
Probe: 1 LS .I - 1 = RS [1 L‘)'—3 3—1 RS
robe. ,._—2—1—-6 == ‘_é_{i__ — Ny

Die Losungsmenge von (I, IT) ist also L = {(2|6);.




152

6 Lineare Gleichungssysteme

Beispiel 4:

6 2
X _1'. x+ y+1
—3 4

§ + =3
x+y x+y+1

Substitution: (S) -
x+y

Fur u und v ergibt sich folgendes lineare Gleichungssystem:
I' 2u+ v=-—1 I

[I" —u+2v= 3

2

& S
xtp+1

Fir die Unbekannten x und y erhalten wir durch Einsetzen in (S):

M x+yp=—3
IV x4+yp41=2

' x4+ y=-3
IV x+p=

| Widerspruch!

Das urspringliche System hat demnach keine Losung; L =

Aufgaben
x+30
1. =
y+1
1 2
=)
2y—6  3(x—1)
2 I

"Mx—6y+2 14y—19x—9

8y—3x—6 3

{350

S =10
X }
703

+ = =20
X }

Dan) Lo
L =
QX
P
—= s
3y — 4z
x—4y+15z ;
8x+y—6z '
14 15
+ = =44
X )
220 2%
e BT



9. 5x——=13 10. — + 3y =1
y x
10 i 15
) x
1 3 10 3
o M =5 jp Ml B i e WA o
x+y+1 x—y+1 x+2y—1 x+2y+8
4 9 4 10 : 6 5h
x+y+1 x—y+1 = x+2y—1 AT 2y 8 0
1 i
13. —— o =0
2x—10y+30  3x+2y—11
—17 6
£ = 0,2

5018 | Gea Ty

Fo @i 2 1 3
4. —+-+-=14 15: = — — =
N g i ) N d
1 & 5 by 1 ; DL D
2 L 7 .2 ) y+z 4
2 3 1 3 5 6 4 5
N _‘_ — = S =
x Ay 3z 2 x+y y+z x4z 12

6.7 Textaufgaben

6.7.1 Bestimmung von Zahlen
1. Addiert man zu einer Zahl das Dreifache einer anderen, so ergibt sich 18.
Subtrahiert man dagegen vom Dreifachen der ersten Zahl die zweite, so
erhilt man 4. Wie heillen die Zahlen?
2. Die Summe zweier Zahlen verhilt sich zu ihrer Differenz wie 13:22. Die
doppelte Summe der Zahlen tibertrifft ihre Differenz um .

e

. Die Differenz zweier Zahlen ist eine gerade Primzahl. Thre Summe ist
gleich dem Quadrat dieser Primzahl.

4. Zwei natiirliche Zahlen verhalten sich wie 2:7. Die kleinere ist in der

groBeren dreimal enthalten, wobei 9 als Rest bleibt.

Ln

. Eine zweiziffrige Zahl ist viermal so grof} wie die Quersumme. Vertauscht
man die beiden Ziffern, so erhilt man eine um 18 groBere Zahl.
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Die Zehnerziffer einer dreistelligen Zahl ist 6. Vertauscht man die Einer-
mit der Hunderterziffer, so ergibt sich eine um 99 gréBere Zahl. Vertauscht
man dagegen die Einer- mit der Zehnerziffer, so verkleinert sich die Zahl
um 18.

. Eine dreistellige Zahl, deren Wert sich bei Vertauschung der beiden ersten

Ziffern nicht dndert, hat die Quersumme 15. Vertauscht man die beiden
letzten Ziffern, so nimmt sie um 27 zu.

. Eine zweistellige Zahl ist durch 9 teilbar. Vertauscht man ihre beiden Zif-

fern, so ergibt sich eine Zahl, die um die Quersumme groBer ist.

. Eine dreistellige Zahl ist durch 11 teilbar. Auf ihrer Zehnerstelle steht die

Ziffer 8. Vertauscht man die Einer- mit der Hunderterziffer, so ergibt sich
eine um 198 groBere Zahl. (Anleitung: Eine Zahl ist durch 11 teilbar, wenn
ihre »alternierende Quersummec, das hei3t die Summe der an 1., 3., 5.,
usw. Stelle stehenden Ziffern vermindert um die Summe der an 2., 4., 6.,
usw. Stelle stehenden Ziffern durch 11 teilbar ist.)

Aus einer dreistelligen Zahl gewinnt man zwei vierstellige Zahlen, indem
man eine gewisse Ziffer einmal davor setzt, das andere Mal hinten an-
hangt. Die Summe der so gewonnenen neuen Zahlen ist 11 803, ihre Diffe-
renz 3069. Wie heil3t die urspriingliche Zahl und welche Ziffer wurde ange-
hdangt? (Anleitung: Fiihre die neuen Zahlen als Unbekannte ein!)

VergroBlert man bei einem Bruch Zihler und Nenner um 1, so nimmt er
den Wert 4 an. Verkleinert man hingegen Zihler und Nenner um 3, so

erhilt der Bruch den Wert £. Wie heiBt der urspriingliche Bruch?

Subtrahiert man vom Zihler und vom Nenner eines Bruches die Zahl 6, so
erhilt er den Wert £. Verdoppelt man dagegen den Zihler und addiert zum
Nenner 3, so erhdlt der Bruch den Wert 3. Wie heif3t der Bruch?

Zwei Zahlen verhalten sich wie 2: 3; die Summe ihrer Kehrwerte ist 5.
Zwei naturliche Zahlen verhalten sich wie 7: 3. Dividiert man die groBere
durch die kleinere, so bleibt 37 als Rest.

Eine zweistellige Zahl verhilt sich zu der durch Vertauschung ihrer Ziffern
entstehenden Zahl wie 8 : 3. Teilt man die kleinere der beiden Zahlen durch
thre Zehnerziffer, so ergibt sich 13, Rest 1.

Eine vierstellige ungerade Zahl ist durch 25 teilbar. [hre Quersumme hat
den Wert 26. Addiert man die Zahl zu derjenigen, die durch Umkehrung
ihrer Ziffernfolge entsteht, so erhilt man 12661.

Eine Zahl liegt zwischen 300 und 400. Sie ist 36-mal so grof3 wie ihre Quer-
summe; 1thre Zehnerziffer verhilt sich zur Einerziffer wie 1:2.

Die Summe zweier Zahlen verhilt sich zur Differenz wie 3 : 1, die Differenz
zum Produkt wie 1:6.
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Die Quadrate zweier natiirlicher Zahlen unterscheiden sich um 93. Wie
lauten diese Zahlen?

20. Aufgabe 18 des 1. Buches der Apt9unzirs des DiopHANT (um 250 n. Chr.):

Drei Zahlen sind gesucht, sodass je zwei zusammen die jeweils dritte ent-

weder um 20 oder um 30 oder um 40 iibertreffen.

6.7.2 Teilen und Verteilen

4 I

23.

24.

o 25,

26.

Eine Anzahl Personen ist auf zwei Rdume verteilt. Gehen 13 Personen aus
dem zweiten in den ersten Raum, so sind dort doppelt so viele wie im
zweiten. Wenn sich noch weitere 12 Personen aus dem zweiten in den
ersten Raum begeben, befinden sich in diesem gerade viermal so viele wie
im zweiten Raum. Wie groB ist die Gesamtzahl der Personen und wie viele
befanden sich anfangs in den einzelnen Rdumen?

. Die Schiilerzahlen zweier Klassen verhalten sich wie 4:5. An einem be-

stimmten Tag fehlen in der einen Klasse 2, in der anderen 1 Schiiler, wo-
durch das Verhiltnis der Schiilerzahlen 3 : 4 wird. Wie viele Schiiler besu-
chen jede Klasse?

Bei einer Gesellschaft verhielt sich die Anzahl der Herren zur Zahl der
anwesenden Damen wie 3:2. Nachdem drei der Herren sich vorzeitig
verabschiedet hatten, kamen noch zwei Ehepaare hinzu. Nun verhielt sich
die Anzahl der Herren zu derjenigen der Damen wie 5 : 4. Wie viele Da-
men und Herren waren zu Beginn anwesend?

Karl und Otto kaufen zusammen ein Los fiir 10 €, wozu Karl 6 € und
Otto 4 € beisteuern. Sie gewinnen eine groflere Summe, die sie im Ver-
hiiltnis ihrer Einsitze aufteilen. Karl kauft sich von dem Gewinn ein
Grundstiick um 60 000 €. Otto ein Auto um 27000 €. Danach verbleibt
Otto gerade noch doppelt so viel wie Karl. Wie grod war der Gewinn
und wie viel erhielt jeder davon?

Kunze und Link griinden ein Geschiift, an dessen Grundkapital jeder mit
einer gewissen Summe als Geschiftseinlage beteiligt ist. Das Doppelte
des Anteils von Kunze ist um 5000 € groBer als der dreifache Anteil von
Link. Der Gewinn nach dem ersten Geschéftsjahr wird anteilméBig auf
die beiden Partner verteilt. Kunze erhilt dabei um 22500 €, Link um
13500 € weniger als seine Einlage. Wie groB3 ist das Grundkapital des
Geschiifts und mit welchen Summen sind die beiden Partner daran betei-
ligt? Welchen Gewinn erzielten sie im ersten Jahr?

Zur Belieferung ihrer Kunden 146t eine Firma eine Anzahl gleich schwerer
Kisten auf zwei Lastwagen von 1,5 t bzw. 2 t Tragkraft verladen. Sie wer-
den auf die beiden Wagen im Verhaltnis der Tragfahigkeit verteilt. Beim
ersten Kunden werden vom kleineren Wagen 20, vom grofleren 10 Kisten
abgeladen. Nun enthalt der groBere Wagen doppelt so viel Ladegut wie
der kleinere. Wie viele Kisten befanden sich urspriinglich auf jedem Wagen?
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Ein erstes Petroleumfass enthélt 8 1 weniger als ein zweites. Gie3t man
nun aus dem zweiten 281 in das erste Fass, so enthélt dieses dreimal so
viel wie jenes. Wie viel Liter Petroleum waren anfangs in jedem Fass?
Ein Bauer hat auf seinem Hof 23-mal so viel Hiithner wie Kiihe. Alle
Hithner und Kiithe zusammen haben 90 Fulle. Wie viele Hithner und
Kiihe sind es?

Ein Buchhandler bezieht drei verschiedene Sorten von Biichern zum Preis
von 40 €, 12€ und 7 € pro Stiick. Es sind insgesamt 100 Biicher, und
die Rechnung lautet auf 1000 €. Wie viele Biicher von jeder Sorte waren

es?

. Aus dem griechischen Papyrus Michigan (1. Hilfte des 3. Jh.s n. Chr.):

9900 Drachmen* sollen an 4 Personen verteilt werden. Dabei erhilt die
vierte Person 300 Drachmen mehr, als die drei anderen zusammen erhal-
ten; die dritte Person erhilt 300 Drachmen mehr, als die erste und zweite
zusammen erhalten; die zweite Person schlieBlich erhilt mehr als die erste.
und zwar um 5 dessen, was die erste bekommt. Wie viel erhélt jeder?

.3 Mischungsaufgaben

Mischt man 7 kg einer ersten Kaffeesorte mit 9 kg einer zweiten Sorte,
so ist der Preis fiir 1 kg der Mischung 10,25 €. Werden jedoch 9 kg der
ersten mit 7 kg der zweiten Sorte gemischt, so kommt 1 kg der Mischung
auf 9,75 € zu stehen. Was kostet 1 kg der ersten bzw. zweiten Sorte?

. Yon zwei Kaffeesorten kostet 1 kg der ersten 10 €, 1 kg der zweiten 14 €.

Welche Mengen von beiden Sorten miissen gemischt werden, wenn 1 kg
der Mischung 11 € kosten soll und auBerdem von der zweiten Sorte 5 kg
weniger als von der ersten in der Mischung enthalten sein sollen?

Wird eine bestimmte Menge Salzldsung mit 187.5 cm® Wasser verdiinnt,
so ergibt sich eine 10 %ige Mischung. GieBt man noch weitere 375 cm?
Wasser dazu, dann enthilt die neue Losung nur noch 5% Salz. Wie viel
Gramm Salzlésung waren urspriinglich vorhanden und wie hoch war ihr
Prozentgehalt? (Fiihre die Masse des urspriinglich vorhandenen Wassers
und die des darin gelosten Salzes als Unbekannte ein!)

Von zwei Gefillen enthilt das eine 5 %ige, das andere 12 %ige Salzlésung.
Schuttet man den Inhalt beider Gefille zusammen, so ergibt sich eine
9.2%ige Losung. Wird diese noch mit 650 cm? reinem Wasser verdiinnt,
so sinkt ihr Salzgehalt auf 4 %. Wie viel Gramm waren urspriinglich von
jeder Losung vorhanden?

Mischt man 200 cm? einer ersten Salzldsung mit 150 cm? einer zweiten, so
ergibt sich eine Losung von der Dichte 1,08 g/cm?. Nimmt man dagegen

dpay g (drachmeé) = eine Handvoll (kleinerer Miinzen), meist eine Silbermiinze mit von Gegend zu Gegend
verschiedenem Wert.
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150 cm*® der ersten und 200 cm? der zweiten Losung, so hat die Mischung

die Dichte 1,09 g/cm®. Welche Dichte haben die beiden Ausgangslésun-
a1 7

gen

gen':

Luft ist (im Wesentlichen) eine Mischung der Gase Sauerstoff und Stick-
stoff. Sauerstoff hat unter Normalbedingungen (0 °C. 1013 hPa) die Dich-
te 0,00143 kg/dm?, Stickstoff 0,00125 kg/dm?> und Luft 0,00129 kg/dm?.
Wie viel kg Sauerstoff bzw. Stickstoff befinden sich unter Normalbedin-
gungen in einem Zimmer von 5Sm Linge, 4 m Breite und 2,5m Hohe?

Wenn man 2 g einer ersten Goldsorte mit 3 g einer zweiten mischt, entsteht
eine Legierung vom Feingehalt* 500. Mischt man dagegen 7 g der ersten
Sorte mit 3 g der zweiten, so erhilt man eine Legierung vom Feingehalt
425. Bestimme die Feingehalte der beiden Goldsorten.

. Eine Goldlegierung wird mit 1,3 g Kupfer verschmolzen, wodurch eine
B

Legierung vom Feingehalt* 553,5 entsteht. Nachdem noch weitere 2 g
Kupfer hinzugegeben wurden, hat die Legierung den Feingehalt 369. Wie
viel Gramm der urspriinglichen Legierung wurden verwendet und wel-
chen Feingehalt hatte sie?

. Das Epigramm** des METRODOROS (330 n. Chr.):

Schmied einen Kranz mir, du Kiinstler! Nimm Gold und Kupfer zur Mi-
schung, gieB auch Zinn noch hinzu und hartes Eisen! Denn sechzig Mi-
nen*** wiege der Kranz: Das Gold mit dem Kupfer zusammen wiege zwei
Drittel vom Ganzen; das Gold mit dem Zinne zusammen wiege drei Vier-
tel davon; das Gold mit dem Eisen hinwieder wiege drei Fiinftel vom
Kranz. Nun sag mir genauestens, wie viel du Gold benotigst dazu, wie
viel von dem Kupfer, wie viel du Zinn auch bendétigst, und sag, wie viel
Eisen brauchst du am Ende, dass ein Kranz mir entsteht von sechzig
Minen zusammen.

6.7.4 Bewegungsaufgaben

40.

41.

*

L2 ]

Klaus und Heinz wohnen in zwei Orten, die 22,5 km voneinander entfernt
sind. Um sich zu treffen, gehen sie einander entgegen. Heinz bricht um
8 Uhr auf, wihrend Klaus sich erst eine Viertelstunde spater auf den
Weg macht. Sie begegnen sich um 10.38 Uhr. Waren beide gleichzeitig
weggegangen, hitten sie sich nach genau 23 Std. getroffen. Wie viel km
legte jeder in der Stunde zurtck?

Ein Schleppzug durchfihrt auf der Donau die 288 km lange Strecke von
Passau nach Wien stromabwirts in 14 Std. 24 Min., stromaufwirts in

Der Feingehalt ist der in Promille der Gesamtmasse ausgedriickte Gehalt an reinem Edelmetall.
Emiypopuue (epigramma) = Aufschrift, Inschrift, hier Sinngedicht, eine poetische Form, in der ein Gedanke
in konzentrierter Weise dargestellt wird.

uvd (mna), lat, ming, ein orientalisches Lehnwort, bezeichnet eine Gewichtseinheit. die in Griechenland
entweder 623,7 g (dgindisch) oder 436.6 g (attisch) entsprach.
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32 Std. Berechne die mittlere Eigengeschwindigkeit des Schleppzuges und
die mittlere Stromungsgeschwindigkeit des Flusses.

Ein Schwimmer steigt in einen Fluss und versucht zunidchst 1 Minute lang
gegen die Stromung zu schwimmen. Er wird dabei jedoch 42 m abgetrie-
ben. Daraufhin wendet er und schwimmt nun 3 Min. mit der Stromung.
Er steigt 492 m von seinem Ausgangspunkt entfernt an Land. Wie viel
Meter pro Sekunde legte er gegeniiber dem Wasser im Durchschnitt zu-
rick und wie groB3 war die Stromungsgeschwindigkeit des Flusses?

. An einem Fohntag startet in Furstenfeldbruck ein Diisenflugzeug zu ei-

nem Testflug. Als Priifstrecke dient die Entfernung zwischen einer be-
stimmten Marke auf dem Flugplatz und dem Gipfel der Zugspitze; sie
betragt 88,4 km. Fiir den Hinflug stoppt der Bordfunker eine Zeit von
2764 s, fiir den Riickflug 260 s. Wie groB3 war die Eigengeschwindigkeit des
Flugzeugs und diejenige des Windes, wenn man annimmt, dass die Flug-
strecke genau in Windrichtung verlief? Wurde die »Schallmauer« durch-
brochen? (Schallgeschwindigkeit: 340 m/s)

Ein Lastwagen fahrt von Miinchen auf der Autobahn nach Niirnberg.
20 Min. spiter folgt ihm ein Personenkraftwagen, derihn in 1 Std. einholt.
Nach weiteren 20 Min. hat der Personenkraftwagen einen Vorsprung von
10 km. Berechne die Geschwindigkeit des Last- bzw. Personenkraftwa-
gens.

. Otto und Klaus tragen in einem Stadion ein Radrennen aus. Nachdem

Otto 55 Runden gefahren ist, wird er von dem schnelleren Klaus zum
ersten Mal iiberrundet. Beim Uberholen stiirzt jedoch Klaus vom Rad,
zum Gluck ohne ernstere Folgen. Bis er von neuem starten kann, ist
Otto um 105 m weitergefahren. Klaus fahrt mit der fritheren Geschwin-
digkeit und holt Otto nach 94,5 s erneut ein. Wie viel km/h betragen die
Geschwindigkeiten der beiden Fahrer?

Auf einer geschlossenen Aschenbahn von 350 m Linge starten zwei Liu-
fer von demselben Punkte aus in entgegengesetzter Richtung. In dem Au-
genblick, in dem der schnellere gerade die halbe Bahn durchlaufen hat,
betrdgt der Abstand der beiden Laufer noch 163 m. Sie begegnen sich zum
ersten Mal genau 25s nach dem Start. Welche durchschnittliche Ge-
schwindigkeit hat jeder der beiden Laufer?

Klaus und Peter starten gleichzeitig zu einem Wettlauf. Die Geschwindig-
keit von Klaus ist um 12,5% grofer als die von Peter. Nachdem Klaus
zum 340 m entfernten Ziel gelangt ist, kehrt er sofort um und trifft beim
Riicklauf auf Peter, genau 40 s nach dem gemeinsamen Start. Wie grof3
sind die Geschwindigkeiten der beiden Léufer und in welcher Entfernung
vom Startpunkt treffen sie zusammen?

Von zwei ineinander greifenden Zahnridern hat das eine 8 Zahne mehr
als das andere. 5 Umdrehungen des kleineren Rades entsprechen gerade
3 Umdrehungen des grofleren. Wie viel Ziahne hat jedes der beiden Rider?
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Bei einer Schnellzugslokomotive macht auf einer Strecke von 441 m das
Laufrad 112 Umdrehungen mehr als das groBere Treibrad. Auf je 7 Um-
drehungen des Laufrads kommen 3 Umdrehungen des Treibrads. Wie
viele Umdrehungen macht das Treibrad auf einer Strecke von 10,5 km?

6.7.5 Aufgaben aus der Geometrie

n
-

tn
o0

. In einem gleichschenkligen Dreieck verhilt sich der Winkel an der Spitze

zu einem Basiswinkel wie a) 6:7, b) 23 :1. Berechne alle Winkel des
Dreiecks.

. Von den Winkeln o, f und y eines Dreiecks verhilt sich o zu ff wie 5 zu 6,

B zu y wie 2 zu 3. Bestimme die drei Winkel.*

. Die Hilfte eines Umfangswinkels ist um 6° kleiner als der dritte Teil des

zugehorigen Zentriwinkels. Bestimme die beiden Winkel.

. Von den drei aufeinander folgenden Winkeln =, f3, y eines Sehnenvierecks

messen o« und ff zusammen 213°, f und y zusammen 231°. Berechne simtli-
che Winkel des Vierecks.

. In einem gleichschenkligen Dreieck von 32,5 cm Umfang ist ein Schenkel

5-mal so lang wie der dritte Teil der Basis. Berechne die drei Seiten.

. Ein rechteckiger Bogen Papier vom Format DIN A4 hat einen Umfang

von 102 cm. Die Seiten verhalten sich (ziemlich genau) wie 10: 7. Bestim-
me Lénge und Breite.

56. Die Mittelparallele eines Trapezes misst 6,8 cm. Die beiden parallelen

Seiten verhalten sich wie 7: 10. Berechne ithre Lange.

In einem Tangentenviereck mit den aufeinander folgenden Seiten a, b, ¢, d
sind ¢ und ¢ zusammen 84 cm lang, wihrend b und d sich wie 10: 11
verhalten. Berechne b und d.

. In einem Tangentenviereck mit den aufeinander folgenden Seiten a, b, ¢, d

betrdgt die Summe aus ¢ und b 14 cm, ferner verhilt sich a zu d wie 4 : 7.
Wie groB sind die vier Seiten, wenn der Umfang 40 cm betrédgt?

. Die Fliche eines Rechtecks bleibt ungedndert, wenn man die erste Seite

um 2 cm grofBer, die zweite um 1 cm kleiner macht. Verkleinert man hinge-
gen die erste Seite um 1 cm und vergroBert die zweite um 2 cm, so hat das
neue Rechteck einen um 3 cm? gréBeren Flicheninhalt. Berechne die Sei-
ten des urspriinglichen Rechtecks.

* Der deutsche Dichter und Mathematiker Abraham Gotthelf KAsTNER (27.9.1719 Leipzig — 20.6.1800 Gt
tingen) brachte 1764 die Sitte auf, die Innenwinkel eines Dreiecks mit «, f und y zu bezeichnen. Allgemein
iiblich wurde diese Bezeichnungsweise seit 1826 durch den deutschen StraBenbauingenieur und Mathemati-
ker August Leopoeld CReLLE (17, 3.1780 Eichwerder bei Wriezen — 6.10.1855 Berlin), der zahlreiche Rechen-

biicher ver

angeschene Fachzeitschrift, begriindete.

sste und 1826 das heute noch existierende Jowrnal fiir reine wnd angewandte Mathematik, eine
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Ein Rechteck hat einen Umfang von 34 cm. Wenn man seine Linge ver-
doppelt und die Breite um 3,5 cm verkleinert oder die Breite verdoppelt
und die Lange um 5 cm verringert, so sind die entstehenden Rechtecke
flichengleich. Berechne Léinge und Breite des urspriinglichen Rechtecks.

VergroBert man bei einem Rechteck die eine Seite um 2 dm und verringert
die andere um 4 dm, so erhilt man ein flichengleiches Quadrat. Wie lang
sind die Seiten des Rechtecks?

Ein Rechteck von 28,6 cm Umfang wird im MaBstab 5 : 1 vergréBert. Im
neuen Rechteck ist der Unterschied der beiden Seiten gleich der kleineren
Seite des urspriinglichen Rechtecks. Berechne dessen Seiten.

6 Verschiedenes

Aus der Rechenung auff der linihen vnd federn des Adam RiEs (1492-1559)
von 1522 nach der Ausgabe von 1574, dem Rechenbuch auff Linien und
Ziphren:

Stem/ srocen wollen ein Pferdt fauffens Ale sum A gib mir pon deinem aclt ¢in vierthal/fo
A.ond B fur 5. fr. Spricht A. sum B.aib mie il ichhmic meinem gelt hingu aethan dag pferde
Deines gelts ein driecheil/fo toil ich mcing darsu bejablen. Dun frage ich/ wic viel jeglicher in
thun / pnd dag Pferde bezablen. Spriche B, fonberheit gelts hab?

Frau Koch kauft in einem Lebensmittelgeschift 1.5 kg Zucker und 5 kg
Mehl. Der Gesamtpreis dafiir ist 8,30 €. Eine andere Kundin bezahlt fiir
I kg Zucker und 2 kg Mehl 3,80 €. Berechne den Preis fiir 1 kg Zucker
und 1 kg Mehl.

Zur Erganzung seiner Wohnungseinrichtung hat Herr Knapp ein Darle-
hen zu 6 % aufgenommen, von dem er am Ende eines jeden Jahres aulier
dem Zins noch eine feste Rate zuriickbezahlt. Nach dem ersten Jahr hat er
1196 €, nach dem zweiten Jahr 1140,80 € zu entrichten. Welches Kapital
hat er aufgenommen und wie grol} ist die Riickzahlungsrate?

Ein erstes Kapitel, das 55% Zinsen triigt, bringt ebenso viel ein wie ein
zweites Kapitel, das zu 65 % ausgeliehen ist. Wire umgekehrt das erste zu
63 % und das zweite zu 55 % angelegt, so wire der Jahreszins beider Kapi-
talien um 20 € groBer als vorher. Wie groB sind die beiden Kapitalien?
In emner Verkaufsstelle fiir Heizol wird die Monatsabrechnung aufgestellt.
Eingekauft wurden 82 t, wahrend 76 t verkauft wurden. Es ergibt sich ein
Einnahmeiiberschuss von 3224 €. Wie grof} ist der Einkaufs- bzw. Ver-
kaufspreis einer Tonne Heizol, wenn das Unternehmen mit 25 % Gewinn
arbeitet?

Die Kosten fiir elektrische Energie setzen sich aus einem monatlichen
Grundpreis und dem sog. Arbeitspreis zusammen. In einem Haushalt
wurden in den ersten vier Monaten eines Jahres 1730 Kilowattstunden
(kWh) verbraucht. In der Jahresabrechnung war fiir diesen Zeitraum ein
Betrag von 259,25 € angegeben. Ab Mai galt ein um 0,5 Cent/kWh hohe-
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rer Arbeitspreis. Fiir die restlichen acht Monate, in denen 3165 kWh ver-
braucht wurden, mussten 491,55 € bezahlt werden. Wie hoch war der
monatliche Grundpreis und welcher Arbeitspreis pro kWh wurde zuletzt
berechnet?

Von zwei Konservendosen hat die erste 153 g brutto, die zweite 576 g
brutto. Ihre Nettogewichte verhalten sich wie 1 : 4. Von den leeren Dosen
ist die zweite um 15 g schwerer als die erste. Wie viel Prozent betrigt bei
jeder Dose die Tara? Wie grof3 sind die Nettogewichte?*

An einer Balkenwaage hidngen links ein Kohlestiick von der Dichte
1,4 g/cm?, rechts ein Granitstein von der Dichte 2,8 g/cm®. Die Waage ist
im Gleichgewicht, wenn man die beiden Korper vollstandig in Wasser
eintauchen lisst. Um in Luft Gleichgewicht herzustellen, muss rechts eine
zusitzliche Masse von 63 g angehdngt werden. Bestimme die Volumina
der beiden Korper.

Vor 3 Jahren war der Vater 4-mal so alt, wie sein Sohn heute ist. Nach
19 Jahren ist der Vater gerade doppelt so alt wie der Sohn. Wie alt sind
beide jetzt?

Hans sagt zu seinem Bruder Otto: »In 3 Jahren wirst du gerade doppelt so
alt sein wie ich.« Hierauf antwortet Otto: »Vor 5 Jahren war ich sogar
6-mal so alt wie du.« Wie alt sind Hans und Otto?

. The combined ages of Mary and Ann are 48 years. Mary is twice as old as

Ann was, when Mary was half as old as Ann will be, when Ann is three
times as old as Mary was, when Mary was three times as old as Ann.

Ein etwas neugieriger Herr fragte bei einem Ball zwei Schwestern nach
ihrem Alter. Die Altere gab ihm zur Antwort: »Vor 20 Jahren war ich
gerade doppelt so alt wie meine Schwester. In 20 Jahren werde ich doppelt
so alt sein, wie meine Schwester heute ist.« — »Danke«, sagte der Herr
geschmeichelt und begann eifrig zu rechnen. Zu welchem Ergebnis kam
er?

. Beieiner Gesellschaft wollte ein Herr das Alter seiner Tischdame 1n Erfah-

rung bringen. Da er es aber nicht fiir schicklich hielt, sie direkt danach zu
fragen, bat er sie, es erraten zu diirfen. Nachdem sie sich damit einverstan-
den erklart hatte, gab er ihr Papier und Bleistift und sagte:

»Schreiben Sie bitte heimlich [hre Telefonnummer auf den Zettel und mul-
tiplizieren Sie diese mit 20; nun 31 addieren, das Ergebnis mit 5 multipli-
zieren und Thr Alter dazuzihlen. Wollen Sie schlie8lich noch die Anzahl
der Tage von 30 Wochen, also 210, hinzuzdhlen und 365 abziehen. Nennen
Sie mir nun bitte die gefundene Zahl.« — »Gerng, sagte die Dame, »sie

* Das Wort Tara ist arabischen Ursprungs: tarh = wegwerfen, abziehen. Gegen Ende des 15.1Th.s wird es
italienisiert zu tara, womit spitestens seit dem 16 Jh. das Gewicht der Verpackung bezeichnet wird. Ende des
15. Jh.s kommen dann netto (= rein) zur Bezeichnung des reinen Warenanteils und schlieBlich Anfang des
16. Jh.s brutto (= roh, gesami) zur Bezeichnung des Gesamtgewichits in Gebrauch. Im Laufe des 16. Jh.s
werden die Ausdriicke ins Deutsche iibernommen.
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heiB3t 6362 832.« —»Dann sind Sie 32 Jahre alt«, rief der Herr, »und auller-
dem ist [hre Telefonnummer 63628.« — »Das stimmt«, sagte verbliifft die
Dame und wusste nicht, wie sie sich das Ritsel erklidren sollte. Kannst
du es losen?

Hans mochte Ottos Geburtsdatum erraten. Er ldasst ithn zu diesem Zweck
folgende Rechnung ausfithren: »Schreibe, ohne dass ich es sehen kann,
auf ein Blatt dein Geburtsjahr, multipliziere es mit 5 und zihle 3 hinzu;
vervielfache nun mit 20, addiere 52 und die Nummer deines Geburtsmo-
nats und ziehe sodann 112 ab. Verdopple das Ergebnis, zihle 31 hinzu und
multipliziere die erhaltene Zahl mit 50. Addiere jetzt noch 365 und die
Nummer des Tages deiner Geburt und vermindere das Ganze um 1915.«
Etwas erschopft nennt Otto die Zahl 19760417, »Dann bist du also am
17. April 1976 geboren«, antwortet Hans. Erklire dies!

Die Entfernung zweier Biume schitzte Karl auf 85 m, Fritz auf 75 m,
wobei Karl zu viel und Fritz zu wenig schitzte. Der Schitzfehler von Fritz
war 23-mal so grof3 wie jener von Karl. Um wie viel Meter hatte sich jeder
verschitzt? Wie groll war die wirkliche Entfernung?

Der Stausee eines Elektrizitatswerks wird tber einen Zuflusskanal mit
Wasser versorgt. Wenn 3 von den 5 gleich starken Turbinen in Betrieb sind.
nimmt der Inhalt des Stausees in 12 Stunden um 360000 m> zu. Sind

jedoch alle 5 Turbinen eingeschaltet, so verringert sich bei unverdandertem

Zufluss der Wasservorrat in 6 Stunden um 300 000 m?. Wie viel m® Wasser
flieBen dem Stausee in einer Stunde zu und welche Wassermenge benotigt
eine Turbine in der Stunde?

Da der Trinkwasserspeicher einer Stadt um 11 Uhr nur noch zur Halfte
gefillt ist, wird eine Forderpumpe eingeschaltet. Dennoch sinkt infolge
des starken Verbrauchs bis 12 Uhr der Wasservorrat auf £ des gesamten
Fassungsvermogens. Deshalb wird nun noch eine zweite, gleich starke
Forderpumpe in Betrieb genommen. Daraufthin hat sich bis 14 Uhr der
Speicher zu £ gefiillt, obwohl der Wasserverbrauch wihrend der ganzen
Zeit konstant blieb. In welcher Zeit wiirde nun nach Ausschalten beider
Pumpen der Behdlter leer sein, wenn der Verbrauch konstant bliecbe? Wie
lange braucht eine der Pumpen um den leeren Behilter zu fillen, wenn
dabei keine Wasserentnahme erfolgt?

Aus dem Chiu Chang Suan Shu (Buch VIII, Aufgabe 1):

Aus 3 Garben einer guten Ernte, 2 Garben einer mittelmafigen Ernte und
1 Garbe einer schlechten Ernte erhédlt man den Ertrag von 39 Tou. Aus 2
Garben einer guten Ernte, 3 Garben einer mittelméBigen Ernte und 1
Garbe einer schlechten Ernte erhdlt man den Ertrag von 34 Tou. Aus
1 Garbe guter Ernte, 2 Garben mittelmaBiger Ernte und 3 Garben
schlechter Ernte erhilt man den Ertrag von 26 Tou. Frage: Wie viel ist

Jedes Mal aus 1 Garbe der Ertrag der guten, mittelmaBigen und schlechten

Ernte? (1 Tou ~ 0,2 dm?)
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Zweil Heimarbeiterinnen stellen fiir eine Firma denselben Serienartikel
her. Als die zweite mit der Arbeit anfiingt, hat die erste bereits 5 Stuck
fertig gestellt. Da die zweite Arbeiterin flinker ist und die erste aullerdem
eine Pause von einer halben Stunde einlegt, holt sie diese nach 2 Std. ein.
Nach weiteren 3 Std. beendet die zweite ihre Arbeit, wihrend die erste
noch eine halbe Stunde langer tétig sein muss, um dieselbe Stuckzahl zu
erreichen. Wie viel Stiick fertigt jede Arbeiterin pro Stunde an?

Eine Tischdecke von 1,60 m Linge und 1,30 m Breite wird auf einer Nah-
maschine mit einer Doppelnaht eingesdumt, wobei die zweite Naht mit
einer etwas groBeren Stichweite gendht wird als die erste. Auf diese Weise
treffen bei der zweiten Naht auf die Lingsseite 160 Stiche weniger als bei
der ersten. Zum Einsdumen des Tischtuchs waren insgesamt 5220 Stiche
notwendig. Welche Stichlidngen haben die beiden Nahte?

. Ein rechteckiges Grundstiick wird so umzidunt, dass in jeder Ecke ein

Pfosten steht und die einzelnen Pfosten in gleichem Abstand aufeinander
folgen. Auf der Lingsseite stehen 7 Pfosten mehr als auf der Breitseite.
Wie viele Pfosten stehen auf einer Langs- bzw. auf einer Breitseite, wenn
sich die Linge des Grundstucks zu seiner Breite wie 3 : 2 verhélt?

Ein rechteckiges Grundstiick von 126 m Lidnge und 42 m Breite soll mit
Obstbidumen bepflanzt werden, die in Langs- und Querreihen angeordnet
sind. Dabei soll der Abstand eines dulleren Baumes von der Grenze des
Grundstiicks gleich dem halben Baumabstand in der betreffenden Rich-
tung sein. Bei einer ersten Planung wird vorgesehen, dass der Abstand
zwischen zwei Lingsreihen ebenso groB} ist wie der zwischen zwei Querrei-
hen. Danach entschlieBt sich der Besitzer jedoch, die Zahl der Lingsreihen
um 1, die der Querreihen um 2 zu erhohen, wodurch er 32 Baume mehr
unterbringt. Wie viele Biume werden also endgiiltig gepflanzt?

. Als AbschluB seiner Arithmetica integra — »Die ganze Arithmetik« — von

1544 bringt Michael STIFEL (1487(?)-1567) ein exemplum pulchrum, ein
»schones Beispiel«:

Drei Reisende finden, wihrend sie zusammen so dahingehen, einen Ran-
zen mit 73 Gulden. Sie stellen fest, dass diese 73 Gulden zusammen mit der
Barschaft der ersten beiden das Doppelte dessen sind, was der erste und
dritte und der zweite und dritte gemeinsam bei sich haben. Diese 73 Gul-
den ergeben aber auch mit dem Besitz des ersten und dritten das Dreifache
dessen, was der zweite und dritte und der erste und zweite mit sich fithren.
Und schlieBlich ergeben diese 73 Gulden zusammen mit der Barschaft des
zweiten und dritten das Vierfache dessen, was der erste und zweite und der
erste und dritte zusammen bei sich tragen. Wie viele Gulden besitzt jeder?
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Zu Seite 165:

Ausder Vorrede zu Buch IX der Zehn Biicher iiber die Architekiur des ViTRUV, Uberset-
zung von C. FENSTERBUSCH.

9. Obwohl aber ARCHIMEDES viele verschiedene, bewundernswerte Entdeckungen ge-
macht hat, scheint von allen diese, von der ich nun berichte, auch mit unendlich gro-
Bem schopferischem Geist erarbeitet zu sein. In Syrakus ndmlich hatte sich HIERON DER
JUNGERE zu einer starken Konigsmacht emporgeschwungen. Als er nach seinen Siegen
den unsterblichen Géttern in einem Heiligtum einen goldenen Kranz als Weihegabe
niederzulegen beschlossen hatte, verdingte er die Anfertigung um einen Arbeitslohn
und wog dem Unternehmer das Gold genau nach Gewicht zu. Dieser legte zur gegebe-
nen Zeit das schon handgearbeitete Werkstiick zur Abnahme vor, und er schien das
Gewicht des Kranzes genau abgeliefert zu haben. 10. Spéter wurde Anzeige erstattet, es
sei Gold weggenommen und dem Kranz ebenso viel Silber beigemischt worden.
HiERON war dartiber erbost, dass er betrogen war. Da er jedoch kein Mittel ausfindig
machen konnte, wie er die Unterschlagung nachweisen konnte, bat er ARCHIMEDES, er
sollte es tibernehmen, sich dariiber Gedanken zu machen. Wihrend dieser dariiber
nachdachte, ging er zufillig in eine Badestube und, als er dort in die Badewanne stieg,
bemerkte er, dass ebenso viel wie er von seinem Koérper in die Wanne eintauchte, an
Wasser aus der Wanne herausfloss. Weil (dieser Vorgang) einen Weg fiir die Losung der
Aufgabe gezeigt hatte, hielt er sich daher nicht weiter auf, sondern sprang voller Freu-
de aus der Badewanne, lief nackend nach Hause und rief mit lauter Stimme, er habe das
gefunden, was er suche. Laufend rief er ndmlich immer wieder griechisch: ,,Ich hab’s
gefunden! Ich hab’s gefunden®. 11. Dann aber soll er in Verfolg dieser Entdeckung zwei
Klumpen von dem gleichen Gewicht, das auch der Kranz hatte, gemacht haben, einen
aus Gold, einen zweiten aus Silber. Danach fiillte er ein groBes Gefall bis an den
duBersten Rand mit Wasser, und dahinein tauchte er den Silberklumpen. Der Grof3e
des in das Wasser eingetauchten Silberklumpens entsprach die Menge des abflieBenden
Wassers. Dann nahm er den Klumpen heraus. Darauf goss er, mit einem Sextar® ab-
messend. so viel Wasser, wie es weniger geworden war, in das Gefil nach, sodass das
Wasser in derselben Weise, wie es vorher gewesen war, mit dem Rand eine waagerechte
Fldche bildete. So fand er daraus, welches bestimmte Gewicht Silber einem bestimmten
Mal} Wasser entsprach. 12. Nachdem er dies festgestellt hatte, tauchte er in der gleichen
Weise den Goldklumpen in das volle Gefall, nahm ihn wieder heraus, fiigte in der
gleichen Weise das abgemessene Quantum Wasser hinzu und fand, weil der Messbecher
eine geringere Anzahl von Sexteln Wasser anzeigte, um wie viel bei gleich groflem Ge-
wicht ein Goldklumpen in seinem Volumen kleiner ist als ein Silberklumpen. Spéter
aber fullte er das Gefdl3 wieder auf, tauchte den Kranz selbst in das gleiche Wasser
hinein und fand, dass, als der Kranz eingetaucht war, mehr Wasser (aus dem Messbe-
cher) abgeflossen war als dann, als der Goldklumpen von gleichem Gewicht einge-
taucht war. Und so errechnete er aus dem, was im Falle des Kranzes mehr an Wasser
zugetan war als im Falle des Goldklumpens, die Beimischung des Silbers zum Gold
und wies sie und die handgreifliche Unterschlagung des Goldarbeiters nach.

* gextarius = 0,547 1. der 6. Teil eines congius
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Die hydrostatische Waage
fas ist gleich, was ist ungleich?

Konig HiEroN 11. von Syrakus (*306, 275 Tyrann, 265 Konig, 1215 v.Chr.) hatte
einem Goldschmied Gold iibergeben, damit er daraus eine Krone fiir eine Gotterstatue
schmiede. Es wurde ihm angezeigt, der Goldschmied habe Gold weggenommen und
Silber beigemengt. Hierons Verwandter und Freund ARCHIMEDES (»1<:/:,:u;r)r;u um
287212 v.Chr.), der wohl gréBte Mathematiker des Altertums, sollte den Verdacht
erhiirten oder widerlegen, ohne die Krone zu beschidigen. Im Bade kam ARCHIMEDES
die Erleuchtung, die ihn so iiberwiltigte, dass er mit dem Rufe ebpnru (hetureka) — »ich
hab’s gefunden« — nackt nach Hause eilte. Der Goldschmied hatte unterschlagen. -
Uberliefert wurde diese Legende von dem Baumeister Marcus Vitruvius Pollio
(1.Jh. v. Chr.) in seinen vor 31 v. Chr. verfassten De architectura libri decem, dem einzi-
gen erhaltenen Lehrwerk der Antike iiber Architektur und Technik. Im Losungsheft
wird VITRUVS Bericht wiedergegeben, dessen Ubersetzung auf Seite 164 abgedruckt ist.




7 Ungleichungen

7.1 Ein graphisches Verfahren zum Losen linearer
Ungleichungen

Dir ist bekannt, wie man die Losungsmenge einer linearen Ungleichung mit-
tels Aquivalenzumformungen bestimmt. Zur Erinnerung

Beispiel 1:
5x—6<0 ||+6
3x<6 -3
x<4, also L=]—o0;4[.

Fir viele Ungleichungen ist dieses Vorgehen das bequemste. Es gibt aber
Ungleichungen, bei denen sich ein graphisches Verfahren lohnt, wie du im
nachsten Abschnitt sehen wirst. Als Vorbereitung dazu dienen die folgenden
Uberlegungen.

Du hast in 5.4 gelernt, dass 3x — 6 der Term einer Funktion ist, deren Graph
die Gerade mit der Gleichung y = 3x — 6 ist (Abbildung 166.1). Die Unglei-
chung 3 x — 6 < 0 verlangt von uns, all diejenigen x-Werte zu suchen, fiir die
die Funktionswerte negativ sind. Um sie zu finden, bestimmen wir zunidchst
die Nullstelle dieser Funktion, d. h. die Losung der Gleichung3 x — 6 = 0. Wir

y i
11 x-Werte mit positiven
; Funktionswerten
. s 1 |
x-Werte mit negativen 1 L ¥

Funktionswerten

Abb. 166.1 Die Gerade mit der Gleichung y =3x — 6



7.1 Ein graphisches Verfahren zur Lasung linearer Ungleichungen 167

erhalten x = 4. An dieser Stelle schneidet die Gerade die x-Achse. Da die
Steigung der Geraden den Wert 3 hat, also positiv ist, verlduft die Gerade von
links unten nach rechts oben. Die Funktionswerte sind somit links von der
Nullstelle 4 negativ, rechts davon positiv. Damit konnen wir die Losungsmen-
ge der Ungleichung direkt ablesen zu L = ] —o0; 4[.

Zur Lésung der Ungleichung 3 x — 6 < 0 istes aber gar nicht notig, die Gerade
zu zeichnen. Es geniigt nimlich zu wissen, wo sie die x-Achse schneidet und
welches Steigungsverhalten sie besitzt. Bei einer steigenden Geraden liegen die
negativen Funktionswerte links von der Nullstelle und die positiven rechts
davon: bei einer fallenden Geraden ist es genau umgekehrt. Diesen Sachver-
halt geben wir durch Abbildung 167.1 wieder:

ix—6 iy 0 5
e I e ‘\.
4

Abb. 167.1 Vorzeichenverteilung beim Term 3x — 6
Aus ihr kann man die Lésungsmengen folgender vier Ungleichungen sofort
ablesen.
ix—6<0=L=]—00;4[

2 X 0= L=14+o[
3Ix—6<0=L=]—00;4]

— 6>
x—6=0=L=[4,+0]

b B2

Beim graphischen Verfahren zur Losung von Ungleichungen 16st man also
durch Rechnen zunichst eine Gleichung und macht dann eine Zeichnung, aus
der man die Losungsmenge abliest. Zur Einiibung ein weiteres Beispiel.

Beispiel 2:
—T7x+13 =0
Nullstelle: —7x+13=0<= x=%
Steigung = —7<0
Die Vorzeichenverteilung gibt Abbildung 167.2 wieder. Aus ihr liest man
ab, dass L =] — oo; ] ist.

_ | X
13

[

-~
-

Abb. 167.2 Vorzeichenverteilung beim Term —7x + 13

Das graphische Verfahren ist nur dann anwendbar, wenn eine Seite der Un-
gleichung den Wert null hat. Andernfalls muss man durch Aquivalenzum-
formungen erst eine solche Nullform* herstellen. Dazu

* Die erste Nullform einer Gleichung findet sich in der Arithmetica integra (1544) des Michael STIFEL (1487(?)
bis 1567), folium 283r.
Systematisch fithrte die Nullform Thomas Harrior (1560-1621) ein. 1631 stellten Freunde, vor allem Walter
WARNER, aus seinen hinterlassenen Manuskripten einen diinnen Band Artis analyticae praxis, ad aequationes
Algebraicas nova, expedita & generali methodo, resolvendas. wactatus zusammen, der starken Einfluss auf
Rene DESCARTES (1596 —1630) ausiibte. Wir erinnern daran, dass sich in diesem Werk zum ersten Mal die
nicht von HarrioT erfundenen Symbole < und > finden. Walter Warner hat HarrioTs handschriftliche
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Beispiel 3:
03—32x<—-27x—19 ||+
2,2—0,5x<0
Nullstelle: 2.2
Steigung = — 0,5<0
L=144;+[.

)

22 — 0.5x + 0 T
= — - X
4.4
Aufgaben
I. a) 2x—5<0 b) 0 <—3x—12
2. a) 31 —2x>0 b) 0> —24x + 74

(&9
)
S
L

56x—049>0 b) 0<1—0,001x ﬂ
Sr—1=a_3d ) (Z

4. a) 3x
b) 82x+3(—1zx+5) = 44x—6(11 —3ix) EEay
Abb. 168.1 nterschrift
< : 152 - : A R
5. a) (2x— 2] >2x(2x—1) Harriors im Brief an
b) (0,3 —2x)(0,3 +2x) < 0,09 — 4x? KEPLER vom 13.7. 1608

7.2. Produktungleichungen

Das graphische Losungsverfahren von 7.1 bewihrt sich besonders bei Pro-
duktungleichungen. Unter einer Produktungleichung verstehen wir eine Un-
gleichung, deren eine Seite ein Produkt und deren andere Seite null ist. Ein
Beispiel hierfiir ist

Bx+35)(10—-2x)<0.

Man konnte diese Ungleichung mittels der Vorzeichenregeln rein rechnerisch
I6sen. Das links stehende Produkt ist ndmlich nur dann negativ, wenn beide
Faktoren verschiedenes Vorzeichen haben; dies fiihrt zu folgender Fallunter-
scheidung: i ;
(1. Faktor positiv und 2. Faktor negativ)

oder
(1. Faktor negativ und 2. Faktor positiv) d.h.

Zeichen <€ und > drucktechnisch zu < und > vereinfacht. — Sir Walter RALEIGH sandte 1585 HARRIOT
nach Amerika, wo er North-Carolina erforschte und kartographierte. Nach seiner Riickkehr nach England
(1587) tat er sich als Astronom hervor, der mit Johannes KEPLER (1571-1630) korrespondierte; er be-
obachtete die Sonnenflecken und 1610 nach Galileo GavLiLEr (1564 1642) die Jupitermonde,

Erst 1734 verband Pierre BouGuer (16.2. 1698 Croisic/Bretagne — 15.8.1758 Paris) die Zeichen WARNERS mit
dem Gleichheitszeichen des Robert RECORD(E) (1510(7) — 1558) zu den Symbolen =< und =. BOUGUER war
einer der Geoditen, die Frankreich 1735 zur Vermessung eines Meridianbogens nach Peru sandte,
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(Hr+5b®AUﬁ—l¥(Mmﬂh\+ﬁ<Mm (10 — 2x > 0))
(x> —3Ax>5 v (x<—3AXx<5)

XN .\'ﬁi—_;

L=]—00; —3[ w5 +oof

Dieses rein rechnerische Verfahren ist aufwendig und auch uniibersichtlich.
Einfacher findet man die Losungsmenge mit dem graphischen Verfahren. Da-
zu berechnet man fir jeden Faktor zuerst die Nullstelle, zeichnet dann die
dazugehorige Vorzeichenverteilung und ermittelt iiber die Vorzeichenregeln
die Vorzeichenverteilung des Produkts, aus der man die Losungsmenge ab-
liest. Betrachten wir nochmals die Produktungleichung

(Gx+5) (10 — 2x) <0

Nullstellen: 3x4+5=0<x=—3 Steigungen: 3>0
10—2x=0<=x=95 —2<0
355 — 0 A +
A | . == X
10 — 2x 4 i _
! X
— 0 + 0 -
(3 5) (10 — 2x) |l i -
—3 5

3
Abb. 169.1 Vorzeichenverteilung beim Term (x + 5) (10 — 2 x)

Aus Abbildung 169.1 liest man ab L= ]—o00; — 2[ v ]5; + o[

Das graphische Verfahren ldsst sich im Gegensatz zum rechnerischen Verfah-
ren mit Leichtigkeit auch auf Produkte mit mehr als zwei Faktoren tibertra-
gen, Hierzu ein

Beispiel: x(1—x)(2x+8)=0

Nullstellen: x =0 Steigungen: 1>10
=x=l=x—1 —-1<0
2x4+8=0<=x=—4 2=>0

1 = ? + + :

1 — X = ¥ (|]I I X

2x + 8 sl 0 e + .
= | | =3 b

( - 0 0 -

x(1—x)2x+8) st Il | g JI x

4 0 1

Abb. 169.2 Vorzeichenverteilung beim Term x(1 — x) (2x + 8)
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Aus Abbildung 169.2 liest manab L=]—o00; —4]u[0:1]

Wenn eine Ungleichung nicht in Produktform vorliegt, dann kann man sie
manchmal durch Faktorisieren in Produktform bringen und losen.
Dazu ein

Beispiel: x° +4x? —21x>0
Aefaetiol et 9= ()

xX(x+N(x—=3)>0 L=1-7:0[u]3; +o0[
X o = (Il =+
| X
S — 0 + ' +
K] 1 oo
. = Z =0
x—3 S { | 0 sl
| - 0 + 0 — 0 +
I —3
x(x+ Hix—3) I b . } ———— X
—7 0 3
Abb.170.1 Vorzeichenverteilung beim Term x(x + 7) (x — 3)
Aufgaben
1. a} 2} ". ﬂ < U h) _\'{\' — l'} = {}
) (x+1DEx—-1=Z0 d) (x+2)(—x+ 4)20
2. a) (x+2)°>0 b) ( — ==
C){\H}f“ﬂ d) —\;7)5
e) (x+1)72>0 f) (x—3Y <0
3. a) 12x+6)(x+3)<0 b) 53x+1)2x—=5)>0
¢) —33x—2)(—3x—-3)=<0 d) —(—3x—H(=3x+H=0
4. @) (x—1) D(x—3)>0 b) 3x2x+9)(—x+7)<0

c) {0.1_\—0,{}1](1.,_ x)(1,24x)=20 d) B3—-7x)Bix—=7):x=<0

o5. a) —4x(2x—3)(3 —2x)(3+2x)>0

o0

b) Gx—4)(%—2x)Ex++%) (0,1 — 0,001x) <0
20 —.1‘2((].()1_1. 4 I(J){.\ +1000) = 0

6. a) 3x—x*=20 b) 25x> —36<0
¢) 2,89x—1,69x*>0 d) x‘* —3x2 —10x=<0
7. a) (x—a)(x—5)<0 b) (ax—1)(bx —b)> 0

) —x(a—x)(b+x)*=0 d) —(a®*x* —b*) (ax+b*) <0
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7.3 Bruchungleichungen

Die Vorzeichenregeln fiir die Division entsprechen vollig denen fiir die Multi-
plikation. Deshalb konnen wir das graphische Losungsverfahren auch auf
Bruchungleichungen anwenden, wenn wir sie auf Nullform bringen und Zih-
ler und Nenner faktorisieren.

Beispiel:

x+1 2 o :

i g S D = Q\{~1;0;1}

x — 1 x x-—1

x4 2 e

S AR TR

x—1 x x"—1

‘\_i_z 2 _22 2 3

B e U A

x(x—1)(x+1) =
gl 0 L=[-2—1[U]0;1[

2 < L =—=2:—1Tw]0;

x(x—=1)(x+1) s

X 1.4 i ? & | ¥ ! - X

X __ B == + X

x —1 ayia i B = ‘ i X
| :

X 1 & L : : + +—> X

x+2
x(x —1)(x+1) i ? 2 + L ___—+, X
—2 1 0 1

x+2
x(x—1)(x+1)
Die roten Striche kennzeichnen die nicht zuldssigen x-Werte.

Abb.171.1 Vorzeichenverteilung beim Term

Weil bei Bruchungleichungen Nenner auftreten, die null werden konnen, miis-
sen wir auf die Definitionsmenge achten. Am besten streicht man beim graphi-
schen Losungsverfahren die nicht zuldssigen x-Werte von vornherein weg.

Aufgaben
1 RS — 1
1.a) — <0 b) >0 ) =0
X x + 1 X —4
disee ) =8 .4 f) i > ()
)2_\—1—‘3 i 3x+2 = 03x+12 "
x+1 3—x 2 —3x
2. a >0 b) < () c) <0
) x — 1 X — 3 Ix—2 —
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2X = lx—3 5 I) =0 X
< o G < =
d 1l—x = ¢) 3x — 3 0,9+ 3x
: 8 o ; 2het ; & A ——
2eit) X HE ) e B 08 —2x " £
4. a) 1 > () b) 2 =)
s > ) =
= x(x -+ 2) (x—=2)(x+3) —
—1 3
¢)—— >0 d) - — =)
X (x +3)°
X x> L 6x+9 _
I <0 b =0
5. a) ) ( ) Z——
9%x2 — 16 i Ch—x+x*
P <0 i 54
Ox* + 16 — 24x T— X
X x+ 1
6. a) =] b) <1
x—1 x—1
i —\(2
0 2x 1 . d) 0,2x+ 0,1 =7
4x4+ 2 — 3x+ 0,6
1 1 1
7.a) x < b) — =
X x+1 " x
—1 1 0.1 0.2
c) - < d) =
2x+1 | +2x x+02  02x+41
X 2x 6x 6x+1
8.a = b <
)1'+]_2_\'+| }.1'—!—1_,1‘—1
3x 1 —2x 3x 1 —2x
C d — <
) 2 S aniDna i ) 2= 3% = 2x +1
1 1 2 [y SR
9.a) — + =0 b) - =0
X -~ 1 i e j v i —
3+ x 6 ) 4x—1 4x+1 _
c) S =1 d) + <8
X 3—x x+1 x—1
b extdq-2 x—1 1 x* 4 x
Ca) - — = S e L > J
L X S : ) x—2 24 x = (x—2)°
1 1 = 2 d) 5x°—6 ! 9—23x _ 4x—5
Rkt =l h _ i = A
S = 252 —4 " 152 —6%  20x2+ 8%

1
b6x



X = , X e X =
11. a) =<0 b) <1 gc) -<a
xX—a x—a = X —da
I : 1 2
12.a) 1> > (.1 b) - < — <2
e, 5 3x-—5
2 _ 10 i
¢c) —1=—£252 d —10< =3
b s 2x+ 1
13. a) Fiir zwei von null verschiedene rationale Zahlen gelte a < b. Welche
: . I 1
Bezichung besteht dann zwischen den Kehrwerten — und ; ?
a ?

Hinweis: Multipliziere die gegebene Ungleichung mit ; und beachte
HESS v . : ab
die notigen Fallunterscheidungen.

b) Wende die Regeln aus a an fiir

1 i 3

1) —>1 2) —<—3 3) s 10
X b 2%
l | " 1

4) — <1 5) > —3 6) < 4
x 2% =

7.4 Ungleichungen mit Absolutbetriagen

Treten in Gleichungen bzw. Ungleichungen Absolutbetrage auf, so musst du
immer eine Fallunterscheidung vornehmen. Dabei musst du, wie du weilt,
danach unterscheiden, ob der Term zwischen den Betragsstrichen positiv, null
oder negativ ist. Der Term zwischen den Betragsstrichen ist bekanntlich das
Argument der Betragsfunktion.

Ist nun das Argument groBer als 0 oder gleich 0, dann kannst du die Betrags-
striche durch eine Plusklammer ersetzen. Ist das Argument hingegen kleiner
als 0, dann musst du die Betragsstriche durch eine Minusklammer ersetzen.
z.B.

)

( 2x—3), falls 2x—3=0,
& | A ~ 2 —

|—(2x—3), falls 2x—3<0.

-

Jblicherweise gibt man aber die Bedingungen 2x —3 = Ound 2x —3 <O als
Bedingungen fir x an und 16st die Minusklammer im Kopf auf, nimlich

[y - r 3
- = | E2X— D '.{.1.].1.“ X "_;: 2 s
=X =2 =5 o) fy 3
13—2x, falls x<s.

Die Zahl 3 trennt die beiden Fille. Sie ist aber auch die Nullstelle des Argu-
ments. Es ist daher zweckmiBig. zuerst die Nullstelle des Arguments zu be-
stimmen. um mit ihrer Hilfe die Vorzeichenverteilung des Arguments ermit-
teln zu konnen.
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Beispiel 1: |—2x — 5]
Nullstelle des Arguments: —3x — 15 =0

x=—1

g

Vorzeichenverteilung: |

Somit gilt:

X—q5; dalls x=—1.

5 7
| —3x — 15| =

Lhitd: Lnjts

X +1g, falls x>—Z.

Beachte: An Stelle der Minusklammer — (— 2x — 1) haben wir gleich
3 x + 15 geschrieben.

Kommen nun Absolutbetrige in Gleichungen oder Ungleichungen vor, dann
musst du in den jeweiligen Vorzeichenbereichen die zugehorigen Gleichungen
bzw. Ungleichungen 16sen. Die Losungsmenge der Betrags(un)gleichung ist
dann die Vereinigungsmenge der einzelnen Losungsmengen. Zwei Beispiele
mogen dir das veranschaulichen.

Beispiel 2: |3x—4| <2x—1
Vorzeichenverteilung: 3x —4=0 < x =3

|
s ——
1% =

T r o
0 1 3
1.Fall [x<%] —3x+4<2x—1
|
5= 5x
l=x = L, =[1 i[
2.Fall [x=% Sx —4 =<2x—1
= =3 = L, =57
Somit gilt L =L, UL, = [1:3].
Beispiel 3: |—2x— 5| > %x
Vorzeichenverteilung: —2x—5=0 < x = —
4 0 —
' =y !'—. = = —1—* X
SR P 10 0 1
1. Fall !_\<_;; —3x—>2x
— X > 1
X<—35 = Ly =]—00; —¢[
da —1<-—%.



Somit gilt L =

J,_.] L, Lz = II;I'

Schwieriger wird es, wenn mehrere Absolutbetrige vorkommen. Dann musst
du fiir jedes Argument die Vorzeichenverteilung feststellen und anschlieBend
die Zahlengerade so in Intervalle einteilen, dass in keinem der Intervalle ein
Argument das Vorzeichen dndert. Die Nullstellen der Argumente trennen die
Intervalle. Wir wollen sie immer zum rechten Intervall dazunehmen. Dazu

Beispiel 4:
Vorzeichenverteilung:

bJ

Fall | —1<x<0

Fall[o=x

L

] =[x+ 1]>x

L: LEI\“—)IJ_-)I\.JIL.‘:.:]—-L:I‘-: _:ii[,

7 9 0 +
: } ! — - X
x4+ 1 T 0 7+
} - X
1. Fall 2. Fall 3. Fall
E E b X
—1 0 1
—x—(—Xx—1)=>&
—x+x+1>x
=
x| by =1—w;—1[
—x—(x+1)>x
—x—x—1>x
-1>3x
X<—3 L,=[—-1;—3[
x—(x+1)>x
x—x—1>x
—1>x
xr=—1 Ly=1{ }
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Aufgaben

LN

Bestimme die Losungsmengen der folgenden Gleichungen:

a) |x|=0 b) |x|=1 c) |x|==3.75 d) |x|=]—24]
e |x|—8=11 f) 3—|x|=7 g) 2:|x|+5=9h) 5+4|3x|]=5
) |x—1]=15 K) |x+4|=6 D [2x+5/=0 m)|9—7x|=30

Welche Punktmengen auf der Zahlengeraden werden durch die folgenden
Ungleichungen beschrieben?

a) |x| <1 b) |x|=2 ¢ |x—3|<1 d) |4x+10|>5
a) [2x—1|<35x b) [x+1|=2x—1

¢) 2-|x—-05|=2x+1.5 d) —|3—x|>3—x

e) —3:|ix+33>10—x f) —2,5-|12x—1,2|=10—2x

Bestimme die Losungsmengen der folgenden Ungleichungen und veran-
schauliche sie auf der Zahlengeraden.

a) 1<|x|<3 b) 1<|x—3|<4

c) |x|=x d) |x|<|x+ 3]

e) x<2<|x| of) 5x+7>|2x—4|=x—1
a) |x|=1-—|x| b) |2x+4+ 3| = |3x — 2|

¢) [4x—12|+5=4—|x+2 d [x+1|=x+|x—1]|

e) |2x—9|=2x—9 B 3o b2l =0 — | 2 —16
ay x| e+ 1= 02 b) |x|—|x+1|=Zx+2
=Rl =2 d) —|x|—|x+1|l=2x+2
a) | x+2|—|2x—1|<2x

b) |3x+2|—2-|3x—3|<1x+3

¢) |12,5—12x|+|24x+7.5|=3.6x+1.5

a) |x|+|x+1|—=|x+2]|>0

b) |x—1.5|+|2x—5]—|3x+6|L4x—2,5

Lad|bd

O [ix+1]—|x+41213x+1]—|x+
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7.5 Lineare Ungleichungen mit zwei Variablen

7.5.1 Graphische Losung einer linearen Ungleichung mit zwei Variablen

Die Losungsmenge einer linearen Gleichung mit zwei Variablen ldsst sich geo-
metrisch in einem Koordinatensystem als Menge von Punkten deuten, die auf
einer Geraden liegen. So ergibt sich als Losungsmenge fiir die Gleichung
3x + 2y — 12 = 0 die Gerade der Abbildung 177.1.

I |

Abb.177.1 Die Losungsmenge der Gleichung 3x +2y—12=0

Nun betrachten wir statt dieser Gleichung eine Ungleichung, zum Beispiel
3x + 2y — 12 £ 0. Wie sieht in diesem Fall das geometrische Bild der L&-
sungsmenge aus? Am leichtesten lasst sich diese Frage beantworten, wenn
man die Ungleichung nach y auflost. Wir erhalten als neue Ungleichung
y < —3x + 6. Wegen des =-Zeichens sind die Punkte der Geraden von Abbil-
dung 177.1 auch Losung dieser Ungleichung; so ist z.B. (2|3) ein Losungs-
punkt. Wegen des <-Zeichens ist dann auch jeder Punkt (2| y) mit y < 3,d.h.
jeder Punkt, der unterhalb des Geradenpunkts (2|3) liegt, ein Lésungspunkt
der Ungleichung (Abbildung 178.1). Weil die fiir den Punkt (2|3) angestellte
Uberlegung fiir jeden Geradenpunkt richtig ist, konnen wir sagen: Die Lo-
sungsmenge der Ungleichung y < — 3x + 6 ist die Menge aller Punkte unter-
halb der Geraden mit der Gleichung y = — 3 x + 6 und die Gerade selbst. Eine
solche Punktmenge heil3t Halbebene.

Bei der Ungleichung y < — 3 x + 6 gehort die Randgerade natiirlich nicht zur
Losungsmenge. Ersetzt man < durch >, dann sind die oberhalb der Geraden
gelegenen Punkte Losungspunkte. Einen Uberblick iiber die mdglichen vier
Fille gibt dir Abbildung 178.2.
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=

o
A
S

Abb. 178.1 Die Losungsmenge der Ungleichung 3x + 2y

¥y

y By
o

yEmx+t

y yi

y y
/ X

: yZmx +t

[ y>mx+ i

Abb. 178.2 Die Losungsmengen der Ungleichungen y = mx + ¢

>
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Aufgaben

Zeichne die Losungsmenge!

l. a) y<x+3 b) y < —3x ¢) y>2x—5 d)y=—3x+4
2. a) y=12 b) y=-—3 ¢) x<0 () d) x=-2()
3. a) x+y<0 b) 2x+4y—6=0

¢) —3x+2y+4<0 d 2x—-%y—1%2>0

7.5.2 Systeme linearer Ungleichungen mit zwei Variablen

Eine Losung eines Systems linearer Ungleichungen muss jede einzelne dieser
Ungleichungen erfiillen. Sie muss also in jeder der Losungsmengen der einzel-
nen Ungleichungen enthalten sein und damit auch in der Schnittmenge dieser
Losungsmengen. Dazu

Beispiel 1: I y<3ix+2 Iy —35x+4
ist ein System von zwei linearen Ungleichungen mit zwei Variablen. Eine
Losung dieses Systems muss sowohl der Losungsmenge L, wie auch der
Losungsmenge L; angehdren, also Element der Schnittmenge L;n Ly
sein. In der geometrischen Deutung ist die Losungsmenge des Systems die
Schnittmenge der beiden Halbebenen L, und L;. (Abbildung 179.1)

Abb. 179.1 Die Losungsmenge des Systems von Beispiel 1 als Schnittmenge der Teil-
Losungsmengen

Auch bei einem System mit mehr als zwei Ungleichungen erhilt man die
Losungsmenge als Schnittmenge aller Teil-Losungsmengen, geometrisch als
Schnittmenge aller Losungs-Halbebenen. Es entsteht dabei entweder eine
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konvexe Polygonfliche* (sieche Abbildung 180.1) oder eine konvexe Punkt-
menge, die sich ins Unendliche erstreckt (siche Abbildung 179.1) oder die leere
Menge (sieche Abbildung 180.2).

Fs

-

-
2*‘#{

y

X
\ ok

5
Y=l

ik

Abb. 180.1 Die Losungsmenge des Systems
[ y<ix+2
IIy<—3x+4
[ y =1
ist die rote Dreiecksfléche.
yi
wx
\.1—? TE T+
Abb. 180.2 Die Losungsmenge des Systems
[ py<ix+2
I y=—3x+4
I y = 4
ist leer.

* Aus moiiig (polys) = viel und dem ionischen ff yeoviz (he gonia) = der Winkel, die Ecke wurde in nachklassi-
scher Zeit, d.h. nach 300 v.Chr., das Kunstwort d noliyevey (to polygonon) = das Vieleck gepriigt.
convexus (lat.) = kesselfarmig, gewdlbt. Ein Vieleck heilit konvex, wenn die Verbindungsstrecke zweier belie-
biger innerer Punkte ganz im Inneren des Vielecks liegt.
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Je mehr Ungleichungen das System hat, desto mehr Ecken hat im Normalfall
die entstehende Polygonfliche. Dazu

Beispiel 2: \”
[ y<ix+2 4 e
- —_ \\_ i
I ys—3x+4
Il y=—x+6
IV y=0
Vo=

Die Losungsmenge, eine

Fiinfecksflache, zeigt Ab- 1 X
bildung 181.1. : \\

t e

e Abb. 181.1 Zum Beispiel 2
1. a) I y=3x+5 1T y=—2x
b)) I x+y=0 [Ix—y=<0
¢) I 2x—yp+3<0 II —3x+5y<10
d) I —x+2y=2 [I x—yp>3
2. a [ y=ix+3 Mmy=—x—1 I y > x
b) I 2x—y+2=0 Il x—2y—-2=<0 [T y+3=0
¢) Il y=2x+6 I 3py<—4x+12 1l y=—3x
IV y=—6 Vx=6
dIly+x—-2=0 I y—2x4+10=0 III 3y—x+18<50
IV y=0 ¥V x=0

3. Gib ein System von Ungleichungen an, das diese Losungsmenge liefert.
y
a) v) b) ‘

2 £ s

c) yi d) (1)
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e 4. Bestimme alle Losungspunkte, deren Koordinaten natiirliche Zahlen sind.
sl i =i I x—2y—2=0 HI x4+ y—5=20
b) [ y=<x+3 Il y<8 I y=2x—4 IV yzix+i V x=1

7.5.3 Lineare Optimierung

Wihrend des Zweiten Weltkriegs und in den darauf folgenden Jahren ist eine
Rechentechnik entstanden, die heute zu einem sehr wichtigen Hilfsmittel mo-
derner Unternehmensplanung geworden ist. Im Englischen nannte man sie
operations research, was man mit Verfahrensforschung, Verfahrensplanung
oder auch Planungsrechnung verdeutschte. G.B. DANTZIG hat im Wesentli-
chen dieses neue Gebiet der Mathematik begriindet; er nannte es 1949 Line-
ares Programmieren, da man schematisch mittels so genannter Programme*
Losungen von linearen Gleichungen und Ungleichungen sucht. Heute spricht
man lieber von linearer Optimierung**, weil man im Grunde die beste aller
moglichen Losungen sucht. Zur Verdeutlichung und Einfiithrung betrachten
wir das einfache, aber doch schon geniigend aussagekriftige

Beispiel 1:

Ein Betrieb stellt zwei verschiedene Produkte X und Y her. Fiir die Anferti-
gung von einem Stiick X bendétigt man 5 Std. und verbraucht Material im Wert
von 5 €, wohingegen ein Y Material im Wert von 0,60 € und eine Herstel-
lungszeit von 6 Std. bendtigt. Pro Tag kénnen bis zu 4000 Arbeitsstunden
von der Belegschaft geleistet werden. Der Finanzplan erlaubt es, tiglich bis
zu 1500 € Material einzukaufen. Aus technischen Griinden kénnen von Y
hochstens 550 Stiick pro Tag produziert werden. Die Lagerkapazitit erlaubt
es nicht, dass die Gesamtproduktion von X und Y 800 Stuck uberschreitet.
Nun bringt das Produkt X pro Stuck einen Gewinn von 8€. Y hingegen
nur 5 €. Welche Stiickzahlen von X und Y soll der Fabrikant pro Tag her-
stellen lassen, damit sein Gewinn maximal *** wird?

Losung: Wir bezeichnen mit x bzw. y die Anzahl der Stiicke des Produkts X
bzw. Y, die pro Tag hergestellt werden. Der Gewinn z hiingt von diesen Stiick-
zahlen x und y ab; es gilt ndmlich

z(x,y) =8x+ 5y.

Das Ziel des Fabrikanten ist es, den Gewinn z moglichst groB werden zu
lassen. Daher nennt man z Zielfunktion.

&

6 wpoypappa (to programma) = die schriftliche Bekanntmachung
optimus (lat.) = der beste
maximus (lat.) = der groBte

L

ok
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Man erkennt unmittelbar, dass z umso groBBer wird, je groBBer x und y werden.
Nun konnen aber x und y nicht beliebig wachsen, da fiir sie technische und
wirtschaftliche Einschrinkungen bestehen. Diese Einschrankungen heilien
Nebenbedingungen. Lesen wir den Text nochmals durch, so finden wir das
folgende Ungleichungssystem fiir die Nebenbedingungen.

ez . T

I : ; ; (Nichtnegativitat)
[II y =< 550 (Produktbeschrinkung von Y)
IV x+y < 800 (Lagerkapazitit)

V 5x+ 6y <4000 (Zeitbeschrankung)
VI 5x+ 0,6y <1500 (Geldbeschrinkung)

Die Losungsmenge des Systems dieser Nebenbedingungen heilit zulidssige
Menge. Aufgrund der Uberlegungen des vorigen Abschnitts erhiilt man die
zuldssige Menge als Schnittmenge der Lésungshalbebenen der Ungleichungen
[-VI. Abbildung 184.1 zeigt die zulassige Menge als Fuinfecksfliche OABCD.
Fir die Eckpunkte errechnet man die Koordinaten

0(0]0), A(0]550), B(140|550), C(244%]46228) und D(300(0).

Jetzt kann man fir jeden Punkt aus der zuldssigen Menge den Gewinn z
berechnen. So erhdlt man z. B. fiir A (man stellt nur das Produkt Y her)

z(0; 550) = 8:-045-550 = 2750
und fur D (man stellt nur das Produkt X her)
2(300; 0) = 8-300+ 5-0 = 2400.

Der Gewinn ist also im letzteren Fall kleiner.
Waihlen wir einen Punkt aus dem Inneren der zuldssigen Menge, z.B.
P(150]|200) — man stellt 150X und 200Y her —, so ergibt sich

z(150; 200) = 8 - 150 + 5 - 200 = 2200.

So konnte man fortfahren und fiir jeden Punkt der zuldssigen Menge den
Gewinn ausrechnen, um schlieBlich den Punkt zu finden, bei dem der Gewinn
maximal wird. Dieser Punkt heil3t optimaler Punkt.

Esist klar, dass du mit dem Ausrechnen nie fertig werden wirst. Daher iiberle-
gen wir:

Die Punkte, fiir die der Gewinn jeweils einen festen Wert z,, hat, liegen auf der
Geraden mit der Gleichung 8x + 5y = z,. Die Auflésung nach y ergibt

Zg-

L=

8.
y=—zx+

Die Gerade hat also die Steigung — £ und den y-Achsenabschnitt £ z,. Da die

=

Steigung nicht von z, abhingt, sind alle Geraden, die man fiir verschiedene




184 7 Ungleichungen

X

Abb. 184.1 Die zuldssige Menge des Systems der Nebenbedingungen

Werte von z, erhdlt, zueinander parallel. Dariiber hinaus erkennen wir. dass
bei grélitem Gewinn der y-Achsenabschnitt am groBten ist (und umgekehrt).

Wir mussen also aus unserer Parallelenschar diejenige Gerade bestimmen. die
die zuldssige Menge gerade noch trifft und dabei einen moglichst groBen
y-Achsenabschnitt besitzt.

Zeichnerisch kann man wie folgt vorgehen. Man verschiebt die Gerade mit der
Gleichung y = — £ x so weit parallel nach oben, bis sie die zuldssige Menge
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gerade noch trifft. Dabei gibt es zwei Moglichkeiten: Die Gerade trifft die
zuldssige Menge in einem Eckpunkt oder sie trifft sie in einer ganzen Polygon-
seite. Im ersten Fall gibt es genau einen optimalen Punkt; im zweiten Fall ist
jeder Punkt dieser Seite ein optimaler Punkt, es gibt also unendlich viele sol-
cher optimalen Punkte. In unserem Beispiel gibt es genau einen optimalen
Punkt, weil keine Polygonseite die Steigung — 2 hat.

Rechnerisch bestimmt man den optimalen Punkt nun so, dass man fiir alle
Eckpunkte — denn diese kommen nach dem Obigen als optimale Punkte in
Frage — den Gewinn z errechnet. Der Eckpunkt mit dem grofBten z ist der
optimale Punkt. Gibt es aber zwei Eckpunkte mit grofBtem z, dann ist die
ganze Verbindungsstrecke optimal.

Fir unser Funfeck OABCD erhalten wir

0: z(0; 0) = 0,
A: z(0; 550) = 2750, B: z(140; 550) = 3870,
C: z(244%; 46228) = 427049, D: z(300; 0) = 2400.

Man erkennt: C ist der optimale Punkt.

Wenn der Produktionsprozess auch die Herstellung von Teilen von Produkten
zuldsst, dann sind wir fertig. Der Fabrikant wird dann pro Tag 244 »Stiick«
von X und 462352 »Stiick« von Y herstellen lassen, um den maximal méglichen
Gewinn von 42703% € zu erzielen.

Wenn aber nur ganze Produkte moglich sind, dann miissen wir die Gerade
durch den optimalen Punkt C so weit nach unten parallel verschieben, bis sie
zum ersten Mal auf einen Gitterpunkt trifft. Dieser ist dann der optimale
Gitterpunkt, der die Losung fiir das ganzzahlige Problem liefert. In unserem
Beispiel ist G(244|463) der optimale Gitterpunkt (Abbildung 186.1).

Der Fabrikant wird jetzt pro Tag 244 Stiick von X und 463 Stiick von Y
herstellen lassen, um den maximal moglichen Gewinn von 4267 € erzielen
zu konnen.

Ein Blick auf Abbildung 184.1 zeigt uibrigens, dass die Nebenbedingung IV
fiir die Lagerkapazitat (x + y = 800) iiberfliissig ist, weil sie die zuldssige Men-
ge nicht beeinflusst.
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Abb. 186.1 Auffinden des optimalen Gitterpunkts

Aufgaben

1.

Durch die Nebenbedingungen

[ x=0 [Iy=0 [I x4+ 2y <12 IV 3x -+ p=11 Vix =3
Vix+2y=2

wird eine zuldssige Menge beschrieben. Bestimme fiir die angegebene Ziel-
funktion z den optimalen Punkt, sodass dort z maximal wird. Wie grof3
ist das Maximum?

a) z=x+4y b) z=x+y ) z=3x+y od) z=x—2y

Bei manchen Fragestellungen sucht man nicht denjenigen Punkt, bei dem
die Zielfunktion maximal wird, sondern denjenigen, bei dem sie minimal*
wird. (So wird man z. B. bei einem Geschéft versuchen, den Verlust zu
minimieren.) Lose nun Aufgabe 1 so, dass die Zielfunktion im optimalen
Punkt thr Minimum annimmt.

* minimus (lat.) = der kleinste
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Die Nebenbedingungen

izl TMy=0 " SHEczp 10 " axdye il “Vixag
legen eine zuldssige Menge fest. In welchen Punkten werden die Zielfunk-
tionen aus Aufgabe 1

a) maximal, b) minimal?

Eine Fabrik stellt ein Gerdtin 2 Ausfithrungen her. Je nach Ausfithrung ist
die Zusammensetzung der zur Herstellung verwendeten Materialien ver-
schieden, wie die nachstehende Tabelle zeigt; diese gibt auch an, tiber wel-
che Vorrite in kg die Fabrik verfiigt.

Material | Typ1 | Typ 2 | Vorrat
a 8 12 620
b 10 4 390
C 5 10 500
d 4 0 140

Wie viele Gerite miissen von jedem Typ hergestellt werden, damit die
Gesamtzahl maximal wird?

Eine GroBbickerei mit drei Backstuben in verschiedenen Orten bezieht
Mehl von zwei Mithlen. Im nachstehenden Diagramm ist neben der Tages-
produktion der ersten Miihle der Tagesbedarf der Backstuben, jeweilsin t,
eingetragen. Die Tagesproduktion der ersten Miihle wird vollstindig an
die drei Backstuben ausgeliefert; die zweite Miihle liefert den Rest. Auf
den Pfeilen sind die Frachtkosten in € je t verzeichnet. Wie viel t Mehl
muss jede Miihle an jede Backstube liefern, damit die Frachtkosten fir
die GroBbickerei minimal werden? Wie hoch sind sie?
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¢) Was ergibt sich bei Aufgabe b, wenn M, aufgrund eines alten Vertrags
an B, mindestens so viel liefern muss wie an B,?

d) Was ergibt sich bei Aufgabe b, wenn zusiitzlich zur Bedingung aus ¢
eine weitere Vertragsklausel vorschreibt, dass die Lieferung von M, an
B, zusammen mit dem Doppelten der Lieferung an B, mindestens 24 t
betragen muss?

Ein Bioladen hat 210 kg Haferflocken, 180 kg Rosinen und 240 kg Tro-
ckendpfel lagern. Daraus werden zwei Sorten Miisli gemischt, und zwar
einmal im Verhiltnis 4 : 5: 6, das andere Mal im Verhiltnis 2: 1 : 2. Wel-
che Menge muss der Ladenbesitzer von jeder Sorte herstellen. um den
grolitmoglichen Verdienst zu erzielen, wenn er an 1 kg der ersten Sorte
a) 9€ b) 12€

und an 1 kg der zweiten Sorte jeweils 10 € verdient?

Wie groB3 ist in jedem Fall sein Verdienst?

Fur jeden Teilnehmer einer Expedition soll eine »eiserne Ration« aus
Vollkornbrot, Wurst und Schokolade zusammengestellt werden. Sie muss
genau 160 g Eiweil3 und mindestens 360 g Kohlenhydrate und darf hochs-
tens 100 g Fett enthalten. Es gilt folgende Tabelle:

je 100 g g Kohlen- | g Fett | g Eiweil3
enthalten hydrate

Vollkornbrot 45 5 20
Wurst 10 20 30
Schokolade 60 10 10

Aus wie viel Gramm von jedem Nahrungsmittel muss die eiserne Ration
bestehen, damit ithr Gesamtgewicht moglichst klein bleibt? Wie viel wiegt

i)
SIS

Eine Mischung aus Niissen und Rosinen soll als Studentenfutter verkauft
werden. Die Mischung soll zu mindestens 50 % aus Rosinen und zu minde-
stens 30 % aus Niissen bestehen. Der Kaufmann hat einen Vorrat von
10 kg Niissen und 5 kg Rosinen. Ublicherweise verkauft er die Niisse fiir
25 € pro kg, die Rosinen fiir 10 € pro kg. In welchem Verhaltnis muss
er Nusse und Rosinen mischen, wenn er bei einem Verkaufspreis fiir 1 kg
Studentenfutter von

a) 15€ b) 13,75 € c) 14,50 €

maximalen Erlés aus dem Verkauf des gesamten Vorrats erzielen will.
Wie groB ist dieser dann?

Eine Familie muss fiir den Kauf einer Eigentumswohnung 120000 € an
Kredit* autnehmen. Die Mutter hat sich bei drei Banken nach deren Kon-
ditionen erkundigt. Fiir das erste Jahr verlangt die erste Bank 5% Zinsen
auf die Gesamtschuld und eine Tilgung von 3 % dieser Schuld. Die zweite
Bank verlangt 4% Zins und 12% Tilgung. Die dritte Bank fordert 6%

* creditum (lat.) = das Anvertraute
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Zins und eine Tilgung von 5% und ist iiberdies nur bereit, einen Kredit zu
gewihren, der mindestens 12000 € betrdgt. Die Beratung im Familien-
kreis ergibt, dass nur eine Belastung von hochstens 12200 € pro Jahr
verkraftet werden kann. Beil welcher Aufteilung des Kredits auf die drei
Banken zahlt die Familie die wenigsten Zinsen? Wie hoch sind sie? Wie
viel € werden getilgt?
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