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Ein Wort voraus

Die Anschauliche Analytische Geometrie ist eine Einfithrung in die
mathematische Behandlung des dreidimensionalen Raums. Schon die
Algebra der Mittelstufe reicht, um Punkte, Geraden und Ebenen im
raumlichen Koordinatensystem zu beschreiben, um Schnittpunkie,
Schnittgeraden und Schnittwinkel sowie die Lage von Figuren exakt
anzugeben. Derlei ist sonst nur konstruktiv in der Darstellenden Geome-
trie moglich. Doch der Vorteil einfacher Mathematik verleitet auch zu
fliichtigem Kopfrechnen, Vorzeichenfehler sind so die schlimmste Fehler-
quelle — fiir Schiiler genau so wie fiir Lehrer!

Zum Rechnen kommt noch die Uberlegung an rdaumlichen Figuren. Viele
Aufgaben lassen sich zwar in sturer Rezeptanwendung losen, doch sollte
man sich auf jede Gegebenheit neu einstellen, sie sich raumlich vorstellen,
am besten mit Skizzen — und bei den herausfordernden Aufgaben wird
man sowieso nicht drum herumkommen, die Losungsidee im Raumbild
zu suchen. Unser Rat: moglichst oft zum Stift greifen und skizzieren, am
Bild den Lésungsweg herausknobeln oder einen vermeintlichen verwer-
fen (was genau so wertvoll ist). Nur so entwickeln sich zeichnerische Fer-
tigkeiten Hand in Hand mit fundierter Raumanschauung, und verbliif-
fende, ansprechende Bilder sind die Folge.

Die Raumgeometrie lebt durchs Bild. Das macht thren Reiz, das zeichnet
sie vor andern mathematischen Disziplinen aus und das macht sie heute
so unentbehrlich. Heute, wo Unmengen von Daten anfallen, ist Sichten,
Wichten und Richten nur noch mit Elektronenrechnern zu bewdltigen.
Aber erst das Bild macht den Datenwust iiber- und durchschaubar. Ver-
antwortungsbewufite raumliche Deutung von Réntgenbildern, zuverlds-
sige Gelenkdiagnose, prizise Anfertigung von Prothesen, Analyse von Kri-
stall- und Molekiilstrukturen und vieles mehr verlangen vom Arzt, Biolo-
gen und Chemiker eine ebenso souveriane Raumorientierung, wie sie bei
Seglern, Piloten und Raumfahrern erste Voraussetzung ist. Doch damit
nicht genug. In der heute so spektakulir auftretenden Konstruktions-
Software geht es knallhart raumgeometrisch zu: Nur in der rdaumlichen
Koordinaten-Geometrie erfahrene Architekten, Bauingenieure und Ma-
schinenbauer sind imstande, thre Ideen am Bildschirm zu konstruieren
und zu testen.

Wir haben uns zu einem moglichst anschaulichen Weg entschlossen:
Vorrang hat die Geometrie, die lineare Algebra ist wichtiges Hilfsmilttel.
Die lineare Algebra ist heute wesentlicher Bestandteil in vielen Studien-
gingen. Sie wurzelt in der Euklidischen Geometrie, der Analytischen
Geometrie und der Theorie der Systeme linearer Gleichungen. So ist um-
gekehrt die Geometrie eine grofle Hilfe zur Bildung abstrakter Begriffe
der linearen Algebra. Hier und in der iibrigen Mathematik beruhen ja
viele Begriffe und Séitze auf geometrischen Vorstellungen. Man denke
nur an Vektor, Linearitit, Schnittgebilde, Parallelitdt und Symmetrie.




Das Buch ist fiir Grund- und Leistungskurs gedachit.

Ein Stern * kennzeichnet Stoff, der nicht im Grundkurs-Lehrplan steht.
Zwei Sterne ** stehen fiir Zusatzstoff. Auch Lehrer eines Grundkurses
sollen die Moglichkeit haben, Hilfsmittel wie Determinanten oder Vektor-
produkt einzusetzen, wenn sie der (berechtigten) Meinung sind, daf da-
durch auch Grundkursler gewisse Aufgaben leichter erledigen. Die Theo-
rie der Systeme linearer Gleichungen bildet einen eigenstandigen Block.
Man wird sie nach eigenem Gutdiinken angemessenen dosiert da anwen-
den, wo man sie braucht.

Die reichhaltige Aufgabensammlung, von der Fingeriibung bis zur Pro-
blemaufgabe, soll die Kraft der Analytischen Geometrie vor Augen fiihren
und die Raumvorstellung fordern. Viele formale Aufgaben dienen zum
Uben des mathematischen Kalkiils. Um die Auswahl zu erleichtern, sind
die Aufgaben gekennzeichnet:

empfohlene Aufgaben haben eingerahmte |[Numm L’Nl!,

Knédel » warnen vor schwierigen oder zeitaufwendigen Aufgaben.
Koordinatenebenen sind als Quadratgitter veranschaulicht, thre
Gitterlinien haben den Abstand 1. Wenn in Bildern an den

Koordinatenachsen keine Zahlen stehen, dann lassen sich Punkt-
koordinaten am Quadratgitter abzahlen.

Elisabeth & Friedrich BARTH Gert KRUMBACHER







In der Geometrie der Unter- und Mittelstufe lést man geometrische Aufgaben im wesentlichen
durch Konstruktion, begriindet man Zusammenhinge durch Beweise, Diese Art der Geometrie
heifit auch Synthetische Geometrie (‘ganzheitliche Geometrie'). Altmeister dieser Geometrie ist
EUKLID (um 300 v.Chr. in Alexandrien). Schon im Altertum beginnt man, in der Geometrie auch
zu rechnen — zum Beispiel mit den Strahlensédtzen, mit dem Satz von PYTHAGORAS und in der Tri-
gonometrie.

Im Barock, Anfang des 17. Jahrhunderts, finden der franzisische Mathematiker Pierre de
FERMAT (Beaumont de Lomagne 17(?).8.1601 bis 12.1.1665 Castres) und der franzésische Philosoph
und Mathematiker René DESCARTES (La Haye 31.3.1596 bis 11.2.1650 Stockholm) eine neuartige
Methode, geometrische Probleme zu lésen. Die beiden gehen in entgegengesetzter Richtung vor:
FERMAT setzt bei einer Koordinatengleichung an und sucht die zugehiorige Kurve, wihrend
DESCARTES bei der Kurve ansetzt und die zugehérige Koordinatengleichung sucht.

FERMAT legt seine Ideen um 1635 dar in seiner Schrift »Ad locos planos et solidos isagoge« ('Ein-
fiihrung in die ebenen und réumlichen Figuren'). Aber erst 44 Jahre spiter, also 1679, wird sie von
seinem Sohn Clément-Samuel veréffentlicht.

1637 erscheint DESCARTES' beriihmter »Discours de la Méthode« mit der Erlduterung »pour bien
conduire sa raison et chercher la vérité dans les sciences« ('Abhandlung iiber die Methode, seine
Vernunft gut zu leiten und die Wahrheit in den Wissenschaften zu suchen’). Im Anhang »La
géométrie« fiihrt er die neue mathematische Methode vor. DESCARTES gilt als der Vater der
Analytischen Geometrie, denn schon am 26. Miérz 1619 schreibt er in einem Brief an den nieder-
landischen Mathematiker Isaac BEECKMAN sinngemill, er habe eine villig neue Wissenschaft
entdeckt, mit der er alle Probleme der Geometrie losen kiénne. DESCARTES lost sich von der
konstruktiven Synthetischen Geometrie der Griechen und algebraisiert die Geometrie jetzt kon-
sequent: Er fithrt einen Bezugpunkt O (Ursprung) und zwei Koordinatenachsen ein. Indem er
jedem Punkt der Ebene zwei Zahlen, die Koordinaten, zuordnet, kann DESCARTES geometrische
Figuren wie Geraden und Kreise als Losungsmengen von Gleichungen algebraisch darstellen und
zum Beispiel Schnittpunkte tber die Lésung von Gleichungssystemen berechnen. Damit ist die
Analytische Geometrie geboren! (analytisch: auf einem zergliedernden Verfahren beruhend.)

Unter Analytischer Geometrie versteht man heute die Verwendung der Koordinatenrechnung in
der Geometrie. Sie hat sich weiterentwickelt in der reinen Mathematik zur Algebraischen
Geometrie, in der es um Gleichungen héheren Grades geht, und zur Differentialgeometrie, in der
man auch die Analysis (Differenzieren, Integrieren) mit einbezieht. Dabei wagt man sich auch in
Réume héherer Dimension vor. In der angewandten Mathematik ist die Analytische Geometrie ein
unentbehrliches Hilfsmittel fiir die Darstellung rédumlicher Sachverhalte in Physik, Chemie und
Technik. Einen neuen Aufschwung erlebt sie in unseren Tagen bei der elektronischen Verar-
beitung grafischer Daten. Konstruktionsbiiros, vor allem die der Automobilindustrie, kommen
heute ohne Computergrafik nicht mehr aus. Und ohne Analytische Geometrie gibs keine Compu-
tergrafik!

In der Algebra der Mittelstufe haben wir schon erste Bekanntschaft mit der Analyti-
schen Geometrie gemacht — dazu nun zwei Beispiele:

Schnitt von Gerade und Parabel

X+3 I
Xt + Tx—12 11

Gerade g: y=

B | -t

Parabel p: y=-—

1
= g S )
I-11: 0= 3x®~ Bx+15
0= x2—13x+ 30
0=(x-3)x-10) = x;=3 xp = 10
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S,(3l4,5) S,(10/8)
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Schnitt zweier Geraden

Geradef: 2x—-8y=21 1 (implizite Geradengleichungen)
Geradeg: 3x+4y=6 11

31 6x — 9y = 63
=201 —6x—8y=-12
31-2II -17y=51

y=-—3 eingesetztinll: 3x-12=6 = x=6 S(6|-3)

In der klassischen Analytischen Geometrie kommen nur lineare und quadratische Glei-
chungen vor. In diesem Buch werden wir uns sogar nur mit linearen Gleichungen be-
fassen. Weil man in der Analytischen Geometrie auf Schritt und Tritt linearen Glei-
chungssystemen begegnet, fangen wir nicht gleich mit der Geometrie an, sondern
beschéiftigen uns zundchst mit dem notigen Handwerkszeug. Die Lineare Algebra lehrt
den Umgang mit linearen Gleichungssystemen. Davon handelt das nichste Kapitel

Aufgaben

@ Zeichne die Figuren, deren Punkte die Koordinatengleichungen erfiillen:
a) y=2x-1 b) 2x+3y=6 ) X =5 d y=-2

2. Zeichne die Figuren, deren Punkte die Koordinatengleichungen erfiillen:
a) y=x° b} yE=x ¢) y=—(x-1)%+2 d yv=-x%+4x

* 3. Zeichne die Figuren, deren Punkte die Koordinatengleichungen erfiillen:
a) y=|x] b |lyl=x ¢) lyl=|x] d |lyl=x-1

e lyl==Ix|l D ly-—1l=x-1 g lyl=lx-1| h) ly—1]=|x]|
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Zeichne die Figuren, deren Punkte die Koordinatenungleichungen erfiillen:

a) y:’—ix+3 b)) x<2y e) y<—-x*+2x+3

d yr<x® e lyl+lxl<1 H y2-x220

Beschreibe die Punktmengen
durch Koordinatengleichungen:

T

Beschreibe die Punktmengen
durch Koeordinatengleichungen:




| Xy

* 8. Beschreibe die Punktmengen durch Koordinatenungleichungen:
I
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A A i
I il Ll , |
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EEEER. L ]
9] Berechne die Schnittpunkte der Geraden:
a) g y=2x b g 3x-2y=5 ¢ gy-2=0
h:y:—éx+: h: =3 h: x==2y+4
d g x-n=0 e) g 2x—-6y=0 f) g.yzgx—E
h: y+n=0 h: y:%x+; bt x= gy+3

« 10. DELISCHES PROBLEM

Die Bewohner der griechischen Insel Delos sollten zur Abwendung der Pest nach
einem Orakelspruch Apollon einen wiirfelformigen Altar bauen, dessen Volumen
doppelt so gro8 werden sollte wie das des vorhandenen Altarwiirfels. Weil sie die
Kante des neuen Wiirfels nicht konstruieren konnten, fragten sie PLATON um Rat,
und er antwortete ihnen: Apollon braucht einen so groBen Altar gar nicht, er wollte
euch nur zeigen, daf ihr euch zu wenig um Mathematik kiimmert und nichts von
Geometrie haltet!

Wir wissen heute, dal diese Aufgabe mit Zirkel und Lineal nicht lésbar ist.

3 = .
Die neue Kante miifite ndmlich \IE mal so lang sein wie die alte, aber eine Strecke
8=, 5 : . . :
der Linge '\f’f& ist nicht konstruierbar. Der griechische Mathematiker MENAICH-
MOS (4.Jh.v.Chr.) fand zwar eine Konstruktion mithilfe von Parabeln, doch als

exakte Losung im Sinn der klassischen Geometrie wurde sie natiirlich nicht
anerkannt.

Zeichne die Parabeln p: x = %yz und q: y =x® und berechne ihre Schnittpunkte.
Wieso ist damit das Delische Problem erledigt ?

11




II. Lineare Gleichungssysteme

Karl Friedrich Gauf} (1777 bis 1855)




1. Bezeichnungen

Ein einfacher Fall eines linearen Gleichungssystems sind zwei lineare Gleichungen mit
zweil Unbekannten
| 2x -3y =21

I1 3x+4dy= 6
Linear heifit ein Gleichungssystem, wenn in allen Gleichungen die Unbekannten hich-
stens in der ersten Potenz vorkommen. Weil wir kiinftig auch mit mehr als zwei Unbe-
kannten arbeiten werden, numerieren wir sie und schreiben statt x, y, z, (?)... nun
Xy, X9, X3, X4, ... . Das Gleichungssystem schaut dann so aus

II 3%, +4%,=6

Eine Losung ist ein Zahlenpaar; man schreibt x, = 6, x, = —3 oder kiirzer (6 | —3) oder

. r 6
das ganze untereinander [_3 I

Ein allgemeines lineares Gleichungssystem besteht aus m Gleichungen mit n Unbe-
kannten. Man bezeichnet es auch als m, n-System.

X1
Eine Losung ist ein n-Tupel von Zahlen (x, | x,| ... | x,) beziehungsweise
Hl‘.
Beispiel fiir ein 2,3-System: I x+2% + X3=3
II x- %X-2x,=0
!-" oy .u’2 \
Eine Losung ist das 3-Tupel I -1 |, eine andere (1] . Statt 3-Tupel sagt man auch Tripel.
2 |
\ J X J

Normalerweise schreibt man die Gleichungen so, daB alle Unbekannten auf der linken
Seite und die konstanten Summanden auf der rechten Seite stehen. Haben alle Konstan-
ten den Wert null, dann nennt man das Gleichungssystem homogen, sonst heifit das
Gleichungssystem inhomogen.

Beispiel fiir ein homogenes 3, 3-System: I X+ 2%,— 3x3 =0
II i+ === =0
I 4x,+ 3x,— 2x4 =0
Die Faktoren bei den Unbekannten und die Konstanten heifen Koeffizienten des Sy-
stems. Dank einer raffinierten Kennzeichnung sieht man sofort, an welche Stelle im
System der Koeffizient hingehort:
I alla\'.l G i By, €, (SR, aln x_.l — h]
II agx; + agX, +...+ a,, X,

I
=8
b

233 1st zum Beispiel der Koeffizient in der 3.Gleichung bei der Unbekannten x, .
b; ist die Konstante der 3.Gleichung.




Ziel unsrer Untersuchungen wird es sein, bei einem m,n-System herauszufinden:
— wann ist das System iiberhaupt lésbar ?
— wann hat das System genau eine Losung ?
— wie findet man die Losung(en) ?
— wie stellt man die Losungsmenge tibersichtlich dar ?

Erstaunlicherweise treten alle moglichen Fille von Lésungsmengen schon bei 2,2-
Systemen auf und sind durch geometrische Uberlegungen sogar leicht verstidndlich.
Man deutet die beiden Zeilen des Systems als Gleichungen von Geraden:

genaueine Losung: [ x + 2x, = 8 % 2
II 8%, + X, =9 L [3]

Deutung: Die beiden Geraden schneiden sich im Punkt (2| 3).

\# X,
1 I % w23 = 8
\g I 3%+ x;=9

%

ﬁ:p genau eine Losung:
148 213)
[\@3)

- '\.“ H"*ﬂ--._._._!l ‘h
A 3
4= "..Il \*-{f-&
"\ 5 \\n X,
keine Losung: I x,+2% = 8

Deutung: Die beiden Geraden sind parallel, fallen aber nicht zusammen.

X
Sl I % +2x,=8
. 5 &LH-.""H.,:‘_‘} = II % +2x,=12 b I; 2)(1 + EXF = Tg
! Rt : = e 8 =LXy = hX; ==
~{.& ki o
Sk - “‘3\{.-.'-' Siie taating ! M unendlich viele Losungen:
So P 2 (a]-1a+4)
\-\.‘___& e - Kol S o & 2
h R'x.‘ * ?:';h bzw.
1 e : o (-2b+8]b)
x 1 5 : | |'r' P ki 1 : & I : "“:-\_\ 1:'] ! X3
e
unendlich viele Lisungen: I X; +2x,= 8 & (—2b + 8
; = Losung | ', |
IT —2x, — 4x, =-16 \ J

Die Losungsmenge kann man mit einem Parameter b darstellen. Fiir jeden Wert belR
ergibt sich eine andre Losung. Deutung: Die beiden Geraden sind identisch. Die Lésun-
gen sind die Punkte der Gerade. Der Parameter numeriert sie durch.

14




1=

Aufgaben

4.,

cn

Bestimme die Liosnnaen und zeichne die zugehérigen Geraden:

a) I x+x=1 b) I —-4x,+ 2x, =-6 c) I x;—x%=0
[T 2x,— x, = II 6x,— 3x, = 9 II x,+%,=0

oo

d I 6x,—9x
I1 4x,- 6%,

1 e I 3x,-05x% =0 f) L =i
0 II —6x; + % =0 [ e =2

Il

‘

: 2
Gib ein 2,2-System an, das die Lésung [_ 4 : hat und
a) keine weitere Losung hat
: (1Y :
b) auch noch die Lésung L 1 J hat ¢) homogen ist.
L 5 5 e 2 A il e .
Ein m,2-System hat die Lésung (3 ] Gib ein Beispiel an fiir m =1, 2, 3.

N (2 . ; s E A o v il
Kann man es so einrichten, da§ | 3 ) jeweils die einzige Lisung ist ?
|2 :

I 3% — x3+42x3=1

II 2x, + 2x, =i Gib die Koeffizienten an: a;, a,5, a5, a5, und b, .

Gib ein 3,2-System an, fiir das gilt:

a) lel:E‘lgl:l, b]z—b2:2 {1]2:-[)3:0, 33!:2'{13:;%:—&-_)‘2:6
b) a;=1, ayp = — 1, b=j [(ijk=1,23
€) aip=1+k, b=0 (1,j=1,2,3: k=1, 2)

In einem homogenen 3,3-System gilt ay, =-1, a;3=a,3=2 und a, = —a,
(1L,k = 1, 2, 3). Schreib das Gleichungssystem hin.

e
n




2. Das Einsetzverfahren

ist der naheliegendste Weg, ein Gleichungssystem zu losen: Man lost eine Gleichung
nach einer Unbekannten auf und ersetzt diese Unbekannte in allen andern Gleichun-
gen durch den gefundenen Term. Das wiederholt man immer wieder. Wir fiihren das
Einsetzverfahren zunéchst an einigen 3,3-Systemen vor; wir haben sie so ausgewihlt,
daf} die wichtigsten Fille vorkommen.

Inhomogene Gleichungssysteme

Genau eine Losung

I 2% —-3x, + x3 =-1 !
IT X, + X3+ 56x3= 0 = X =—Xp— 5x3] in I und III
inl 2(— x,—5%3)— 3%, +%; = —1
inIIT — (= xy — 5%3)+ 2%, — %3 = 2
III' 3%, + 4x; = 2 = (X =—3Xg+2|inT
inT —5{-%x3+§}—9x3 e | _
20x, —10 - 27x; =—3
T —Tx; = 7 = [x3=-1/inIIT und II
x:ﬂ = =1 X, i 3
inII X, =3 X, -1

Beim Einsetzverfahren geht es nur darum, Gleichungen umzuformen und Terme ein-
zusetzen. Es kommen keine gefdhrlichen Umformungen vor wie Quadrieren und Mul-
tiplizieren beziehungsweise Dividieren durch Terme, die null werden kénnten. So ist si-
chergestellt, dal weder Losungen verloren gehen noch sich Scheinliésungen einschlei-
chen. Allerdings mul man darauf achten, daf die Anzahl der aktuellen Gleichungen
nach jedem Rechenschritt dieselbe ist. In unserm Schema heben wir die zum Einsetzen
reife Gleichung mit einem Rahmen hervor. Aktuell sind dann jeweils die Gleichungen
unterm Strich und die eingerahmten.

Keine Losung

I 2x, —3x, - x3= 4
I x+2%+3%= 1 = [x=1-2x-3x)inlund Il
III 3% — 8% - 5%x3= 5 il o =
Ji —Txy —Txg = 2 = |Xy = — %— x:z_i in IIT'
[1I'  —14x,— 14%3 = 2 ' '
[I" 0=-2 ¢  keine Losung! 5

IIT" ist eine widerspriichliche Gleichung. Wenn ein Widerspruch auftaucht, dann muf
irgendwo eine Annahme stecken. Tatsédchlich beruht das Lésungsverfahren auf der
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Annahme, dafl das Gleichungssystem mindestens eine Lésung (x; | x5 | x4) hat, die alle
Gleichungen erfiillt. Stét man beim Rechnen irgendwo auf einen Widerspruch, dann
erweist sich die Annahme als falsch, das Gleichungssystem hat keine Losung.

Unendlich viele Losungen

I X +26-8% = 6 = [x=6-2x,+3x
II 2% — x + 4x3 = 2
III  4x; + 3%, — 2x; = 14
IT' 5%+ 10xy =10 = [x,=2 + 2x,
I 5%, + 10x; =—10 W DERA TDFam
T 10 10k #1105 ==10
0= 0

Die aktuellen Gleichungen reichen nicht aus, um die Unbekannten eindeutig zu bestim-

men. Wenn x; bekannt wére, dann lieen sich die dazu passenden Werte fiir Xy und x,

berechnen. So findet man zum Beispiel fiir x,=-1 die Losung (3 | 0|-1) und fiir x,=0

die Losung (2| 2| 0). Weil x, frei wihlbar ist, gibt es unendlich viele Loésungen (abhiingig

von x3). Eine frei wihlbare Grofle heit auch freier Parameter. Man bezeichnet Para-

meter mit einem kleinen griechischen, manchmal auch lateinischen Buchstaben. Setzt
man Xy = A, dann bekommt man durch Einsetzen in die eingerahmten Gleichungen

X i —

X,=2+2A und %, =2-X oder | X3 |= [2 + 24

X3 lk X

, AclE.

Weil die Losungsmenge genau einen freien Parameter enthilt, sagt man, daf} das Sy-
stem ! Lésungen hat (sprich: unendlich hoch eins). Zur besseren Ubersicht trennt man
in der Losung den konstanten Teil vom parameterabhiingigen Teil und schreibt

Xy 2 —AY _|’2—:"-.'\| 729 —A N
Xy [=|2 4+ QI'M':i 2+2\|=|2 +{2l ' (zeilenweise Addition)
w] 0ok laaa)ile) )

)(1 f 2 B — ].
X |=| 2 +l{ 2 J (Parameter abspalten)

K3 U L) 1
x'l |(2 i fiis= 1\' =
Losung : X |= |2+ A 2 !, relR 1|
Xq I\O.l 1 4 B

Die Darstellung der Losungsmenge ist nicht eindeutig, sie hiingt ab vom Loésungsweg.
Das letzte Gleichungssystem jetzt anders gelost:

1 X, + 2%, — 3x3 = 6
T 25 — x4z, = 2 =y =9x4dx,— 2
= M e an, ok, = 107 VRIS e
L 5x, + 5x; = 10 = [x3=2-—x)]
III' 10x, + 10x; = 20 i
o | TUET TR AS) T
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Nun ist x, die einzige Unbekannte, die nicht links vorkommt; deshalb ernennen wir sie
zum freien Parameter p. Wir setzen x; = 1 und bekommen durch Einsetzen in die ein-
gerahmten Gleichungen

X, T e i D
X3=2—p und X;=6-2p oder | Xz |= 6—21 [=|6 [+p| —ZJ
el S

X, { 0 r 1 \ .
Losung : Xy |= 61+].J. -2 I, nelR 2]

Xa \2 ) \=1

Bei Wahl von x, als freien Parameter hétte sich ergeben

X, \ -1/, 55
Losung : X |=| 0 +6| 1 |, ceR (3

Xq ,_1 / ]‘;2 :

Ein Vergleich von [1], 2] und [3] zeigt, daB sich die Anteile beim Parameter nur in einem
Faktor unterscheiden
iy

I/ 1 r—1x - 1/,
2 = [ 1)[ 2 und il = 13’2. 2 )
L -1 1 k\ 1/, -1

Die konstanten Anteile — das sind die Losungen, die jeweils zum Parameterwert 0 geho-
ren — zeigen keinerlei Ahnlichkeit. Trotzdem sind die drei Darstellungen gleichwertig,
denn jedes Losungstripel ist in jeder Darstellung enthalten: In @ liefert =4 das Tripel
(114 1), dasselbe Tripel ergibt sich fiir u=1in [2| beziechungsweise fiir A=1in [1].

Es gibt auch Gleichungssysteme, deren Losungsmengen mehr als einen Parameter ent-
halten. Dazu ein Beispiel:

I 0,5?(1 T 4:(2 o= OTSXL{ — 3

[T - X+ 8% — X3=—06 = i_xl:{"ixz—x_.\;:.ﬁ-
IIT  0,25x%, — 2x, + 0,25%; = 1,5 i s
T U=
I1r 0= "0

X, und X, sind frei wihlbar und werden deshalb zu Parametern ernannt:

X, =A und x5 =
in II X, =6+8A—p

X, 6 8 =1y
Losung : X, | =0 |+ }“!. 1] + p{ 0 A peR
X 0 ) \0) 1

Weil hier zwei freie Parameter vorkommen, spricht man von «? Lésungen. Auch hier
sind andere Darstellungen der Losungsmenge mdiglich. Hdtte man zum Beispiel Glei-
chung II nach x, aufgelost, dann wiren x; und x; die freien Parameter:
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II — Ii:’; = é = x1 -+ SX)
= =0
Iar 0=0

X =0 und X, =7
in II X3=6-—0+ 81

.XI ,.U\, [0\
Losung : X, =|0 +(F'01+T1,G.TE]R
Rz L6 ) -1 ) \8 )

Homogene Gleichungssysteme

Wie verdndern sich die Lisungen, wenn man die rechten Seiten der Gleichungen null
setzt, das heiflt, zu homogenen Systemen iibergeht ? Wir rollen die Sache von hinten auf
und untersuchen zuerst inhomogene Systeme mit unendlich vielen Losungen. Das ho-
mogene System, das zum inhomogenen System mit co! Losungen (Seite 17) gehort,
lautet:

[ X, + 2%, — 3x; = 0 = ;(]_: —2_\(:,_'1-_1'?53(;;;
IT 2% — %, + 4%3 = 0
IIT  4x; + 3% — 2x3 = 0

I ~5%,+10%, = 0 = [x,= 2%,
e et s 20 T T RN
[1" 0=20

X3 = A (freier Parameter, es gibt «' Lésungen) = x, = 2\ und x, = -2,

-1

X,
zusammengefallit zur Losung: | X =l[ 2 l, A elR oder
Xq I\ 1 J
X f \
(andrer Lésungsweg): Losung: | X |=p|-2 |, peR
X3 \=1}

Auch das homogene System hat ! Lésungen.

Nun zum System mit den «? Losungen. Das zugehorige homogene System ist:

I 06%x— 4%, + 05%; = 0

IT -X%+ 8% — x=0 = ‘-xl = 8X, — X,

IIT  0,25%, — 2%,+ 0,25%, = 0 =

i ol = 0=0 e
I 0=0

X = A und x3 = p (zwei freie Parameter, also oo Losungen)
in II X, =8h—p

X1 8 [ =13
Lésung : X |=A1]+p 0, ApeR
Xy 0 L1
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Es fallt auf:

0
— der konstante Anteil ist [UW (wird deshalb meistens weggelassen)
0 g
— die Lésung des homogenen Systems ist gerade der parameterabhéngige Anteil der
Lisung des inhomogenen Systems.

Diese Ubereinstimmung verwundert nicht: An der Variablenrechnung hat sich nichts
geindert, und die Konstanten der rechten Seite sind alle gleich null. Der Parameteran-
teil wird allein von der Variablenrechnung festgelegt.

Jetzt behandeln wir das Beispiel, das im inhomogenen Fall keine Losung hat.

11 X; + 2% + 3x3 = 0 = [X;=— 2}12—3;(_3'!
IL W35 = 8% Sfes 00 Lisuesillll
I -T% =Txg = 0 = |_x2_= - xq.j__
IIT’ —14x,— 14x;, = 0
IO 0= 0
X (=13
Xg=h, Xp=—A, X =—A Lisung : X | =L "]1',31.(-:112
X3

Obwohl das inhomogene System keine Lisung hat, gibt es beim homogenen System
Losungen (sogar unendlich viele!). Das sollte uns eigentlich nicht iiberraschen, denn je-
des homogene System hat zumindest die Lisung, bei der alle Unbekannten gleich null
sind. Diese Losung heifit auch triviale Lésung *. Ein homogenes System kann also nie
unlosbar sein, die triviale Lésung gibts garantiert.

Zum Schluli rechnen wir das Beispiel, das im inhomogenen Fall genau eine Lisung hat.

I 2%, —3% + %= 0= x;=3x—2x;

]

11 X, + X + BXy = 0
III —x;, + 2%, — %3 = 0
T —0x; +16x; = 0
N8 X, — X% = 0= [%=x|
S O 7x, = 0 ' ==
X = 0 X5 0y
inlll’ x =0 Losung : X | = 10 | (triviale Losung)
in I Xy = 0 Xy \0 )

Auch das homogene System hat genau eine Losung, und die mul} dann die triviale sein.

trivial = selbstverstindlich

Als Trivium (=Dreiweg) b chnete man die ersten drei Fiche

elementare Vorstufe des Studiums gelehrt wurden: Grammatik, Dialektik und Rhetorik. Danach folgte d

(=Vierweg) mit: Arithmetik, Geometrie Astronomie und Musik, Deswegen nennt man besonders einfache Dinge auch trivial
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Das Einsetzverfahren funktioniert freilich auch bei 4,4-Systemen, 5,5-Systemen usw.
Auch hier sind genau eine, keine oder unendlich viele Lésungen moglich. Die Anzahl
der freien Parameter kann entsprechend der Anzahl der Unbekannten steigen. Das
Einsetzverfahren fithrt auch dann zum Ziel, wenn die Anzahl der Gleichungen nicht
iibereinstimmt mit der Anzahl der Unbekannten. Dazu zwei Beispiele:

g 4)2-5.,\"51—'0"1 I 2)(] - Xp= 5 Xg = 2}(1 = 5
W II  -3x; + 2x,= -8
IV 4% +8x= s
IT X, = 2 [x, = 2|
I1T' T = 14
ALV 10x, =9
I11" 14 =14
v 20 =19 ¢ Das System hat keine Losung.

Wie das Beispiel zeigt, geniigt es nicht, aus dem System einige Gleichungen
herauszupicken und daraus »Losungen« zu produzieren (die ersten beiden
Gleichungen wiirden zur »Losung« (2 | -1) fithren). Weil alle Gleichungen
erfiillt sein miissen, mufl man die »Losung« an den restlichen Gleichungen
iiberpriifen ( (2 |-1) lost zwar noch die dritte, aber nicht mehr die vierte
Gleichung).

m 2,4-System | X + 3% + X3 + x,= 4
e- IT X, + X3 — 2%, =-5
P [ 3%, $ 3= 9 ix_l .:_—xl.._; + 3|

Weil x, und x; nicht links vorkommen, wéhlen wir sie als freie Parameter

t. X, = A, X3 = .. Einsetzen in die eingerahmten Gleichungen liefert x, =3 -4
und x; = 1— 24 — .
Xy 1 -2 =1
. X, (A g i 0 :
Losung : G (= la el gl A ueR
X, 3 -1 0

Systeme mit mehr Gleichungen als Unbekannten heiflen auch
itberbestimmte Systeme. Normalerweise haben sie keine Lisung.

Systeme mit weniger Gleichungen als Unbekannten heiflen

unterbestimmte Systeme. Normalerweise haben sie unendlich viele Lisungen.

Man kann zeigen: Enthélt das System keinen Widerspruch, dann gilt:

. | Anzahl der | Anzahl der | ~ Anzahl der |
|Unbekannten Gleichungen| — |freien Parameter|
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Aufgaben

E Lise die Gleichungssysteme:

X; + 2% + 2% = 3 3X; + Xp+ 2X3 = 11

4% + 4% + 3%3 = 5 —X; — X+ 4%3 = 9

c) 4%, + bxy + 2x3 = 3 d —x; + %+ x=0
_19')(1 —_ }(2 — 3}{3 — 2 . 1{[ + 4!(2 + 2}(3 - O
% + 4% + X3 =1 2%, + 2%+ 3x; = 0

e) 2%, — 3x; — x3 =4 f) —-% + %X + x3=0

i, i .
£ 4%, + X + X3 =1 =i %x:ﬁ %}:3: 0
X; + 4% + 4% = 1 ; ; .

: 2 5 3?(] — 6?‘12— dx3 = 0
X, + X + X =1 ) 4 9
i] Xl + 51{2 — 2:‘{1 = U j) Kl 1= 2){2"" 3‘{-; = O
2%, — X — 3x3 =0 2X; — Xot 4x3 = 0
4%, + 3%, — X3 =0 4%, + 3%~ 2x3 = 0

2. Ldose die Gleichungssysteme und die zugehorigen homogenen Systeme:

a) 2%, + X — 3x3, = b b) 2%, + 3%,— 2x3 = 5
3x; — 2%, + 2x3 = 5 X — 2%+ 3%3 = 2
5%; — 3%, — X3 = 16 4%, — Xo+ 4%5 = 1
c) X; + 2X; + 3% = 3 d 2x, — x+3x3= 4
le + 3)\'2 + SX.'S = 4 4X1 - 2’(2 + 6?(3 = S
3%; + 2Xp+ 17x5 = 1 — 6%, + 3x;— 9x3 =-12
* 3. Einfach — aber nicht leicht (jedes System ist ein 3,3-System!)
a) X o+ X =—2 b) 2x, + 3x, =5
Xqg + X3 =—2 Xy = 2
X + Xy =—4 4%, — X, =3
c) X4 = & d) 2%, + 3%, = 4
8x; = 4 4x; + 6xy3= B
2%, =l - 6x; — 9%, =12
e) X; + 2Xa =3 D x=%
—X, + 8xy =17 X, = Xg
XZ!. = 1 x'd.: X]




o

. Kleine Ursache — grofle Wirkung

a) 2,01x;, + x, + x3 =201 b) 199x; + x + x3 = 201
X, + X3 =200 X4 + Xg=200

- X, + %3 =200 — X; + Xz = 200

c) 2%, + X + x5 =201 d 201x, + x + %3 = 200
X, + X3 =200 .6 + X3 = 200

- Xp + X3 =200 — Xo + X3 = 200

e) 2X; + Xy + X3 =200 ) 199%, + x, + x; = 200
% + x3 =200 T + X3 = 200

— X, + x3 =200 - Xy + Xy = 200

Bestimme die Parameter so, dafi das System die angegebene Lésung hat:

a) 2%) + axXp, + X3 = —4 b  2x;, + x5, - %3 = 1
bx, — 3%, + x3=-5 2%, + 3%, 0
6x; — X+ cx3 = 3a 6x; + ax; — X3 = 1

) =1a x,\ [ 0 3

Losung: XQJ: 2 Lisung: X?_J: 0l =2

X3) \ 2) ool A=1 \ 4)
c) 2%, + axy + X3 = 0 d) -3x;+ 2x; + ax3 = 0
X) + X=0 X; + ax, + 2% = 0
— Xy + ax; = 0 - X +x=0

X ks Das System hat ' Losungen.

Losung: [ X2 [= A 1‘
X4 1)

. Parabeln durch gegebene Punkte ;
Bestimme die Koeffizienten von y = ax® + bx + ¢ so, daB die zugehorige Parabel
durch die angegebenen Punkte geht.

a) POl Q-2]|-2) R@EI|-7 b S0|-3) Tal-1) UE2|3)
¢ I1l1) J=1]-1) K@2|14) d) E1]/1) F2[|3) G(-1]|-3)
e) Ulo)y vl i W(1l2)

. Bestimme die Losungen der 4,4-Systeme

a) 2x; + 2%— 2x%3 + 2x, = 8 b) x;, — 2%, + 3x4 = 6
X, — X0+ X+ 2%, = 10 2%, + X3 — X = 1

2% — 3%, + 4x3— 3x, = —4 3x; + 5xy = 21
—2x; + 4%,— 3Xg + Ix, = 9 3 - 4x, =-13
) = + 2%+ % =0 d x; — %+ 2% — % = 1
Xo + Xg — X, =0 3x; — 3% + 6x3— 3x, = 3

—X; + Xy =0 —2X; + 2%;— 4% + 2% = -2
—3%; + 3% - X3-2x, =0 4x, — 4%, + 8%y —dx, = 4
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Uberbestimmte Systeme

a) x;+2x,= 0 b 2x, + x,=-5 €) X — 2%, + 2%, = 4
2%+ bx; = 2 —3x; + 2x, = 11 2x, - 3%y =—2
Xy — X; =— D 4%, — % =-13 —X; + 2%;— 3%3 =— 6
Xy + Xg= 3
d x - 2% + 2x, = 4 *e X, — 2X,+ 2x3 = 4
X, + 2%, — 3x3 = — 6 Xy — Xo+ 3xg = T
Xy + Xg = 3 X, — 4%, = -2
|?_ Unterbestimmte Systeme
a) X, + X— 3x3 = 3 b) 6x— 2%+ 3x3= 9
5 - X + = 1 ——2x1+§xz—x3=—‘
c) 6x; — 2x; + 3x3 = 9 d 2x — u+2x3= 6
2
2X; — 3% + X3 = 0
e) 2x; + X — X + 3x, =0 f) Xy + Xo = 1
X; — 3%, - Xy =3 Xg Xy =1

#* 3 . Mathematischer Hintergrund

Zwischen den Losungen eines inhomogenen und du-. zugehorigen homogenen Systems
besteht ein einfacher Zusammenhang. Sind (u,| u,l ...l u,) und (v,|v,| .../ v,) zwei

Losungen eines inhomogenen m,n-Systems, dann ist {ul—»,|u3—~.2| ..lu,—v, ) eine
Lisung des zugehorigen homogenen Systems. Das sieht man sofort ein, wenn man die
i-ten Gleichungen des inhomogenen Systems nach dem Einsetzen voneinander
subtrahiert
8, + 8pUs+ ... + a0, =b
&, Vy +85Vs + ...+ 8, V,=b
S e e e

in {uh o Vn} =0

Das ist die i-te Gleichung des zugehdrigen homogenen Systems. Die Differenz zweier
Losungen des inhomogenen Systems ist also eine Losung des zugehorigen homogenen
Systems. Folglich ist jede Losung des inhomogenen Systems darstellbar als Summe
einer speziellen Losung des inhomogenen Systems und einer Liosung des homogenen
Systems. Es kommen sogar alle Losungen des homogenen Systems vor, es gilt ndmlich:

Alle Lésungen des homogenen Systems ergeben sich als Differenz zweier Losungen
des inhomogenen Systems.




Begriindung: Ist (h,|h,l...|h. ) irgendeine Losung des homogenen Systems und
(vyl vl ...l v,) irgendeine Losung des inhomogenen Systems, dann ist
(hy + vil hy + vl ...l h, + v,) eine Losung des inhomogenen Systems: Setzt
man (h, + v;/ hy + v5| ...l h, + v,) in die linke Seite der i-ten Gleichung des
inhomogenen Systems ein, dann ergibt sich:
a;(hy + vy + apthe+ vo) + ... + a,(h, +v,) =

(ah; + aphs + ... +ah,) + (8vy + 855V + ... + 8;,V,) = by
L BN v

N By

0 b; ged.

Das alles falit man zusammen in dem Satz:

Die allgemeine Losung eines inhomogenen Systems LiBt sich darstellen
als Summe einer speziellen Losung des inhomogenen Systems und der
allgemeinen Lisung des homogenen Systems.

Unter allgemeiner Lisung versteht man eine Losung, die mindestens einen Parameter
enthélt. Eine allgemeine Losung beschreibt eine Lisungsmenge. Ersetzt man in einer
allgemeinen Losung alle Parameter durch Zahlen, dann bekommt man eine spezielle
Losung. Genau das haben unsere Beispiele ergeben:

inhomogenes System zugehoriges homogenes System
X + 2%,— 3x3= 6 X+ 2%, — 3x3=0
2%, — Xp+ 4xg= 2 2% — Xo + 4x3= 0
4%, + 3x;— 2x,=14 4x,+ 3% — 2x3= 0
allgemeine Losung : allgemeine Losung :
X\ 2y - 1y X; - 1y
xz='2'+h[2| x2=},[ 2J
x3) \0) 1) Xy L 1
Allgemeine Losung des inhomogenen Systems
Lo
=2 —~
1S 2 ~ 1y
2] [EJ % o ‘ 2 |
L] 0 \ ]J
ie spezielle Losung des allgemeine Losung des
er inhomogenen Systems zugehorigen homogenen Systems

Jedes homogene System hat mindestens eine Lésung, néimlich die triviale. Gibt es eine
weitere Losung, dann gibt es gleich unendlich viele. (Nr. 4 der folgenden Aufgaben)

Ein homogenes System kann nur genau eine oder unendlich viele Lisungen haben.

Ein inhomogenes System kann keine, genau eine oder unendlich viele Losungen haben.
2
4! Ferner gilt: Wenn ein homogenes System genau eine, also nur die triviale Lésung hat,
e dann hat auch jedes zugehorige inhomogene System genau eine Lisung.
11

Den Beweis bringen wir spiter.
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Ubersicht iiber die Anzahlen von Liosungen

das inhomogene System hat

keine Losung

das zugehorige homogene System hat |

! oder «o* oder ... Lésungen ;

genau eine Losung

oo! Lisungen
=? Lsungen

usw.

| das homogene System hat

genau eine Losung

‘ ! Lisungen

~* Lsungen

usw.
Aufgaben
1| a) X, + X —|
X, + 3% + X3 =—2
3%; + X — X3 = 6

h) Begriinde den Satz:

Sind | X = 1'.;1.+.}L B

mit der i-ten Zeile a;;x; + aj5X; + ... +a,, %, = b; , dann erfiillt | 1;

Gleichungssystem und

Gleichungssystem.

2. Xy = ZX\.J_ + 3:{3 = U
3x%; — X — x3 =0
2%; + Xp—4x%; = 0

+ WV

“genau eine Losung (die triviale)

! Lsungen

? Lsungen

Usw.

jedes zugehorige inhomogene System hat

genau eine Losung

keine oder ' Losungen

keine oder «? Lisungen

USW.
3 '\I f b
Jemand behauptet, |—2 i— Al—1 ], AeR liefere
J‘ ! 2 F

Losungen des Gleichungssystems.
Wie ist eine Probe moglich?

mit A, uelR Lésungen des Gleichungssystems

das

Wi | bzw. | Vi |das zugehirige homogene

a) Lose das Gleichungssystem.



Zeige: b) Ist| & [eine Lésung, dann ist es auch k| a;

g

¢) Sind| & |und| b |Lésungen, dann ist es auch | a +b; |.
Zeige allgemein:

a) Hat man eine Losung eines homogenen Systems,
dann ist auch jedes Vielfache eine Losung.

b) Hat man zwei Losungen eines homogenen Systems,
dann ist auch ihre Summe eine Liosung.

¢) a) und b) sind falsch fiir echte inhomogene Systeme.

Zeige: Hat ein homogenes System mehr als eine Lésung,
dann hat es gleich unendlich viele.

Unendlich viel oder nichts X + X — X3 =0
—2X; + X + X =0
3){1 = 2){:; =10

a) Bestimme die Lisung.
b) Gib ein zugehoriges inhomogenes System an, das keine Losung hat.
¢) Gib ein zugehoriges inhomogenes System an, das oo! Losungen hat,

d) Warum gibt es kein zugehoriges inhomogenes System,
das genau eine Lisung oder «~* Losungen hat ?

Zeige: Kommt eine Unbekannte x; , 1 <i < n, in einem homogenen System nicht
vor, dann gibt es unendlich viele Losungen.

Dieser Satz ist falsch fiir inhomogene Systeme!

Zeige dies durch ein Gegenbeispiel.

Zeige: Ein homogenes System mit weniger Gleichungen als Unbekannten hat
unendlich viele Lésungen.

Dieser Satz ist falsch fiir inhomogene Systeme!

Zeige dies durch ein Gegenbeispiel.




4. Der GauB3-Algorithmus

Besonders schnell lassen sich lineare Gleichungssysteme losen,
wenn sie in »Dreieckform« vorliegen:

X1+ 3% + 3= b ’x_LzﬁﬁSxQ—xsg

XQHEX:}: 6 IX2=6+2;€—5|

%=-2  [x=-9

Jede Gleichung kann man unabhingig von den andern nach einer Unbekannten auflo-
sen (hier sogar ohne lastige Divisionen): Man setzt wieder von unten nach oben in die
eingerahmten Gleichungen ein

X, ( 1
Xg=-2, X,=2, x;=1 Lisung: | X, = 2
Xy) \-2

Fir Gleichungssysteme in dieser praktischen Form hat man eigene Bezeichnungen
eingefiihrt. Ein System hat Dreieckform, wenn jede Gleichung genau eine Unbekannte
weniger enthélt als die vorhergehende. Noch ein Beigpiel:

1
4

3X; — Xo + 5Xy
Xo + 2X4

Il

Die Dreieckform ist ein Sonderfall der Stufenform. Fin System hat Stufenform, wenn
jede Gleichung mindestens eine Unbekannte weniger enthilt als die vorhergehende.
Beispiel:

2!{3 4

Der bedeutendste deutsche Mathematiker Carl Friedrich GAUB (Braunschweig 1777
bis 1855 Gottingen) hat 1810 ein Verfahren angegeben, mit dem sich lineare Glei-
chungssysteme auf Stufenform bringen und dann bequem losen lassen. Es war ein Ne-
benprodukt seiner mathematischen Untersuchungen des Planetoiden Pallas. Das Ver-
fahren verallgemeinert das von den 2,2-Systemen her bekannte Additionsverfahren.
GAUSB zu Ehren bezeichnet man es als Gau-Verfahren oder Gauf-Algorithmus.

Der GauB-Algorithmus beruht auf zwei elementaren Umformungen, die die Losungs-
menge des Gleichungssystems nicht verindern (Aquivalenzumformungen):

* Multiplikation einer Gleichung mit einer Zahl (20)
* Ersetzen einer Gleichung durch die Summe aus ihr und dem Vielfachen einer andern
Man iiberlegt sich leicht, daB} dies Aquivalenzum[hrmungun sind:

Wir bringen die Konstanten auf die linken Seiten und kiirzen die Gleichungen ab mit T=
hungsweise S=0. Mit X als Abkiirzung fiir ein Lésungstupel gilt dann

0 bezie-

TX)=0 & LkTX)=0 falls k# 0
T(X) =0 ! T(X) =0
und SX)=0[ < |8X) +kT(X)=0
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Wir fithren das Gaufl-Verfahren an Beispielen vor.

X; + 4% + %3 = 7 Die 1.Gleichung schreiben wir ab. In der 2. und 3. Glei-
3%, + 2%y + 4x3 = -1 chung beseitigen wir x,, indem wir geeignete Vielfache
2%, + Bxy+ 4x3 = 4  der 1. Gleichung addieren:

X; + 4% + X3 = T (=3) 4 (=2)
3x%; + 2%, + 4%y =—1 - ' +
2%, + 5%y + 4x3 = 4 = 5

Il
-3

X; + 4% + Xg Jetzt beseitigen wir x, in der 3.Gleichung. Wir addieren
—10x; + x3 =—22 ein geeignetes Vielfaches der 2.Gleichung zur dritten, die
— 3%, + 2x; =—10 1. und 2. Gleichung schreiben wir ab:

X + 4% + x3= T
~10x, + X3 =—22 = l'g)--_b
— 3Xy + 2%y =—10 =

X; + 4%, + X3 = 7 Das Gleichungssystem hat jetzt Dreieckform.
-10x, + x3 =—22 Wir besorgen uns die iiblichen Rahmengleichungen und
17 17 setzen von unten nach oben ein:

0 ="F
X, + 4%, + x3= T |x,:7—4xz—x3I
‘ 22 1
'—10}(?’ + X3 =—22 X = 0 +EX3

7 17 —
058 =" M’ia ==

X, 1
Losung: | X3 ={2J
Xa

Bei der praktischen Durchfiihrung 148t man der Einfachheit halber die Variablen weg
und schreibt nur die Koeffizienten und die rechten Seiten hin. Zur besseren Ubersicht
frennt ein senkrechter Strich rechte und linke Seiten:

1 4 1 7l (=3} = + A(=2)
3 2 4 -1 =% +
2y B 4 4 =
1 4 1 T
0-10 1 [-22 =),
0 -3 2 |-=10 ~<
1 4 1 7 Das ist die Dreieckform. Jetzt schreibt man die Variablen
0-10 1 |-22 am besten wieder hin und 16st das System wie oben:
1y AR )
10 5

C—

22 1
R=mnp" 2 | é
— Losung: | X3 |=
1 17 = =
_7)(,{:_5‘- Xq = —2 X3 2)




Manchmal gehts sogar noch schneller, wenn man nicht stur die Unbekannten von
links nach rechts beseitigt. Das Beispiel zeigt, was gemeint ist:

19 o i 7 (=34 (=2

3 2 4 | -1 =< + (wie gehabt)

2 b 4 4 - -yl

1 4 1 7

g__lg é :5133 s =2) 74 (in der 3. Gleichung x ,beseitigen)

4 1 7
0-10 1 |-22
79 0 34 Dreieckform (leicht vernebelt)

Das Ganze wieder mit Variablen:

X+ 4% + x3= T E= 7 —4:{2——:@
—10%, + X3 = —22 X = —22 + 10x,]
17x, = 84 (%, = 2]
PR X, (1
Losung: | X, -_—i 2
X, | (-2

Réumt man auch noch nach oben aus (GauB-Jordan-Algorithmus), dann ergibt sich die
Diagonalform: in jeder Gleichung gibt es eine Unbekannte, die nur in dieser Gleichung
vorkommt. Aus der Diagonalform liest man die Losung unmittelbar ab. Wieder unser

Beispiel:
e s L i (=4 =2
gy g < + (wie gehabt)
2 B Al 4 =
1 4 1 7 = ==
0-10 1 — 29 (-2) 74 1)
0 ik e —-10 —
2 N s SR 29 =
0-10 1 -22 . 0 |+ 14 i 1
I LA O B 17 e i
1 9 0 1 X, =1
(} O I. _2 K” — _2
DRl () 2 Diagonalform (leicht vernebelt) x,=2

Nach Vertauschung der 2. und 3. Zeile (Gleichungen) ist die Diagonalform deutlicher
und die Losung augenfillig (rechte Spalte!):

T .0 1 X =1
U ] U‘ 2 Ko =
Gy 0 1 -2 Xg=-2

30




Das GauB-Verfahren funktioniert auch bei Gleichungssystemen, die keine oder unend-
lich viele Lésungen haben. Wir greifen die Beispiele von Seite 16 auf:

Keine Losung

X, + 2% + 3xg = 1 Aus naheliegenden Griinden vertauschen wir die
3%, — 8%, — 6x3 = 5 ersten beiden Zeilen:

| A 1 (=2 (=3)

2 -3 -1 4 = +

3 -8 -5 5 =~

? e 1

0 -7 -7 2 (=2) 14

0-14-14 2 e

Jaediss 1

0 -7 -7 2

O ] ~2 $ Widerspruch in 0 = -2, keine Lisung!

Allgemein gilt: Hat eine Zeile links vom Strich lauter Nullen und rechts keine,
dann hat das Gleichungssystem keine Lisung.

Unendlich viele Losungen

Xy + 2x;— 3%, = 6
2%, — Xo+ 4x3 = 2
4%, + 3x,— 2x, = 14 Variablen weg:
1 2 -3 6 (=2) 14 (—4)
2 -1 4 2 = +
4 3 -2 14 e =
1. 2—3 6
b -5 10 | =10 HeBars
0 -5 10 |-10 =
1 2 -3 6
0 -5 10 | =10 || (=)
{dnt)inesl 0 »Nullzeile« , 1d3t man weg
1 2 -3 6
0 1 -2 2 jetzt miissen die Variablen wieder her:
Xo— 2%y = 2 Xp = 2 + 2%,

freier Parameter xg=}, X =2 +2, X, =2}

xl ."2 'f_l‘\_
Losung: | X |=[2 |+ }1‘ 2 |, peR
X3 RO i 1 I'II
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Zum SchluB} ein homogenes 4,6-System, das nicht auf eine Dreieckform fiihrt:
X + X+ 2X; + X + 3%; + X =
X; + Xg+ 3X3 + Bxy + bx; + 3xg =
2%, + 2%y + 6xg+ 16x,+ 10x; + 10x,
X; + Xo+ 2X3 + 4%, + 3x5 + 3x;

== Ml = [ e T e

Variablen weg!

1 1 2 1 3 T 0 (=1) 4 - (-2) - (=1)
1 1 3 5 5 3 |0 P ' + +
2 2 6 16 10 10 |0
1 1 2 4 3 3 |0 =
1 1 2 1 3 1 0
0 0 1 4 2 2 0 (=2) 14
0 0 2 14 4 8 0 o
0 0 0 3 0 2 0
1 1 2 1 3 1 0
0 0 1 4 2 2 0
0 0 0 6 0 4 0 (= 1)_.
0 0 0 3 0 2 0 SE
1 1 2 1 3 1 0
0 0 1 4 2 2 0
0 0 0 6 0 4 o || -y
0 0 0 0 0 0 0 Nullzeile weglassen
1 1 2 1 3 1 0
0 0 1 4 2 2 0
0 0 0 1 0 2/, 0 Variablen her!
X3 + X+ 2% + X+ 3% + =0

Xy + 4x, + 2%, + 2%, = 0

}(4 = 2.'"3)(.5 = O
[Xg = —2gXg

:{3 = - 4}(4 — 2}(5 e QXG

X; = — X — 2Xg — X4 — 3X; — X;

Die drei Variablen x, , x5 und x; kommen links nicht vor, sind also freie Parame-
ter. Das System hat «3-Lésungen. Um Briiche zu vermeiden, setzen wir: x; = 34,
X5 =W und X, =V und bekommen x,=-2\, x;=2\—-2u und X;=—85A+p—v,

X -5 1 -1
Xy 0 0 1
- X3 2 -2 10 =
Losung: = 15 Al _g |+H Dl EY g AL uvelR
Xs 0 1 0
X 3 0 0

Wegen des standigen Abschreibens der Zahlentafeln braucht man beim Gaufi-Algorith-
mus viel Zeit und Platz. Weil er so schematisch abliuft, 148t er sich gut im Computer
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programmieren und steht deshalb heute hoch im Kurs. Fiir den Handbetrieb aber eig-
net sich das Einsetzverfahren besser.

Das Additionsverfahren, auf dem der GauB-Algorithmus beruht, wird gefihrlich, wenn
man sich nicht an die erlaubten Umformungen hilt und kreuz und quer drauf los-
addiert. Dazu ein Warnungsbeispiel:

[—%;4+ % + Xz=1 Durch I+II beseitigen wir x;: 2%, = 2
II x4+ % — x3=1 durch 2I+2I1+111 beseitigen wir x,: BX;=5
I11 —4x, + bx3 = 1 [II schreiben wir ab: — 4%, + 5x3 =1
Xy 0 1
Das neue System hat die Losung: | X2 =‘ 1l4p|0| peR.
X3 \1) \0

Von diesen ! Lésungen ist nur eine einzige, ndmlich die fiir 4 = 1 auch Lisung des
gegebenen Systems. Die verwegenen Umformungen haben uns ein System beschert,
das zum urspriinglichen nicht dquivalent ist.

Aufgaben
‘1_] Lose die Gleichungssysteme mit dem Gauf3-Verfahren:

a) 10x; + X,— 2x; = 2 b) -x — X + 3= 0
X + 2% + 2x4 = 3 3x;, + X+ 2% = 11
4%, + 4%, + 3%, = 5 -X — X+ 4dx3= 9
¢) ‘dx; + bx, + 2% = 3 d -x + X%+ x=0
-19x%;, — Xp— 3x; =2 —X; + 4%+ 2%3 = 0
7%, + 4% + 2x3 = 1 2%, + 2%+ 3x3 = 0
e) 2x,- 3% - Xy =4 f) —x + X+ 2x3=0
3X; — X+ 2%3 =5 X1— 3%y + dx3 = 0
3%, — 8%y, — 5%y = 5 2%, — 4%5 + 2x3 = 0
g 4x + x5 + x3=1 h)—éx1+§x2+;}.xg=[}
X, + 4dx, + 4x;, = 1 8%, — 6% — 3% = 0

X + X3 + X3 =1 9 4 2
X X — X3 =0

a®1l 372 3’8
i) X, + bxp— 2x3 =0 R, X; + 2% — 3x3 =0
—2X;, — Xp— 3x3 =0 2%, — Xy + 4%3, =0
4}{1 =+ 3“-‘(2 — ){3 = O 4X1 + 3X2 == 2)(.:5 = n
2. Lose die Gleichungssysteme mit dem GauB-Verfahren:

a) Xy + 2%+ 4x5 = 1 b) X, + 2%+ 12x3 = 1
2x; + 4%, + 8x3 = 3 3x;, + 2x,+ 16x3 = 3
c) X, + 2%, + 2x3 = 2 d) X, — 2X; + 5%x3 = 0
2%, — 5%y + 3%y =— 4 3x; + 4%, —15%; = 0
X; + 4dx, + 6x3 = 0 3x,— 11x, +30x3 = 0




3. Lose die Gleichungssysteme mit dem Gaull-Verfahren:

a) X+ 2% — 2% + 3y = 2 b) x, — 3%+ 4x3— 2x, = 1
2%, + 4%, — 3x3 + dxy = 5 2Xg + Dxg+ 1lx, =-11
5xX;+ 10x, — 8xz+ 11x, = 12 Xo — 3Xg — |

4. Lose die Gleichungssysteme mit dem GauB-Verfahren:

a) 2x; — 3x, + 6x; + 2x, — bx, = 3
X — 4x; + X% = il
Xy — 3Xg =
b) X; + Xp + X3 + X4 — Xz =15
X; — Xg + Xg — X, + Xs 3
X; + 2%, + 3%3 + 4%, + 5x; = 35
X, — 2X; + 3%3— 4%, + 5x; = 3

* 5. Seltsame Gleichungssysteme fiirs Gaull-Verfahren
(jedes System hat die vier Unbekannten x, bis x,):

a) X] — Xo + Xz — X4 = 1 b) Xy = Eolt Xqa — Xy = 1
Xp — X + X =l Xg — Xg = 0

X — X =

X, = 1
c) o + X5 = 0 d x, - 2x, =— 3
Xy + x, =1 X =k
e) X; — X + X3 — x= 1 f) — X + X4 = 1
Xy — X + X3 — %= 1 X4 =]

* 6. Seltsame Gleichungssysteme fiirs GauB-Verfahren
(jedes System hat die vier Unbekannten x, bis x,):

a) Y +X=X+X=Xg+x=1 b) X —X;=Xy—X3=%X3—%4=1

* 7. Entscheide mit dem GauBl-Verfahren, fiir welche Werte von a, b und c es keine,
genau eine oder unendlich viele Losungen gibt.

a) 2x, —4x, =1 b) X; — Xo+ 3%X3 = a
X; — 2x5 =b 3% — 2% + 93 = b
—22{] = QX-A — fixﬂ 3 Tk
{:) X, + 2){2 + X5 = (1) Xy + a8Xy = 2
X + 39X, + axg = 2 Xy — Xg = 0
X, + ax, + X3 = 2 ax; + X =3'— g8
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5. Das Determinantenverfahren

Fir quadratische Gleichungen haben wir eine Formel, mit der wir entscheiden, wieviel
Losungen es gibt, und mit der wir die Losungen gegebenenfalls auch bestimmen. Wenn
bei einem linearen Gleichungssystem die Anzahl der Gleichungen iibereinstimmt mit
der Anzahl der Unbekannten (n,n-System), dann gibts auch hier eine Formel, die fast
dasselbe kann.

Fangen wir mit einem 2,2-System an. Um die Formel zu finden, losen wir das Glei-
chungssystem allgemein mit dem Additionsverfahren:

ax, + b}(zz 1 .d (=c)
cX; + dx, = v b _a :
(ad — Cb]'}{] = ud - vh (ad — gb)xz = av—cu (*%)

Es fillt auf, daf lauter Terme der Form »Produkt minus Produkt« auftreten. Seit GAUR
nennt man solche Ausdriicke Determinanten. Fiir die Determinante hat der britische
Mathematiker Arthur CAYLEY (Richmond 1821 bis 1895 Cambridge) eine einfache
Schreibweise eingefiihrt, die sich gut einprigen liBt, weil sie an die Form des Glei-
chungssystems erinnert:

Definition: i g :=ad—cb heiflt zweireihige Determinante.
+ 4<b
a b
Grafische Eselsbriicke = ad — Cb
C .
— *ad
ab

Mit den Determinanten D= ‘ a ‘ =:ad —eb

u b die 1. Spalte von D ist ersefzt ]
D= il= ud — vbh | worden _dut':‘.h die rechte L‘aelteJ
L |des Gleichungssystems.
aul die 2. Spalte von D ist ersetzt ]
D, = ‘ = av —cu | worden durch die rechte Seite
& sail] des Gleichungssystems, J

lauten die beiden Gleichungen (**): Dx, =D, und Dx,=D,. Sie haben fiir D#0 die eindeu-

D. : : ; i
tigen Lisungen x, = ﬁl und x, = _Dé . Wie man sich (durch Einsetzen) leicht iiberzeugt,
ist (%I | IL))J) auch Losung des urspriinglichen Systems.

Ist D=0, aber D;#0 oder D, 0, dann liegt ein Widerspruch vor: Das System hat keine
Losung. Sind alle drei Determinanten gleich null, dann hat das System sicher keine ein-
deutige Losung, also unendlich viele oder keine Lisung.
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Fir Gleichungssysteme mit genau einer Losung haben wir die Formel gefunden. Sie
heilt zu Ehren des schweizer Mathematikers Gabriel CRAMER (Genf 1704 bis 1752
Bagnole-sur-Céze), weil er sie als erster veriffentlicht hat.

Cramer-Regel

Das Gleichungssystem ax; + bx, = u
ex; + dx, = v
, ab o . ” ! 1 D, .
hatfiir D= [ ;| #0 die eindeutige Lisung mit x, = D X=]>
o u au
dabeiist Dy= | 4| und D, = | -

Auch fiir 3,3-Systeme gibt es eine Lésungsformel mit Determinanten.

I ax; + bx, +¢cx3 =1r
II dx; + ex; + fx; = s Gleichungssystem '1i
ITI gX; + hxy + ix; =t

Wie bei 2,2-Systemen isolieren wir durch geschickte Multiplikation und Addition der
Gleichungen die Variable x,. Dabei verwenden wir die zweireihigen Determinanten:

e f| |be

Iwhﬂhlhhi

. b .
+ 11| o ‘1:“ ‘ ergibt

e f|
hil—=3

be
H:'i

h.
+t,c,Lr| (w)

"‘ef- |bc ;bcw_
@lni|-d|hi|+8ler|)xi=r
Diese Formel kann sich kein Mensch merken! CAYLEY hat auch dafiir eine priagnante
Abkiirzung eingefiihrt. Es ist die dreireihige Determinante:

o abec| e f Ihc| be
‘ Definition;: D = dcf‘;:a‘h-‘—dlli,+goi'|

ghi ! ‘

Eine dreireihige Determinante berechnet man schematisch so: Man nimmt das 1. Ele-
ment der 1. Spalte (in unserm Fall ist es a) und streicht die Zeile und Spalte, in der es

-
steht ‘f ef
h i

: . | e £ :
rige Unterdeterminante U, = | ﬁ ; ‘ Genauso verfiahrt man mit den anderen Elementen
der 1. Spalte:

. Die iibrigen 4 Elemente bilden eine zweireihige Determinante, die zugeho-

#l}(jl be
‘ﬂa'ef-’;aUd_ ]If:'tl' ‘j}ef :)U:il;(f:-
hil +hi B

Nun bildet man die drei Produkte der Elemente und ihrer Unterdeterminanten und
addiert beziehungsweise subtrahiert sie abwechselnd. Damit 18t sich die linke Seite der
Gleichung (¥) abkiirzen mit D-x,. Auch die rechte Seite entpuppt sich als dreireihige
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Determinante, wir nennen sie D, . Sie entsteht aus D, wenn man die 1. Spalte durch die
&

rechte Seite | s Wdes urspriinglichen Gleichungssystems ersetzt:
t

rbe [
] b bc : . : ; 3
D, =|s E b= r“:; lf' —5|h f | +1 SH Jetzt heillt die Gleichung (v) kurz Dx, =D, .
i |
DX‘I —_ D]
Analoge Rechnung ergibt: Dx,=D, Gleichungssystem }2.
DXH = Dﬂ

Man bekommt D, , indem man die i-te Spalte von D durch die

rechte Seite des urspringlichen Gleichungssystems ersetzt.
Wir haben das System [‘%I aus dem System M abgeleitet; also ist jede Losung von m auch
Losung von % Weil wir aber nicht nur Aquivalenzumformungen verwendet haben,
konnen Scheinlésungen dazugekommen sein. Die Anzahl der Losungen von |2 ist des-
halb groBer oder gleich der Anzahl der Losungen von E Ist D0, dann hat EI als einzige

D.
Losung das Tripel (x, | x5! x3) mit ;= 5 . Zum Gliick ist es auch immer Lésung von E,

wie man durch Einsetzen miithsam bestitigt. Das ist die Cramer-Regel fiir 3,3-Systeme.

I
| Cramer-Regel

Il

Das Gleichungssystem  ax; + bx; + cxy

dx;, + ex; + fx3 = 8
, gx; + hxg + ixg =t
| abec ) D, D, ;
hatfiirD=|d e f|#0 die eindeutige Losung x,= [y, Xp=y und x3= 5,
| ghi
i rbe arc abr
dabeiist D;=|s e f|, D,=|ds f| und Dy=|des
th i gti lght

Ist D=0 und mindestens ein D;#0 (i=1,2,3), dann enthalt E einen Widerspruch und
auch [1_| hat keine Losung. Ist aber D=D,=D,=D;=0, so hat das System L‘Z o® Lisun-
gen. Das System E hat dann entweder auch unendlich viele Losungen oder gar keine.
Man kann beweisen — und wir werden das spéter auch tun —, daB8 |1| in diesem Fall

sicher keine eindeutige Losung hat.

Zusammenfassung
D#0 & [1] hat genau eine Losung.
D = 0, mindestens ein D; #0 = rl| hat keine Losung.
D=D;=Dy=D3=0 =5 m hat unendlich viele oder keine Lésung.
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Hier noch ein Beispiel fiir den letzten Fall: X; — Xg + 2%
2%) — 2%y + 4x3= 2

[
(G

‘ 1 -1 2
D=|-2 2 —4i-0
2 -2 4
1 =1 2 1 1 2 1 -1 1
D=2 2 -4 ‘:0‘ Bs=1=-2 3 =4 =) D;=(-2 2 2|0
2 -2 4 208wl ' 2ol o
0x,=0 Das System ﬂ hat «® Losungen.
0'22:0 ‘E| {){I:l, Xs =, Xg:\')
0x3=0 Das System _1J ist dagegen unlésbar!

Man kénnte meinen, die Cramer-Regel sei fiir Gleichungssysteme reserviert, die ge-
nausoviel Gleichungen wie Unbekannte haben. Mit einem kleinen Trick klappt die
Cramer-Regel aber auch bei andern Systemen. Bei einem 2,3-System zum Beispiel geht
das so:

I 2% + —-3%,=2

II 3x; + 4% + X3= 0

Wir ernennen die »liberzidhlige« Unbekannte x; zum freien Parameter A und bringen
alle Terme mit x, auf die rechte Seite

I 3x,44%, = i
Jetzt kann Cramer ran:
. 2] = 2+3% 1| o 2 2+3A
D = | o 4 |= <, r}] — , 5 4 = 8 + 13!‘», I‘)‘! = ‘ 9 % ‘: —_ 6 — 11}_1
D; B+134 : D=0
e b e L= = =-12-22)

> 1,6 0,6
IﬁSllllg: X | = [_1!2 ]"' }._[—2,2 l
Xg 0 1 )
Die Cramer-Regel 148t sich auch auf n,n-Gleichungssysteme mit mehr als drei Unbe-
kannten anwenden. Wie in den Fillen n=2, n=3 gibt es fiir D#0 eine eindeutige Lo-

- )1'
sung in der Form x; = 3 . Doch mufl man wissen, wie man n-reihige Determinanten be-
rechnet. Es geht dhnlich wie bei den 3-reihigen Determinanten. Man nimmt der Reihe
nach die n Elemente der 1. Spalte, multipliziert sie mit den zugehorigen (n—1)-reihigen
Unterdeterminanten und addiert beziehungsweise subtrahiert diese Produkte abwech-
selnd. Bei einer 4-reihigen Determinante sieht das so aus:

5 o s 203 |15 4 1 5 4 115 4
48 7 o5|=2 & T =BT 2.+{_1}| SR e B [ e
TN *Enr i ] | | R T 4 =3 9| |3 7.2

Jede Unterdeterminante mufl nach demselben Schema reduziert werden, bis schieflich
eine zweireihige (oder einreihige) Determinante iibrig bleibt. Das Prinzip ist zwar recht
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einfach, aber die Rechnung geht schnell ins Uferlose: Bei einer 10-reihigen Determi-
nante braucht man zehn 9reihige Determinanten, das heiBit, man muBl 10.9 8reihige,
also 10-9-8 Treihige, also ..., also 10-9-8.7.6.5.4.3 = 1814400 zweireihige Determinanten
berechnen! Will man ein 10,10-System mit der Cramer-Regel bewiltigen, dann fallen
bei den 11 10-reihigen Determinanten D, D,, D,, ..., D;, 11.1814400-2 = 39916800 Mul-
tiplikationen an. Mit der Abkiirzung n! := n.(n-1).(n-2) ... -3:2.1 (lies n-Fakultit) sind
somit zur Losung eines n,n-Systems (n+1)-n! = (n+1)! Multiplikationen ndétig. Der
Gaufl-Algorithmus dagegen kommt mit é(2n“ + 3n® + n) Multiplikationen aus, er ist

fiir n23 dem Determinantenverfahren haushoch iiberlegen. Zum Vergleich sind in
einer Tabelle die Anzahlen der Multiplikationen bei beiden Methoden aufgefiihrt.

n,n-Gleichungssystemn = | 2 |3 | 4 | 5 6 7 ool 98 I a0
Anzahl der Cramer | 6 |24 [120 | 720 | 5040 | 40320 | 362880 | 3628800 | 39916 800
Multiplikationen|Gauf 5 |14 | 20 | 5 | o1 140 204 285 385

Ein Personal-Computer, der heute (1989) 20us fiir eine Multiplikation braucht, schafft in einer 10tel
Sekunde die 4900 Multiplikationen fiir ein 24,24-System beim GaufB-Algorithmus. Dasselbe Glei-

chungssystem wird denselben Computer beim Determinantenverfahren ungefihr 10'* Jahre be-
schiiftigen — das ist etwa 500mal so lang, wie unser Weltall besteht.

Man kénnte nun meinen, dafl Determinanten nur von theoretischem Belang, praktisch
aber vollig nutzlos wiren. Dem ist aber nicht so! In einigen Gebieten der Mathematik
sind sie ein hilfreiches Werkzeug, und auch wir werden 2- und 3-reihige Determinan-
ten vorteilhaft verwenden, zum Beispiel zur Berechnung von Flidchen- und Raum-
inhalten.

Aufgaben

1. Berechne

1 2 —aj g 2| 05 — 5 18 — 9 |
a3 4| bB|_34 "3!14, d)‘z 18} S el
2. Berechne
k 0 r r a+b a-b sino cos o
a)| o b) 4 or| 9| ab ath| | cosa —sina

‘_31: Fiir welche Werte von a wird die Determinante null ?

a a a —a a+l a-1 sina cosa
a)‘ 1 a b4 9| ©|a-1as1| D ‘ —cos a sina
4_-: Lose mit der Cramer-Regel (falls moglich!)
a) X+ %=1 b) —4dx;+ 2%y =—6 ¢) %X, —% =0
2x,— %, = 8 6x;,— 3x, = 9 X, +X3 =0
d) 4x, - 5x, = 12 6=tk ply = f) 6x,—3x, =-9
— OXy +4x, = 12 J 6 2%, — %, =-3

2}{] o Kg =_6




ﬂ. Lise mit der Cramer-Regel (Fallunterscheidungen!)

a) ax; +X;=1 b) X+ 2% = a ¢) x;—ax, =0
2ax;— x;= 8 ax; — 4x, =0 ax; +x, =0
d) 4ax,—bax, = -9 e ax; + % = b f) 6ax;+3bx,=-9
ax, —ax, = 3 bxy '+ X' = & 2bx; — ax, =—3
E Berechne
1 2 3 2 5 -4 -3 5 -4 -1 1
a}‘456 bl -3 2| ¢| 1 -3 2 d)‘ 1 -1 1
7 89 4 1 -1 -1 1 -1 1 [N e |
20 1 1 00 j [0 850 1 |
e)|0 3 -2 f}‘—SE{} g|0 -3 0 h|1 01
100 b 4 1 3 0 0 -5 1 1 &
7. Berechne und vereinfache
k1 0 1 a -b 3 [ [ |
a)|1l 1+a 0 b|l-a 1 ¢ c)la b e
1 1 14b b, —=¢ 1, | afphd ¢

a b a+b
d)| b a+h a

a+th a b

sinoe cosotanP coso |
e)| cosa sinotanP sino
0 -1 tan

|&‘ Fir welche Werte von a ist die Determinante null ?

|2 1 -2 a-2b a 5 -4 l1+a 1 1
a)|4 a 1 bl 4 1 2 el 1l a 2| @ 1 1+a 1
0 -6 5 3 3 9 -11-1 1 1 1+a
_9_ Léose die Gleichungssysteme mit der Cramer-Regel
2%, + 4%, + x5 =1 2%, — X5 — X3 =-2
X1 + Xot 235 =1 X; + 3% + 2%xq = -1
¢) 2%+ 3%, — X, =1 d) X;— 3% — X3 = 4
9%y + 9%, + 2xy = 4 Xy — X = -9
—X; + 2% + 3x3 = 1 4x, + 3x,= 0
10. Lose mit der Cramer-Regel (Fallunterscheidungen!)
a) ax, + 2%, — 3x, = 1 b) Xy + X, + X, = a
3X; — Xy + 2x3 =-1 X1+ (1+a)x, + X = 2a
DXy + 8%y — dxy, = 2 Xy + Xo+ (l4a)x; = 0
c) Xj + X + axa=10 d) cxy; + bxy = a
X; + X + bxg=0 £y + ax; = b
ax; + bx, + x, =0 bx, + ax, = ¢
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11. Nimm x; als freien Parameter A und lose mit der Cramer-Regel

a) 2x; + X —2%3 = 2 b) —2x; + 3%, + 21x; = 3
5)‘11 iy 3X2 + X3 = 3 5){] =% 33{3 = 21:{1 =)
¢) Tx; — 5%+ 21x; = 0 d 2x, + X + X3 = 1

12, Lose mit der Cramer-Regel x;, + %, + %3 =7
3%; + 2%, + 2%, =3

und nimm a) x,; als freien Parameter A
b) x, als freien Parameter p
¢) x, alsfreien Parameter v

13. Lose mit der Cramer-Regel

a) X + X + X3=10 b) —2x; — 3%y + %3 = 3
X; + Xp— X3 = 2 4%, + 6%, + X3 = 3
€ X; + X + 3% =2 d x;+6x+9;=6
3){1 iE 2}(2 =} 9)(_3 =3 9}(1 + 4}(2 T Bxa =

**6. Eigenschaften von Determinanten

Von den Determinanten brauchen wir spiter hauptsichlich die 3-reihigen. Deshalb
abe|]|

stellen wir einige Siitze fiir sie vor. Berechnet man die 3-reihige Determinante | d E f]
ghi

allgemein, so ergibt sich ein Aggregat von sechs Produkten: D =aei+ bfg + cdh —gec—
hfa—idb. Der deutsche Philosoph und Mathematiker Gottfried Wilhelm LEIBNIZ (Leip-
zig 1.7.1646 bis 14.11.1716 Hannover) hat n-reihige Determinanten als Aggregate von
n-fachen Produkten definiert. Thm zu Ehren nennen wir ein solches Aggregat die Leib-
niz-Form der Determinante. aei + bfg + cdh — gec — hfa —idb ist also die Leibniz-Form
der 3-reihigen Determinante.

Fiir 3-reihige Determinanten hat der franzosische Mathematiker Pierre F. SARRUS
eine Merkregel formuliert, sie heiit Sarrus-Regel oder auch Jigerzaunregel. Mit ihr
findet man schnell die sechs Produkte und ihre Vorzeichen: Man schreibt die ersten
beiden Spalten als 4. und 5. Spalte nochmal und multipliziert ldngs der Pfeile. Die
»Abwiirtsprodukte« zidhlen positiv, die »Aufwértsprodukte« negativ:

+ 4+ 4+ gec hfa idb
e AT
a b c¢c|la b
d e f|d e =aei+bfg+cdh-gec-hfa-idb
g M adiEeh
: A X 4
- - aei bfg cdh
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Beispiel:

123" j12sng
2311 =1231|123 =132+ 2:1.3+321-383-111-222=-18
312 318181

(Die Sarrus-Regel gilt nur fiir dreireihige Determinanten!)

Aus der Leibniz-Form kann man einige Determinantensétze leicht ableiten:

il

len]
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Vertauscht man in einer Determinante die Zeilen mit den Spalten,
so éindert die Determinante ihren Wert nicht.

abe adg
Beispiel: def|=|beh
gh i o |

Zum Beweis berechnen wir die Leibniz-Form der rechten Determinante:

aei + dhe + gbf — ceg — fha — ibd.

Sie stimmt mit der Leibniz-Form der linken Determinante tiberein.

Nach diesem Satz sind in allen Determinanten Spalten und Zeilen gleichberechtigt.
Deshalb verwenden wir von jetzt an den Oberbegriff Reihe.

Ersetzt man eine Reihe durch ihr k-faches, so ist der Wert der neuen
Determinante k-mal so grol} wie der Wert der alten Determinante.

ka kb ke abc]
Beispiel: d e f|=k|de ]
g h i ghil

Zum Beweis tiberlegt man sich mit der Sarrus-Regel, daff der Faktor k in jedem
Produkt genau einmal vorkommt (und deswegen ausgeklammert werden kann)

Eine Nullreihe macht die Determinante zu null.
|0 00
Beispiel: |def

=0 Zum Beweis setze man in Satz ’_2 k=0,
lgh i

Vertauscht man zwei parallele Reihen,
so éindert sich das Vorzeichen der Determinante.

def] |abe
Beispiel: abe|l=—_|def
ghil lghi

Zum Beweis berechnet man die linke Seite:
dbi + ecg + fah — gbf — hed —iae = — (aei + bfg + cdh — gec — hfa — idb)

Sind zwei parallele Reihen zueinander proportional,
so hat die Determinante den Wert null

a' b e abe abe
Beispiel: D= |ka kb k.C =0 Beweis: D=k |abe|=—-k|abec|=-D
g h i gh i gh i

(Vertauschen von 1. und 2. Zeile)

Aus D=-D folgt D=0.




|
|
|
-1
it
I
1
I’

Besteht eine Reihe aus Summen, so LBt sich die Determinante als
Summe zweier Determinanten schreiben.

abe
de f
ghi

L]

Xyz
def
ghi

a+x b+y c+z
d e f
g ithe g

+

Beispiel:

Zum Beweis iiberlegt man sich mit der Sarrus-Regel, daB in jedem Produkt genau
eine Summe vorkommt. Das Distributivgesetz bestétigt die Behauptung.

E Addiert man zu einer Reihe ein Vielfaches einer andern parallelen Reihe,
so dndert die Determinante ihren Wert nicht.

a+kb b c abe
Beispiel: | d+ke e f|=|d e f
g+kh h i g h i
a+kb b ¢ . a b e kb b ¢ abe
Beweis: | d+ke e [ :{Satz‘ﬁijz d e fly| ke e f|=|d e f
g+kh h i = g h il |kh h 1 g b 3
= kb b e
denn nach Satz |5|ist | ke e f |[=0.
kh h 1

Mit Satz [7| lassen sich Determinanten wesentlich einfacher berechnen als mit dem
Unterdeterminanten-Verfahren. Wie beim GauB-Algorithmus bringt man durch Addi-
tion geeigneter Reihen-Vielfacher die Determinante auf Dreieckform.

1 2.3 ) s e TR0 3
Beispiel: |2 3 1|=|0 -1 =5 |= 0 -1 -5 | =-18
3iid 2 0 -5 -7 0 0 18

Der Wert einer Determinante ergibt sich aus der Dreieckform, wenn man gllc Zahlen
der Hauptdiagonale (von links oben nach rechts unten) multipliziert. Das gilt auch fiir

n-reihige Determinanten.

7

61 ol 1o ® 3 -1
Beispiel: % =20 3 -1|=21]4 _4 [=213(-4)=-24
H 00 3 -1 0D —d 0 -4
00 0 -4

Auch die Sitze @ bis ﬂ gelten fiir n-reihige Determinanten.
Wir verzichten auf die Beweise, weil wir die Sétze fiir n> 3 nicht brauchen.

Zum AbschluB verallgemeinern wir das Verfahren der Entwick- el e
lung einer Determinante. Wie man leicht nachrechnet, 148t sich

eine Determinante nach jeder Reihe entwickeln, wenn man die — e
Unterdeterminante nach dem Verfahren von Seite 36 durch i (G
Streichen der jeweiligen Zeilen und Spalten erzeugt und mit dem

Vorzeichen versieht, das sich aus dem Schema (rechts) ergibt:
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Beliebt sind Reihen mit méglichst vielen Nullen.
So wird man die folgende Determinante nach der 2. Zeile entwickeln:

[ 17 17
e e :+4‘ 3 5| =4(6+21)=104
- == o
| -3 3 5
Entwickeln nach der 3. Zeile dauert etwas linger:
1 17 ‘ | .
i 07 1Ly 1 1 - o =
U. 4{3‘2—3‘4 O|_c.'} ﬂ{)'i'ﬁ U4‘:—d'("Zb}-i-ﬂ‘l‘-]'d:-lO"l
1-3 8 5
Aufgaben
1. Berechne ohne zu  rechnen"
21 -2 |2 0 -2 2.5 =2 6 -1 —4
a)|4 a 3 b4 0 3 e)|l4 1 3 o) =3 1 .2
00 O I5 0 9 251 —2 12 5 -8 |
2. Berechne ohne zu ,rechnen"
0 0 a x? x 0| | b+¢ c+a b+a
a2l 1 h a2 T c}abc‘
00 b x 10| i fegneay

3. Begriinde mit den Determinantensitzen

‘a b a+b+c |a b ¢ a+b a-b ¢ abe
a)l U v uU+v+w |= | u v w b) u+v u-v w | = 9|lu v w
X ¥ X+y+z X ¥ Z X+y X-y =z b
a+th ta+b c¢ | a b ¢
c) | u+tv tu+v w | = (1—-t3)| u v w
x+ty tx+y z Xz |

4. Schreibe als Summe von Determinanten, die keine Summen enthalten

| 0 0 1+a | b+¢c c+a b+a a+b b+c 1
| [ | b)| a b C c)|ath 1 1|
10 @ b 1 1 =] 1 158
5. Addiere ein Vielfaches einer Reihe zu einer andern parallelen Reihe und zeige
(rechtzeitig ausklammern!):
1 x x|
a)| 1y ‘r“z = (x—yly—z)iz—x)
1 z 22 |
IS B s
a b ¢ d : [Vandermonde-Determinante
2 12 .2 32 | = (@a=bXb—clc—d)}d—¢ SE e
b) a? b? ¢? g2 @ =hXb oo —dXd =) | B ik PHEOPHILE
a® be® g | VANDERMONDE (1735 bis 1796)]
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ITI. Punkte und Vektoren im Raum




1. Ridumliche Koordinatensysteme

In der Ebene beschreibt man die Lage von Punkten in einem Koordinatensystem mit
zwel Zahlen, den Koordinaten. Fiir Punkte im Raum brauchen wir eine dritte Zahl, also
ein Koordinatensystem mit drei Achsen. Ublicherweise legt man die drei Achsen so, daf
sie paarweise aufeinander senkrecht stehen. Verwendet man auf allen Achsen auch
noch dieselbe Einheit, dann spricht man von einem riumlichen kartesischen Koordina-
tensystem oder auch orthonormierten (= rechtwinklig mit gleich langen Einheiten) Ko-
ordinatensystem. Kiinftig verwenden wir bis auf Ausnahmen nur kartesische Systeme.
Die Achsen nennt man x,-Achse, x,-Achse und x;-Achse, manchmal auch x-, y- und z-
Achse oder i-, j- und k-Achse.

4

x-Achse

)
o 1
.Tllfq‘LhSE ) i

Eine wirklichkeitsgetreue Darstellung verlangt ein dreidimensionales Modell. Doch da-
fur ist kein Platz, weder im Heft noch im Buch — ganz zu schweigen von der zeitrau-
benden Anfertigung! Deswegen begniigen wir uns mit zweidimensionalen Bildern
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rdumlicher Figuren. Am anschaulichsten sind Normalbilder. Sie zeigen Figuren so, wie
man sie aus grofler Entfernung wirklich sieht. Wie Koordinatensysteme ausschauen,
héingt von der Blickrichtung ab. Es gibt unendlich viele Ansichten. Beim Zeichnen
allerdings verwendet man nur einige, namlich:

Normalbild in Isometrie

In der Zeichnung sind alle drei Einheiten gleich lang und die Winkel zwischen den
Achsen 120°. Papier mit aufgedrucktem Isometrienetz und passende Schablonen er-
leichtern das Zeichnen betrichtlich.

Normalbild in Isometrie

Wiirfel & Kugel
im MNormalbild:
Isometrie

>

a-defise

Normalbild in Dimetrie

In der Zeichnung sind zwei Einheiten gleich lang und die dritte halb so lang. Auch dieses
System ist genormt: die x;-Achse geht senkrecht nach oben, die x,-Achse ist 7°, die x;-
Achse 42° gegen die Waagrechte geneigt. Und auch hier gibt es passende Schablonen
und Papier mit Dimetrienetz. Diese Darstellungsart ist in der Technik gebréduchlich.

Man nennt sie deshalb Ingenieur-Axonometrie.

Normalbild in Dimetrie

Wiirfel & Kugel Jl___z
im Normalbild: ®
Dimetrie R

1 J!/’

Xa-Achga
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Normalbild in Trimetrie

In der Zeichnung sind alle drei Einheiten verschieden lang. Fiirs Zeichnen auf Karopa-
pier eignen sich besonders solche Systeme, bei denen die Einheitsmarken auf Gitter-
punkten liegen. Hier ein bewihrtes, leicht zeichenbares Koordinatensystem:

Normalbild in Trimetrie

Wiirfel & Kugel
im Normalbild:
Trimetrie

Daneben gibt es noch ein Verfahren, das wegen seiner Einfachheit zwar recht beliebt ist
(man bringt es schnell aufs Karopapier), aber auch nur verzerrte Bilder liefert, wenn
man — wie iiblich — senkrecht aufs Papier schaut: Schriagbild.

Die x;-Achse geht senkrecht nach oben, die x,-Achse waagrecht nach rechts und die x,-
Achse unter 45° gegen die Waagrechte nach vorn. Die Einheiten wihlt man so, da8 die
Einheitsmarken auf Gitterpunkten liegen.

Schrigbild
6, ol 0 ] W Wiirfel & Kugel
I P ] S| g i (L | im Schrigbild

Die drei Koordinaten legen die Lage eines Punkts im Koordinatensystem eindeutig fest.
So bedeutet C(~112,512): der Punkt C hat die x,-Koordinate —1, die x,-Koordinate 2,5
und die x,-Koordinate 2. Am besten zeichnet man C so ein: Starte im Ursprung, gehe 1
Einheit entgegen der x;-Richtung, dann 2,5 Einheiten in xy-Richtung und schlieBlich 2
Einheiten in x;-Richtung.

48

[ T




ey s e — 7 P e e

A(3.51-113)
8 4
L5

B(=31-31-15) |
o — . |

et

Die drei Koordinatenachsen legen die drei Koordinatenebenen fest:
die x,x,-Ebene (sie enthilt die x;-Achse und die x,-Achse),
die x;x,-Ebene und die x,x,-Ebene.

Die drei Koordinatenebenen zerlegen den Raum in acht Teile, die Oktanten, gehéren
qbur nicht zu den Oktanten. Die Vorzeichen der Koordinaten geben an, in welchem
Oktanten der Punkt liegt:

X X, X,  Oktant Die acht Oktanten
+ + + I

- + - II

= - + 111

+ - + IV

+ + - v

o + - VI

= " _ VII

+ - - VIII




Ist eine Koordinate null, dann liegt der Punkt in einer Koordinatenebene:
Ist x5 = 0, so liegt der Punkt in der x,x,-Ebene.
Ist x4 = 0, so liegt der Punkt in der x,x5-Ebene.
Ist x, = 0, so liegt der Punkt in der x,x,-Ebene.

X,

a0




E—— T ——

Sind zwei Koordinaten null, dann liegt der Punkt auf einer Koordinatenachse:
Ist x; = x3 = 0, so liegt der Punkt auf der x,-Achse.
Ist x, = x4 = 0, s0 liegt der Punkt auf der x,-Achse.
Ist x, = x, = 0, so liegt der Punkt auf der x;-Achse.

—— !

1*3{____

x, =0

/

=
= \
/
B x, -Achse: x,

Ein gutes Training der Raumvorstellung ist das Zeichnen und Beschreib_en von Punkt?
mengen, die durch einfache Gleichungen oder Ungleichungen definiert sind. Dazu drei
Beispiele.

X =-5]

Diese Menge enthilt zum Beispiel die Punkte A(3|-53), B(-2|-5/4), C(4|-5]-38)
und D(0 | - 5| 0). x, ist immer gleich —5, wihrend x; und x; beliebige Werte annehmen
kénnen. Die Punktmenge ist also eine Ebene E durch (0-510), die parallel zur x;x4-

Ebene ist.




xz_‘i__—"c'r i
Diese Menge enthilt die gerade besprochene Ebene E, E zerlegt den Raum in zwei Teile,
diese nennt man Halbriume. E gehért zu keinem der beiden Halbrdaume. Die gesuchte
Punktmenge ist derjenige Halbraum einschlieBlich E, der den Ursprung nicht enthalt.

| Xg = — X4 AKI‘:O

Die Punkte mit Xy = —.x.d und x, = 0 bilden die Winkelhalbierende
der negativen x;-Achse. Ist nun X, beliebig, dann entsteht eine Ebe
XyX3-Ebene ist und die x,

der positiven x,- und
ne, die senkrecht zur
-Achse sowie die gerade beschriebene Winkelhalbierende ent-
hélt. Die x;x3-Ebene teilt diese Ebene in zwei Halbebenen. Die Punkte der XsXa-Ebene
gehoren zu keiner der beiden Halbebenen. Wegen x, < 0 ist die gesuchte Punktmenge
diejenige Halbebene, die die negative x,-Achse enthilt.
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Senkrechte Projektionen und Spiegelungen an Koordinatenebenen

Der Punkt P*(3 |4 | 0) liegt in der x;x,-Ebene, der Punkt P(3 | 4| 5) liegt senkrecht iiber
P* und zwar 5 Einheiten. Hat man also einen beliebigen Punkt Q(q, | g5 | q3), dann ist
Q*(q, | g2 | 0) seine senkrechte Projektion in die x;x,-Ebene.

Der Punkt P'(3|4|=5) liegt senkrecht unter P*(3 | 4 | 0), und zwar 5 Einheiten; P' ist
also der Spiegelpunkt von P beziiglich der x;x,-Ebene. Hat man einen beliebigen Punkt
Q(q, ! gs | qs) , dann sind Q'(q, | q, | —q4) und Q(q; | q2| q3) Spiegelpunkte beziiglich der
X, X,-Ebene.

Bei den andern Koordinatenebenen ist es entsprechend.

p$

P(31415
A | _?( )

P'(3141-5)

Senkrechte Projektionen und Spiegelungen an Koordinatenachsen

Der Punkt P*(0| 0| 5) liegt auf der x;-Achse, der Punkt P(3 [4]5) liegt in gleithr Hohe
wie P*, Hat man also einen beliebigen Punkt Q(q, | 5| q3) , dann ist Q*(0 | 0| q3) seine
senkrechte Projektion in die xg-Achse.

gz P(3[4|5) Der Punkt P'(-3|-41[5) ist der
Spiegelpunkt von P beziiglich dgr
P(‘3|”4I5) 5501015 xg-Achse. Hat man also einen belie-

bigen Punkt Q(q; | g, | q4), so sind
Q'(-q;|-az| g3) und Qlq, | gz | qs)
Spiegelpunkte beziiglich der x;-
Achse.

Bei den andern Koordinatenachsen
ist es entsprechend.




Spiegelung am Koordinatenursprung

Andert man bei allen Koordinaten eines Punkts die Vorzeichen, dann bekommt man
den Spiegelfunkt beziiglich des Ursprungs. So sind also die Punkte Q(q; | g, | q5) und
Q'(-q; | —q, | — q;) Spiegelpunkte beziiglich des Ursprungs.

I)(3E4|5)

o,

41-5)

p'(-31-
Orientierung

Je nach Lage der Achsen unterscheidet man in der Ebene zwei verschieden orientierte
Koordinatensysteme. Wenn man die x,-Achse durch eine mathematisch positive Dre-
hung (linksrum, entgegen dem Uhrzeigersinn) auf kiirzestem Weg in die x,-Achse
tiberfithren kann, dann heiit das Koordinatensystem positiv orientiert oder kurz
Rechtssystem. Vertauscht man die beiden Achsen, so ergibt sich ein negativ orientiertes
Koordinatensystem, kurz ein Linkssystem.

Ebenes Linkssystem Ebenes Rechtssystem

AX AX;

\ ‘\\
N X; To—x%

—




Im Raum ist es komplizierter. Ebene Koordinatensysteme lassen sich hier nicht mehr in
Links- und Rechtssysteme einteilen, weil man sie von zwei Seiten betrachten kann. Was
man von der einen Seite als Rechtssystem sieht, ist von der andern Seite aus gesehen ein
Linkssystem und umgekehrt. Riumliche Koordinatensysteme aber lassen sich wieder
in zwei Gruppen einteilen: Schaut man so auf die x;x,-Ebene, daf} ihre Achsen ein ebenes
Rechtssystem bilden, und kommt die xs-Achse auf einen zu, dann hat man ein
riumliches Rechtssystem vor sich. Zeigt dagegen die x;-Achse von einem weg, so ist das
Koordinatensystem ein ridumliches Linkssystem.

Riumliches Linkssystem Riumliches Rechtssystem

e,

und Mittelfinger (x;-Achse) der rechten

o ny 5 )‘cr ] AT .—ﬁckls{!) 3 .
Daumen (x;-Achse), Zeigefinger ler linken Hand bilden ein Links-

Hand bilden ein Rechtssystem, die gleichen Finger
system.

Bei einem Rechtssystem bewegt sich eine normal
Richtung, wenn man sie 80 dreht, daB die x,-Achse

ibergeht.

e Schraube (Rechtsschraube) in X;-
auf kiirzestem Weg in die x;-Achse

1 3 R | 1 9 =} TR
Spiegelt man ein Rechtssystem an einer Ebene, so entsteht ein Linkssystem und umge

kehrt. Wir verwenden kiinftig nur Rechtssysteme.
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Aufgaben

»Bestimme die Punkte ...« »Lies die Punkte ... ab« steht kurz und biindig fiir:
Bestimme die Koordinaten der Punkte..., Lies die Koordinaten der Punkte ... ab.

|_1 Zeichne ein Koordinatensystem
a) im Schrigbild
b) im Normalbild und trage die Punkte ein:

A0 -2]0), B(0|2]3), C(-5|0]|3), D(2|4]|4),
E(-4|2]3), F-2|-415), GGBl-=2|D, H(4|-6]|-5),
I-6l-6|-1), J@3l6]|3), K(- 3| 4| -8).

Eﬂ Auf welcher Koordinatenachse, in welcher Koordinatenebene oder
Oktanten liegen die Punkte:
Al-2l2,  Bwolol3), c—2l—y2|-2).  D(1989
E(-3]33

in welchem

4711 | - ),
33), F(O[0]0), Gisin2lsin4|sinG), Hyala?|a?

3. Von welchem Oktanten schaut man auf den Ursprung ?

b)
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[4] Lies die Punkte A bis O aus dem Bild ab. Die Punkte liegen auf Gitterlinien.
Benachbarte parallele Gitterlinien in den Koordinatenebenen haben den Abstand 1.

5. Bestimme in jedem der gezeichneten Koordinatensysteme einen Punkt,

der den Ursprung verdeckt und moglichst kleine ganzzahlige Koordinaten hat.
{Das Quadratnetz ist nur als Hilfe zum Zeichnen des Koordinatensystems gedacht;
wo sein UmriB die Achsen schneidet, setze man die Einheit oder ein Vielfaches davon.)

X,

a) A c) A

[sometrie

=

Isometrie 1

o

Bestimme in jedem Koordinatensystem von Aufgabe 5. einen Punkt mitganzzahli-

gen Koordinaten, der moglichst nah am Ursprung liegt und vom Ursprung

verdeckt wird.




10.

Bestimme im Schrigbild von Aufgabe 5.
ganzzahligen Koordinaten, der den Pun

Beschreibe die Menge aller Punkte X(x,
(Skizzen erleichtern das Leben!)

a) einen Punkt mit méglichst kleinen
kt A(—2|-3|2) verdeckt.

| %, | x4) , fiir die gilt

a) x=0 b) x; =-2 e) X=xX;=0 d x3=0ax=1
e) X=x; 1) X=—% @ Hm=X=x; h) x,=-2Ax3=1
1) Xg<D D x2-2 k) %20Ax%,20 ) %=20AX;=3
m) x,=-%X, AXg<0 n x>0ax>0Aax<0

0) %20 Ax,20aX=0

Beschreibe die Menge aller Punkte X(x,

a) 0<x,51A02x,251A0<x,<1

b) —1<x,S1A-1<%,<1A-1<x,3<1
) 0Sx,S1A-15xXS1A-25x,<2
d 02x,21A0Sx251A%:=0

e) 0=sx;21A0=x,251

| x,| x4) , fiir die gilt
2| X3 £

D<x =1

Beschreibe die Punktmenge im Bild oder Text mit Koordinaten(un)gleichungen

3\;3 Halbebene mit Rand
X, T e
B T\
‘\_\ = .“-:_ _\__‘ 3 | | I~ \"\\\\
. . I, ¥ }-—"\:":}XE
= M
e : [ X
\\r.l..\ = _\_\_-! i | I i\.‘ Y
e N | | |
=001
\\\L%, [
||
N

C ] i~

£
Halbebene /"~ \*~_
mit Rand / —_ o
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g) Die Halbebene, die den III. vom IV. Oktanten und den VII. vom VIII. Oktanten
trennt.
h) Die Gerade, die das Spiegelbild der Gerade in d) beziiglich der
x;X-Ebene ist.
i) Die Gerade, die das Spiegelbild der Gerade in d) beziiglich des
Ursprungs ist.
j) Die Ebene im Abstand 3 von der x;x,-Ebene, die die positive xg-Achse schneidet.
k) Der Halbraum, der von der Ebene in j) erzeugt wird und den Ursprung
enthalt,

1) Die Ebene, die die x,-Achse enthélt und den VIL Oktanten halbiert.

Zeichne den Punkt A(2 | 4| 6) und seine Spiegelbilder beziiglich der Koordinaten-
achsen, der Koordinatenebenen und des Ursprungs. Verbinde alle Punkte so,
daB ein Quaderbild entsteht. Markiere und bestimme die Punkte,

in denen die Koordinatenachsen die Quaderflichen durchstoflen.

o9
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* 13.

* 14.

° 15.

16.

* 17
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A12]3),B(-3|6[1)

a) Zeichne die Strecke [AB] und ihre Spiegelbilder beziiglich
der Koordinatenebenen.

b) Zeichne die Geraden, in denen die vier Strecken aus a) liegen.
Warum schneidet die Gerade AB jedes ihrer Spiegelbilder ?
Gib die drei Schnittpunkte an.

A®61310),B(316/0),C0l613),D0[316),E3|0]6),F6]0]3)
sind die Ecken eines ebenen regelméBigen Sechsecks.

Zeichne das Sechseck und seine senkrechte Projektion in die

a) x,x,-Ebene b) x,x;-Ebene ¢) X.xs-Ebene.

A®610/0),B0[6/0),C(0]0]6) sind die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks.
Zeichne es und seine Spiegelbilder beziiglich der drei Koordinatenebenen,
der drei Koordinatenachsen und des Ursprungs.

Was fiir einen Korper begrenzen die acht Dreiecke ?

A®[310),B@316l0),C0/6]13),D0|316),E@B|0]6),F6|0]3)

sind die Ecken eines ebenen regelmiBigen Sechsecks. Zeichne es und seine
Spiegelbilder beziiglich der drei Koordinatenebenen, der drei Koordinatenachsen
und des Ursprungs. Die Seiten der acht Sechsecke sind die Kanten eines
Archimedischen Korpers: Er ist ein Oktaederstumpf, er entsteht, wenn man von
einem regelméfigen Oktaeder passende Pyramiden abschneidet.

A@8|210),B©9I5/0),C3[710),D2]|4]0)

ABCD ist die Grundfliche eines Quaders der Hohe 1.

a) Zeichne den Quader

b) Zeichne das Spiegelbild des Quaders beziiglich der X;Xo-Ebene.
¢) Zeichne das Spiegelbild des Quaders beziiglich der x,X;-Ebene.
d) Zeichne das Spiegelbild des Quaders beziiglich der X,Xs-Ebene.

ABl2|0),B9|5]0),c@3l710),D2|4]|0)

ABCD ist die Grundfliche eines Quaders der Hohe 1.

a) Zeichne den Quader

b)  Zeichne das Spiegelbild des Quaders beziiglich der x,-Achse.
¢) Zeichne das Spiegelbild des Quaders beziiglich der x,-Achse.
d) Zeichne das Spiegelbild des Quaders beziiglich der x,-Achse.

. A6l4]1),B4|6|0),C518|2),D7]6]3),

E4|3[3),F2l5(2),GE3|7/4),H5|5]|5)

ABCD ist die Grundflédche, EFGH die Deckfléiche eines Wiirfels.
a) Zeichne den Wiirfel

b) Zeichne das Spiegelbild des Wiirfels beziiglich der X,%,-Ebene,
¢) Zeichne das Spiegelbild des Wiirfels beziiglich der x,x,-Ebene.
d) Zeichne das Spiegelbild des Wiirfels beziiglich der X,Xs-Ebene.




e 19.

* 20.

s 21.

. 22,

A(-4|2]0),B2l5l0),C0l6]5),D(-2]8|5)
a) Zeichne ABCD und alle Verbindungsstrecken.

Welcher Korper entsteht? Hebe die sichtbaren Kanten hervor.
b) Zeichne das Spiegelbild des Korpers beziiglich der x;x;-Ebene.
¢) Zeichne das Spiegelbild des Kiorpers beziiglich der x;-Achse.
d) Zeichne das Spiegelbild des Korpers beztiglich des Ursprungs.

A413]0),B5]-4]0),c@8|0l15),D(1]|-1|5)
a) Zeichne ABCD und alle Verbindungsstrecken.
Hebe die sichtbaren Kanten hervor.
b) Zeichne das Spiegelbild des Kérpers beziiglich der x,x;-Ebene.
¢) Zeichne das Spiegelbild des Korpers beziiglich der x;-Achse.

A6l4]11),B218]1),c0l-2|1),D(6|4]-3)
[AB], [AC] und [AD] sind die Kanten eines Quaders.
a) Zeichne den Quader und bestimme die restlichen Eckpunkte.

b) Bestimme die Punkte, in denen die Quaderkanten die x,x,-Ebene

durchstofien.
¢) Bestimme die Punkte, in denen die Koordinatenachsen die Quaderebenen

durchstoBen.

d) Zeichne den Quader, wie man ihn aus dem 5. Oktanten sieht.

Welche Koordinatensysteme sind Rechtssysteme ?



23. Ersetze a und b so durch x,, x, beziechungsweise x, , daf} ein Rechtssystem entsteht.

Ax,

2. Vektoren

Wir wissen jetzt, wie man Punkte im Koordinatensystem darstellt. In der Analytischen
Geometrie l6st man geometrische Probleme durch Rechnung. Wie kann man mit
Punkten beziehungsweise ihren Koordinaten rechnen ? Wie findet man zum Beispiel
den Mittelpunkt der Strecke [AB] mit A(4 | 2] 1) und B(-2|6|-7) ? Die Lasung solcher
und komplizierterer Aufgaben wird sehr uniibersichtlich, wenn man nur mit Koordi-
naten arbeitet. Gottseidank haben HERMANN GUNTHER GRABMANN (Stettin 1809 bis
1877 Stettin) und WILLIAM ROWAN HAMILTON (Dublin 1805 bis 1865 Dunsink) etwa
Mitte des 19. Jahrhunderts ein niitzliches Werkzeug geschaffen, das das Koordinaten-
rechnen sehr vereinfacht: die Vektoren.

HERMANN GRABMANN war ausgebildeter Theologe. Er lehrte als Gymnasiallehrer Re-
ligion, Chemie, Mineralogie, Physik, Mathematik, Deutsch und Latein. Obendrein war
er ein bedeutender Sanskrit-Forscher, komponierte und gab eine Volksliedersammlung
heraus, Doch war es ihm nicht gegeben, seine Ideen den Mitmenschen zu vermitteln.
Er schaffte es nie, Universitéitsprofessor zu werden, seine Bewerbungen wurden immer
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abgelehnt mit dem Urteil: originell, aber unverstidndlich. Auch sein Hauptwerk »Die
lineale Ausdehnungslehre« von 1844 — er stellte darin zum ersten Mal die Vektorrech-
nung vor — blieb lange Zeit verkannt.

Etwa gleichzeitig mit GRABMANN entwickelte WILLIAM HAMILTON die Quaternionen-
rechnung als Erweiterung des Rechnens mit komplexen Zahlen. Er war es, der darin
die Bezeichnung »Vektor« eingefiihrt hat.

JOSIAH WILLARD GIBBS, amerikanischer Mathematiker und Physiker, (New Haven
1839 bis 1903 New Haven) und OLIVER HEAVISIDE, englischer Physiker, (London 1850
bis 1925 Homefield in Torquay) haben die Vektorrechnung vor allem fiir physikalische
Anwendungen ausgebaut.

Nach und nach fanden auch die Mathematiker Gefallen an diesem neuen Instrument.
Anfang des 20. Jahrhunderts hat sich die Vektorrechnung durchgesetzt. In vielen ma-
thematischen und technischen Disziplinen ist sie heute unertbehrlich.

Was sind Vektoren?

Die Addition von Zahlen 148t sich mit Pfeilen veranschaulichen. Pfeile addiert man,
indem man sie »Fuf} an Spitze« aneinanderhingt. Der Ergebnispfeil geht vom Full des
ersten zur Spitze des letzten Pfeils. Diese Pfeilrechnung erweitern wir jetzt auf den
Raum.

3+(-9)=-6

Ein Pfeil ist festgelegt durch ein Paar von Punkten. Fiir einen Pfeil, der von P nach Q
geht, schreibt man P_Ei Wie bei der Zahlen-Pfeilrechnung sind auch jetzt nur Lange
und Richtung mafBgebend. Wir nennen Pfeile parallelgleich, wenn sie dieselbe Lange
und dieselbe Richtung haben. Fiir parallelgleiche Pfeile verwenden wir das Gleich-
heitszeichen und schreiben R‘;: AB.

I'.l‘
PQ
Q
parallelgleiche Pfeile
P
A
PQ =AB
Q
B

Als Sammelbegriff fiir die Menge aller parallelgleichen Pfeile verwenden wir die Be-
zeichnung Vektor. Jeder Pfeil dieser Menge heifit Reprasentant des Vektors. Oft nennt
man auch die Pfeile selber kurz und biindig Vektoren.
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4§18 734 1§ v
tanten des Bruchs mit dem Wert 0,75. Auch hier nennt man jeden Reprisentanten einfachheits-
halber selber Bruch.

Eine dhnliche Unterscheidung macht man auch bei den Briichen. sind Reprisen-

Wir fassen zusammen:

Definition
Der Vektor PQ ist die Menge aller zum Pfeil PQ parallelgleichen Pfeile.

Der Vorteil dieser Definition besteht darin, daf ein Vektor an jedem Raumpunkt als
Pfeil zur Verfiigung steht.

Um einen Vektor unabhingig vom Reprisentanten zu bezeichnen, verwendet man
auch kleine bepfeilte lateinische oder kleine deutsche Buchstaben.

Addition von Vektoren

Die Addition von Vektoren im Raum (und in der Ebene) ist so festgelegt:

Man hingt an einen Pfeil des 1. Summanden einen passenden Pfeil des 2. Summanden,
das heiflt, einen Pfeil, der da anfingt, wo der erste aufhért. Der Ergebnispfeil fiihrt vom
Ful} des ersten zur Spitze des zweiten Pfeils. Er legt den Ergebnisvektor fest.

Bezeichnet man die Anfangs- und Endpunkte der Pfeile mit Buchstaben, dann sieht die
Addition so aus:

\PQ + QR = PR|

Regel von CHASLES (sprich schaal)

(Michel CHASLES, franzosischer Mathematiker,
Epernon 1793 bis 1880 Paris)
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Fiir diese Vektoraddition gelten dieselben Rechenregeln wie fiir die Addition von Zahlen:

Kommutativgesetz der Vektoraddition

U +V =V +1u

u1+'¥‘:ADi+DC;-A—C‘ D
u+v=AB+ BC=AC
u N
u+v
A o C
v+
v u

Assoziativgesetz der Vektoraddition

[(T+¥)+ 7 =5+ (F+7)

(G+v)e % ={AB +BE )+ OC = AC+ GO = AG
T+(¥+w)=AB+(BC + CG)= AB + BG = AG
Weil die Reihenfolge der Additionen keine Rolle spielt,

1aft man die Klammern meist weg und schreibt u + v + w .

Addiert man Vektorenu,V,W ..., dann nennt man diese Aneinanderreihung auch
Vektorkette. Sind Fufl A des ersten und Spitze Z des letzten Pfeils verschieden, so heifit
die Vektorkette offen: der Summenvektor AZ =1 + v + W + ... hat die Richtung von A
nach Z. Fallen A und Z zusammen (Z = A), so heifit die Vektorkette geschlossen. Formal
ergibt sich jetzt der Summenvektor"AA\. ein Gebilde ohne Richtung und Ausdehnung.
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offene Vektorkette geschlosseneVektorkette

Wir verlangen, daf jede Addition von Vektoren wieder einen Vektor ergibt. Deshalb
miissen wir AA als Vektor zulassen. Man nennt thn Nullvektor. Wie die Zahl 0 bewirkt
seine Addition nichts, er verhilt sich »neutral«.

| Definition des neutralen Elements
Der Vektor, der beim Addieren nichts dndert, heiflt Nullvektor. Man schreibt ihno .

E + ﬁ = .AB‘, 'B_Bl =0.
Der Nullvektor hat die Linge null.
Der Begriff der Richtung verliert beim Nullvektor seinen Sinn.

Beim Zahlenrechnen spricht man bei —13 und 13 von Gegenzahlen, weil sich die beiden
beim Addieren aufheben, also null ergeben. Die allgemeinere Bezeichnung fiir Gegen-
zah] ist inverses Element. Weil man Entsprechendes auch beim Vektorrechnen
braucht, definiert man:

Definition des inversen Elements |
Der Vektor, der zu einem Vektor a addiert den Nullvektor ergibt
heilt Gegenvektor von a . Man schreibt ihn —a.

L4

a +(-a)=o,

AR +i(-AB)=7AB + BA ~ AA =0,~AB = BA.

Gegenvektoren

BA = -AB, AB = -BA o
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Der Gegenvektor —a von a ist genau so lang wie a und hat die Gegenrichtung von a.

a ist Gegenvektor von —a.a und —a sind Gegenvektoren.

Statt 1 + (—v ) schreibt man kurz 1 — v und hat damit die Subtraktion von Vekto-
ren auf die Addition zuriickgefiihrt.

Subtraktion - Addition

S-Multiplikation

Wie beim Zahlenrechnen fiihrt man auch bei Vektoren fiir Summen mit gleichen Sum-
manden eine Abkiirzung ein:

a+a+a=2=3a (=3a)

Der Vektor 3a ist also dreimal so lang wie a und hat dieselbe Richtung.
Wie bei Zahlen erweitert man diese Produktdefinition auf reelle Faktoren:

Definition
Der Vektor r-a (relR)ist |rl-mal so lang wie der Vektor a.

Fiir r> 0 hat er dieselbe Richtung wie a ,

fiir r < 0 hat er die Gegenrichtung von a.

Inshesondere gilt: 1.2 = a und (1) -a =—a.
Zwei Vektoren, von denen einer ein Vielfaches des andern ist, sind parallel;
man nennt sie auch kollineare Vektoren.

—_‘-—\—_|_‘_‘__‘-.I}-
Gerada =
rade (= linea) .
. SSMEBITE s




Manchmal nennt man reelle Zahlen im Gegensatz zu Vektoren auch Skalare.
Deshalb heifit die Produktbildung »Skalar-Vektor« auch S-Multiplikation.
Fiir die S-Multiplikation gelten dhnliche Gesetze wie fiir die Zahlen-Multiplikation:

Assoziativgesetz der S-Multiplikation

| r(su)=(rs)u | r,seR
Die Begriindung iiberlegt man sich,
indem man auf die Definition der S-Multiplikation zuriickgeht.

b
o
~

oy
&P

1. Distributivgesetz der S-Multiplikation

r{u +v)=ru +rv | reR

Die Begriindung klappt mit dem Strahlensatz.

r(U+v) =ra +rv

2. Distributivgesetz der S-Multiplikation

(r+s8)u =ru + 8u r, selR

in Richtungu , die Einheit ist die Lange vonu .
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Beispiele zum Rechnen mit Vektoren
Seitenhalbierender Vektor

Die Seiten [RP] und [RQ] des Dreiecks PQR legen die Vektoren & = RP und b=RQ
fest. Man sagt auch: »Die Vektoren RP und RQ spannen das Dreieck PQR auf«. M ist

die Mitte von [EQ] Gesucht ist eine Darstellung des seitenhalbierenden Vektors R M
durch a und b.

R

—

— ]_-"I
a+ a+s3b

b= :

o -

i

Bl

=3 +3(-a+b)=a -3
RM = %('zi‘ +b)
Der seitenhalbierende Vektor ist also das arithmetische Mittel der Vektoren, die ihn be-

grenzen. »Im Parallelogramm halbieren sich die Diagonalen.« Mit diesem Satz hétte
man das Ergebnis gleich sehen kénnen. Betrachte dazu das Parallelogramm RPSQ, das

von a und b aufgespannt wird.
R

a+b=2RM
Aufgaben vom Typ »Driicke den Vektor PQ mit den Vektoren a, b und ¢ aus« lost
man so: Gehe von P nach Q auf einem Umweg. Der Umweg setzt sich zusammen aus
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a, b und © oder aus Vektoren, die sich aus a, b und ¢ berechnen lassen (offene
Vektorkette). Dazu noch ein Beispiel:

Spatmittelpunkt

Das Spat ist ein Prisma, das von sechs Parallelogrammen begrenzt ist (»schiefer Qua-
der«). Es wird von drei Vektoren aufgespannt. Im Spat ABCDEFGH ist M der Mittel-
punkt der Raumdiagonale [BH].

[
=
+

1
=
s

" L% E — i —i = ] — ]_.‘s l .\
= L1+2'[ U+W+VJ—2L1+2W+ v

2
AM = %(Tf+‘v;?+7v")

Wegen AG =R+ V4 W ist M auch Mitte der Raumdiagonale [AG].

G
F
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Ist N Mitte von [EC], dann gilt

[

AN = AE + EN
=W‘+%E_c‘

=W+ (-W+T+V)= iw +3U 43V
AN = AM , alsoist N=M.

Genau so kann man schlieBlich noch zeigen, da M auch Mittelpunkt der Raumdiago-

nale [DF] ist. Damit ist bewiesen daf sich die vier Raumdiagonalen eines Spats in einem

Punkt schneiden und gegenseitig halbieren.

Diese Aufgabe ist ein typisches Beispiel fiir die Kraft der Vektorrechnung. Das raum-

geometrische Problem »Wie liegen die vier Raumdiagonalen eines Spats zueinander?«

haben wir durch einfaches Rechnen mit Vektoren gelost. Das ist Analytische Geometrie!

spannende Vektoren

2 Vektoren spannen 2 Vektoren spannen
ein Dreieck auf ein Parallelogramm auf

5 3 Vektoren spannen
8 en
- Ve:i?%e;a:gi?n ein Tetraeder auf

Auch fiir Probleme der ebenen Geometrie bietet die Vektorrechnung oft eine verbliif-
fend einfache Lésung, zum Beispiel fiir den Beweis des Aubel-Theorems:

71




Uber den Seiten eines beliebigen Vierecks zeichnet man die Aullenquadrate. Verbindet
man jeweils die Mitten zweier gegeniiberliegender Quadrate, so entstehen zwei Strek-

ken, die gleich lang und zueinander senkrecht sind.

/\ W< - i,
A% e \
4 \
fre—— X =X \‘\\
/ e | e
| Y‘:":;' i u -
\y
AUBEL:
UV=XY und UVL XY

Im Beweis brauchen wir eine Abkiirzung: Der Vektor a ist der 90° nach links gedrehte
Vektora . Dannist @ = —a und a+b = a + b . Der Beweis steht im Bild, er ver-

— 0 %

wendet M M,

Entweder sieht man das direkt (Mittelparallelen in den Dreiecken ABD und BCD)

oder erst nach trickreicher Vektorrechnung:
MM, = J( M, M.+ MM, )= d-b.

=a+2d+c

MM,
MM, =-a-2b-¢
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i +
XY=-b-c+a+d Y =a+d-b-c=XY

U
Beim Beweis haben wir keine Voraussetzung iiber eine spezielle Lage der Punkte A, B,
C und D gemacht. Deshalb gilt das Aubel-Theorem fiir allerlei Sonderfille: So kann das
Viereck konkav oder iiberschlagen sein, es kann zu einem Dreieck, ja sogar zu einer
Strecke entarten!

N
.)'/.ff !
If"‘--,_ - C J_____.»' = \\
SN \
R \
¢ L y— \
N Sy \
A D 2
L
-
|||I JJ_.—-"'
Al { B




ST

| ____.j_,_..-_.
e e |
A=D Jf C B
(]
|'|_
\
\
— =i ._Il}‘-- == | .
A D || C B J“i,._
. ,'I +.-?? ;
| B\ -
| A T =5 €
! - | F:r’;,
Aufgaben
»Bestimme die Punkte ...« steht kurz und biindig fiir: »Bestimme die Koordinaten der Punkte.. .«
|L| Zeichne in ein Koordinatensystem die Punkte A(-1|-2), B(3|0), C(2|2). D( 0] 1)
und E(-2| 3). Bestimme die Punkte V, W, X, Y und Z so, daf gilt:
v=AV = WB = CX = DY = ZE
2 %= OA b v =A0 ¢ ¥=CD
BI Zeichne in ein Koordinatensystem A(2 | 0), B(8|4) und C(4 | 8).
Zeichne den Summenvektor.
ol SLad o e e 13
a) AB +AC by AB+CB ¢} CB + BA 50 14
5
d BC+BA+CA e) AB+BC+CA
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Zeichne in ein Koordinatensystem A(1] 1), B4 | 1), C(6| 3) und D(3 | 4).

L

Die Vektoren a, b und ¢ sind definiert durch a = AB . b = B(J,
= CD . Driicke folgende Vektoren mit a, b und ¢ aus:

—_—

a) AC b CA ¢ DA d BD

Zeichne daa Fiinfeck msc: DE mit A0 0), B(3| 0), C(4| 1), D( ‘i|4;und
E(1/3). &, b, ¢ und d sind festgelegt durch a = AB b= B(‘ T= ("D und

d‘: DI? Driicke folgende Vektoren mit A, B, C, D und E aus:

— % —

a) a+b e Ry ¢) a+b+c+d
d —(b+c+d) o) —b-—{Eim)

Vereinfache

a) UV+VW b) AB+CA ¢) RS-RT

d) AB + TA + BT e X V7Y =X 7

Bestimme X

3 AB+% =170 b AP Lw = A0 o AR =7 = AC-AD

ABCDEF ist ein regelmifiges Sechseck mit 5= BB, b = BC ., ¢ = CD.
Driicke mit a‘._b‘ und ¢ aus:

a) ED b DE ¢) FD d FC

e) FB f) FA g AD

Durch Antragen von a, b und ¢ in einem Punkt O entsteht ein rdumliches
Dreibein. Erginze die Figur zu einem Spat.
Welche Vektoren, ausgedriickt mit a,b und ¢, werden reprisentiert

a) durch die Flichendiagonalen, die von O ausgehen.
b) durch die Raumdiagonale, die von O ausgeht.

a,bundec spannen ein Tetraeder SABC auf.

Driicke B(‘ AB und AC mit a, b und ¢ aus.

h
Y

¥
-

A e T N R T e S N




10. a, b und © setzen im Ursprung an und bestimmen das Dreieck ABC mit
OA=7a, OB=bund OC=¢.D,E und F sind die Mittelpunkte der Seiten [BC],
[CA] und [AB]. Driicke DE , EF und FD mita, b und © aus.

ll—l.! AB =b und AD = d spannen das Parallelogramm ABCD auf. Nimm die Punkte
E und F so an, daf gilt: DE = :DC und AF = ‘iﬁ% Driicke EF mit d und b aus.

— ey

12. AB = a, AD = l:_) und ..5113 = ¢ spannen das Spat ABCDEFGH auf.

Driicke EG, HF, EC, DF und HB mit 3, b und © aus.
6

E AE =7, AB =V und AD: =W spannen das Spat ABCDEFGH auf.
R, S und T sind die Mittelpunkte der Seitenfléchen, X und Y sind
Kantenmitten. Driicke folgende Vektoren mit m, v und W aus.

e — = % ke

a) AT, HT, AX, HX, YD b RS,YX, YT, XT, ST

LS

14. AB =&, AD = b und AE = ¢ spannen das Spat ABCDEFGH auf.

a) SundT sind festgelegt durch AS = 2AB und AT=2AD.

Driicke EC‘:,TFA und ST mit a, F und ¢ aus.
) M ist der Mittelpunkt von [EC]. L liegt auf [EG] mit LE =2GE .

Driicke M L mit a,b und ¢ aus.




15.

I Fd e e e T R e B T R S e A N o

Zeige: Injedem Dreieck ist die Summe der drei Vektoren von den
Ecken zum Schwerpunkt gleich dem Nullvektor.

16. Eine Pyramide mit der Spitze S hat als Grundfliche das Rechteck ABCD.

e 17.

Die Pyramide ist festgelegt durch die Vektoren AB =&, AD = b und AS =¢.
M ist der Mittelpunkt der Grundfliche, K ist der Schwerpunkt des Dreiecks BCS.

Driicke MK mit a, b und ¢ aus.

DA - a, DB=b und DC=¢ spannen das Tetraeder ABCD auf.

U, V, W und X sind Kantenmitten des Tetraeders.

a) Driicke V Kx und LW mit a, b und © aus.

b) L ist Mittelpunkt von [VX], M ist Mittelpunkt von [UwW].
Berechne DL und DM in Abhéngigkeit von &, b und ©.
Was folgt aus dem Ergebnis ?

LY

¢) Berechne UV und X W in Abhéngigkeit von a,bund C.
Was folgt aus dem Ergebnis ?

Stangenoktaeder
in Trimetrie

Stangenoktaeder
in Isometrie

=1

=1

-Fa.
¥
:
i:':-:
il
-:_"
§
i
1',:.
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IV. Elementare Vektorrechnung

William Rowan Hamilton (1805 bis 1865)
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1. Vektorrechnung mit Koordinaten

Man zeichnet im Koordinatensystem drei Vektoren als Basis aus:

@, ist der Vektor der Linge 1 in Richtung der x,-Achse, entsprechend definiert man e,
und @, . Die Vektoren @, , €, und €, heiBen Basisvektoren. Jeder Vektor des Raums
148t sich eindeutig darstellen als Summe von Vielfachen dieser Basisvektoren, zum Bei-
spiel

& =85 +6%6 +3% el b AbE;

-58




a ist also durch die Zahlen 3, 6 und 3 festgelegt, b durch — 5, — 5 und 5. Statt der Sum-
mendarstellung verwenden wir von jetzt an die praktischere Spaltendarstellung und
schreiben kurz

. 3 \I Y =5
a=|b | b = 5]
3

Weil man im Raum 3 Basisvektoren braucht, sagt man: Der Raum hat die Dimension 3.
Weil in der Ebene 2 Basisvektoren geniigen, hat sie die Dimension 2 .

Definition

| &1
a=a,€ + 2,6 + a56, =|az

| a3

‘ Die Zahlen a,, a, und a, heiflen Koordinaten von a .

) aa,c’l:a,ar-:EjR

i Die Vektoren a, e, , a, e, und a; e; heilen Komponenten von a .

Sondertille:

Ist eine Koordinate null, dann ist der Vektor parallel zu einer Koordinatenebene.
N

(1LY =Ty =2y 0
0 { ) 1,1 0 [,| © [und ( 0 |parallel zur x,x;-Ebene
A, 2 l'l| l\ [] ,J L 4 I'J ‘I\ T EJ \_ 4 p ] -] -

-5

So sind die Vektoren

zur x,-Achse paralleler Vektor

Sind zwei Koordinaten null,
dann ist der Vektor parallel
zu einer Koordinatenachse:

0~
(0 |ist parallel zur x,-Achse,
\3)
Pl ) B

— 4 |ist parallel zur x,-Achse.
L% 0 lll
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Diese Vektoren sind auch parallel zu zwei Koordinatenebenen:
0 0
0 |ist parallel zur x,x;- und x,x5-Ebene, [—;J ist parallel zur x,;x,- und x,x;-Ebene.
e /'I
0 -
Sind alle drei Koordinaten null, dann ist der Vektor der Nullvektor: [8J: 0

Die Addition von Vektoren und die S-Multiplikation sehen in der Spaltendarstellung so
aus:

4, 1z by
Mit a = a; |und b =| by | ergibt sich
a3 by )

a+b =(a;e +a,e +aze;) +(bye +bye; + byes)

(a,+b)€ + (ay+by) e, + (ag+by)e;

Addition in Spaltendarstellung
(zeilenweise addieren) a b, a; + by
ds |4 bg =| a5 + b:;_r
a, b, as + by
Auch die Subtraktion geht zeilenweise: a by a; - b,
ag |— b-z =| 8g — bg
ag by ag— bs
Al
Mit a =| 2, |und reR ergibt sich
ag

e s

r-a=r(ae +a,6 +3a5e3) = (ra))e; + (rag)e; + (ragle;

S-Multiplikation in Spaltendarstellung . ot i
1 4

. . - 0 " |
(jede Zeile multiplizieren) : .
| I-| a8z |= | T2 |
| aj I‘-L’l;; |
[y A b)
=y 111 a]
Fiir r = -1 ergibt sich der Gegenvektor| —az | von [ 8 |. Mit der S-Multiplikation
—a3 gy
lassen sich Vektoren einfacher schreiben, durch »Abspalten eines Faktors«.
r—36 (3
Beispiel: Abspalten von —12 in t ﬁ} | =—12 lf
44 | | 1)

Weil a und ra kollinear [:par;’l]l(‘.‘l} sind. kann man allein durch Koordinatenver-
gleich erkennen, ob Vektoren parallel sind. Es gilt:

| i > B . . ¥s ; - v T 1S

| ‘& lln(i h g1 ﬂd genau dann kn]l]‘[](jﬂ]". wenn ein V[‘l‘it(]l" \v"lE‘.lFﬂ.L h{_‘.b di"h ¢111(1(.1'11 1St.




a =pub, peR oder 1 : T \
- . (< a und b sind kollinear.
b=A=a, relR J
Nach dieser Festlegung ist iibrigens der Nullvektor kollinear zu jedem Vektor!

—

1,5 . [—86
Die Vektoren a =[ 7 }u_nd b= [—éﬂsind kollinear, denn b =—47a.

A

Ortsvektoren
Zu jedem Punkt gibt es einen Pfeil, der im Ursprung beginnt und in P endet. Dieser Pfeil
legt eindeutig einen Vektor OP fest . Wir nennen ihn Ortsvektor des Punkts P und

bezeichnen ihn kurz mit P . Die Vektorkoordinaten von P stimmen mit den Punktko-
ordinaten von P iberein.

= P1
Zu P(p, | p;| p;) gehort P = | P2 |und umgekehrt. |
Ps ‘
= =3 3z . (3}
X, Vektor p = |-6|
hl ,‘ X3 Lt
: Ortsvektoren | A
PL31-216) = .

3
Ql-351&)

Jgder Vektor kann auch die Rolle eines Ortsvektors spielen und einen Punkt festlegen:
Dieser Punkt ist der Endpunkt desjenigen Reprisentanten, der im Ursprung ansetzt.

Jeder Vektor ist durch zwei Punkte festgelegt. Deshalb miissen sich seine Koordinaten
aus den Koordinaten der Punkte berechnen lassen.

Verbindungsvektor B = A+B X,

. e ) A seuus AB-B-A
—t —_— LY bl = al l |
AB =B = A 2'hy—uz

by — a5 Al-21514)

M

et
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AB = PQ
3;\(3
i Bl-21216)
] =
AISi—ﬁB}/ ‘\\\“\
S »>Ql-31514)
Pl2i2lL)

7 j’_
3

In einem Beispiel berechnen wir Verbindungsvektoren der Punkte A(3 |-116),
(-2|216),P(2|2|4) und Q(-=3|5(4) und beschreiben damit die L-]g(, dieser Punkte.

4 .._2\ '8 r—bn v e _gn

AL D -A - | _[—11: 3 |, BE =P-B = |_[ 1: 0

(6) (6) (o) ]

— LS L i

PQ=Q—P:

Wegen AB = PQ und ;\B =1L BP ( AB und BP sind nicht parallel) ist PQBA ein Par-
allelogramm. Weil die dritten Koordinaten von AB und PQ null sind, liegen die Seiten
[PQ] und [AB] parallel zur x,x,-Ebene. Weil die zweite Koordinate von BP null ist, liegt
die Diagonale [BP] parallel zur x,x;-Ebene.

Sehr oft braucht man den Mittelpunkt einer Strecke:

0

L% a L

-]\;“]L: A-F;ﬂB = A ‘])[ I;—A‘\r= J).:\+LH

Mittelpunkt M der Strecke [AB]: M = i( A+ B)

T e T




Mit dieser Formel berechnen wir den Schnittpunkt der Diagonaler: im Parallelogramm
PQBA (oben) als Mittelpunkt der Diagonalen [AQ] oder [BPI:

x 1 \ - 1 35 =3 ]’0- 0>

M=3(A+Q)=3 —1|+' 5] S ‘:[g oder
L 6 \.4 \J0) \5)

. e — 1.*2 257 1.’0& .f{J\,I

[ =5(B+P)=3|| 2 [+]|2 .--|:2_
U 6) (4)] *“lwo) (5)

Die Diagonalen schneiden sich in der x,x;-Ebene in M(0|2|5) .

X, o
A M=;(A+B)
Bi2I-16)

——__MI0I2IS)

Die Spiegelung eines Punkts an einem Punkt ist mit Ortsvektoren rechnerisch schnell
erledigt. Der Punkt A soll am Zentrum Z gespiegelt werden. Gesucht ist der Spiegel-
punkt A Weﬂ man nnt Punkten nicht rechncn kann, verwenden wir ihre Ortsvekto-

ren: BT A+2(! _AJ=2Z-A oderkirser
AT oAT =7 7 A o A

Ubrigens: Nach 3_7L aufgelst ergibt sich 2? = E+I e %(E’E A )
das ist die Strecken-Mittelpunkt-Formel von oben.
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T s Yo =——reonenoe=Er

— d 2 . 6 . Iy
IE. i:(—ﬁ}? :[—1]_2 =|2
I.‘_5

Jetzt lassen sich Figuren punktweise spiegeln, zum Beispiel das Dreieck ABC am Zen-
trum Z. Beispiel: A(7|-2(8), B(4|-6/0), C(-4|-5(|4) und Z(2| 0] 4).

Y e 2 7 ~3
A':ZZﬁAzz[O}_[—ﬂ:[?} A'(-3 2|0)
4 8 0 )

- gl i 2 4] 0
Bl =92 B :2(0}-(—05 :{6]; B'(0/6]8)
\

Aufgaben
L' u .—[%) ,?:[_5'5],7\? :[—46]. Berechne
—2 -1 +
8y WAV, m—Y, TH+V+W
b 2% -3%, su+(-2w), sl@+sw)-3v]

-3

N,

|
k3 /
Berechne den Vektor r,der x + y + 2z zur geschlossenen Vektorkette ergénzt.

3. Berechne den Vektor x aus den Vektorgleichungen:

—3 m =F (i 153 4
a) 3| 1 ]—4x= 7] b) 2‘x-[2”=[—1+5x
2 ) -10, \ 3 0
i 11 o 17
¢) Tx -3|-1|=2% +| 18
=3 |19
4. Vereinfache durch Abspalten geeigneter Faktoren:
=123 7 300 7—9/4y
a) -18\ b | ¢) {:3.-*4 |
|42 ) (225 | -3 )

Gegeben: a) A2l2/1),B@3 g <1)..€(1l2 | 3)
b AW0|2l4),B1l8l0),C(2[1]4)
c) A|24), B8l0), C(21]4)

Berechne AB. AC. BC, AB + AC,2BC + AC — BA

[en




6. A3l0]l0),B(-114|0),C(0|-2]0)und D(0|0]3,5)
. sind die Ecken eines Tetraeders.
a) Berechne die Mittelpunkte U von [AC], V von [BC], W von [BD] und X von [AD].
b) Zeige, dal UVWX ein Parallelogramm ist und berechne den Mittelpunkt M
des Parallelogramms.
10

¢) Fertige eine saubere Zeichnung an. 5 [; 10

7. Ein Reprisentant AB eines Vektors wird senkrecht in zwei Koordinatenebenen

projiziert. Rekonstruiere AB aus den Projektionen AB, und gib die Projektion in
die dritte Koordinatenebene an.

< a 14 a (1‘\ x ."{]", . ,-'—2\
a) A,B, :[{J J AgB, = 3| b) AB; =|0|, AB, :i 0
=5 L0 ) V1) L1 )
e — iy f[] Y
e) AB, = AB, =| 0

-

\— 1)

|8.| Die Strecke [AB] mit A(1|2|3), B(3| 2| 1) wird iiber B hinaus um sich selber
verldngert. Berechne den Endpunkt C.

8. R(4/5]6)und S(7/8|9) teilen die Strecke [AB] in drei gleiche Teile.
Berechne A und B.

10, A(0]4|5),0¢3|0]5) und U(3]4|0) sind die Ecken eines Parallelogramms.
Bestimme die vierte Ecke E (drei Losungen!).

11. Vom Parallelogramm ABCD kennt man B(2|4|3) und 3|0 | - 5) und den
Schnittpunkt der Diagonalen M(-2 | 4 | 15). Berechne A und D.

[12] Berechne vom Spat ABCDEFGH mit A(9|715), B-1|-1|-1), F(0| 2| 3)
und G(1|3]5) die restlichen Ecken.

13. A1|-315),B(-7|9|-11), casl-15|17)
M,, M, und M, sind die Mitten der Seiten a, b und ¢ des Dreiecks ABC.

Berechne AM ,‘. BM .; und C M;,-‘.

14. Berechne X in Abhingigkeit von A, B und {“ so, dafi gilt:

.

AX +BX 40X =%

15. A210[0),Z,112]1),2,118]3). A'ist das Bild von A bei Spiegelung an Z,
A" 1st das Bild von A’ bei Spiegelung an Z, .

a) Bestimme A" und ein Zentrum Z, so daB A an 7 gespiegelt A" ergibt.

—_—

b) Zeige: Ez,: = },M

36
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16. A210/0),B4|2]0),c2l|3/0),D3[2|2),Aw0]|6]2)
Das Tetraeder AB'C'D' entsteht beim Spiegeln von ABCD am Zentrum Z.
a) Bestimme Z und die restlichen Ecken des Spiegelbilds.
5

b) Fertige eine saubere Zeichnung an. 3 g 13
)

17. Alle sechs Bilder zeigen verschiedene Spate mit jeweils demselben Umrif. Jedes
Spat steht mit einer Seitenfliche auf der x;x,-Ebene. Benachbarte Gitterlinien der
x,%,-Ebene haben den Abstand 1. Die punktierte Strecke kennzeichnet die dritte Ko-
ordinate. Bestimme die Spatecken und die von A ausgehenden Kantenvektoren.

a) A







* 18. Wo liegen die Punkte X mit X elA p_B\ (O nicht auf AB!)
a) A+u=1 b A+p=1, Anz0
00 A+u=1 d A+p<l Au=0 2%e) A+p=1, Au=0

* 19. Wo liegen die Punkte X mit Rl ].l-B‘ +vC (C nicht auf AB!)
a) A+p+v=1 b)) A+p+v=1 Auv =20

2. Teilverhiiltnis

Liegt der Punkt T # Q auf der Strecke [PQ] und wihlt man P als Anfangspunkt, dann

heift t= PT : TQ Teilverhiltnis von T beziiglich [PQ] . Man hat diese Definition erwei-
tert auf Punkte T, die auf der Gerade PQ liegen, aber nicht auf der Strecke [PQ]. Hier
wird zwar die Strecke nicht geteilt, doch der Begriff »Teilverhdltnis« wird weiter
verwendet.

. — — .

P T Q

Liegt T auf [PQJ, dann spricht man von innerer Teilung der Strecke und zahlt t positiv:

T= Prli : r11Q :
Liegt T auf PQ, aber nicht auf [PQ], dann spricht man von duBerer Teilung der Strecke,

zéhlt T aber negativ: 1 =— PT:TQ.

T, ==y =0 t=l 1,28 =7 T, ==
- - - . - .
T, P T T, @ T,
i - ™™ .,
. &g + Tpr F Q
. R T PT = +1Q
T i P Tt f
5 1 ? | AuBere Teilung <= t<0
PT=1TQ

Innere Teilung < t>0
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Die Verwendung von Vektoren erlaubt es, diese schwerfillige Festlegung zu ersetzen
durch eine kurze, elegante

Definition
T teilt [PQ] im Verhiltnis T genau dann, wenn gilt PT =1TQ.

Selbstverstdndlich ist vorausgesetzt, dal [PQ] wirklich eine Strecke ist,
P und Q also verschieden sind.

Diese Definition garantiert, dafl die Punkte P, T und Q auf einer Gerade liegen, sie legt P
als Anfangspunkt fest und liefert aufierdem noch das richtige Vorzeichen von 1. Weil
fiir Vektoren kein Quotient definiert ist, mufl man in der Definition die Produktform
wiithlen und kann das Teilverhiltnis nicht als Quotienten zweier Vektoren schreiben.

AusP(110/3),Q(1|-4]-1) und T(1|-11|2) errechnet sich 7 so:

L LY f 0 f U h
PT =1TQ in Spaltendarstellung |-1|=1|- .',; ‘ das ist ein 3,1-Gleichungssystem fiir 1
et \—3)
16 N0i=
II -1=-31

IIT -1 = -3z T :i lost alle drei Gleichungen, T teilt [PQ] im Verhiltnis 1:3.

Was wire gewesen, wenn Q die Koordinaten (1|—4| 1) gehabt hitte ? Das Gleichungs-
(0 3 3 0 .
system in l ” =1| —«ﬂ hitte dann so ausgesehen:
= =

I 0= 0t
II —-1=-31
I -1 = -z

i

und zu einem Widerspruch gefiihrt. Das heifit, PT und TQ wiren nicht kollinear ge-
wesen, P, T und Q also nicht auf einer Gerade gelegen. Es gibt zwar ein Streckenver-
héltnis ums Eck, aber kein Teilverhiltnis ums Eck!
Sind der Anfangspunkt P, der Endpunkt Q und das Teilverhiltnis T gegeben, dann fiihrt
eine kurze Rechnung mit Ortsvektoren zum Teilpunkt T:
PT =1TQ
T-P=1Q-1T
1+7)T = P -E-Ta

5 “1_7‘\+tﬁ‘ _
T=-—7,; mittz-1

Fiir jedes te[R\(-1] gibt es einen Teilpunkt. T = -1 wiirde bedeuten, daf T auf PQ
auBerhalb [PQ], aber gleich weit weg von P und Q liegen miifite. Das ist zuviel verlangt!

90




1 e r, i} PP N—

T=—1 =0 =1 =1 =3 »T =t oo« =3
15'+0-(_§_—~ Q
1+0 T

P-1Q P+1d| P+Q/ P+3@ 553

|_;H 1+ 1+1 +3 1-5

Beispiel: P(=2/1/0), Q2l-114),7=—3

D Lo Y e e = A Ly I — A
L% P_+IQ_: P —_](_;! _E _{—E:IH ab\.‘_|f_21.|\_.:[2¢|
1+71 e g A =20

2

3 \

T(— 4| 2| =2) teilt [PQ] im Verhaltnis —1:3 (dullere Teilung).

L= )

Parallelprojektion: t=1

im Bild istt=1'=%

AT =7TB'

o 5 2 ;}__5;;"-’
Fast alle Zeichnungen in diesem Buch, die rdumliche Ansichten zcigen,lsind Normalbil-
Eine Abbildung eines Korpers in eine Ebene heifit Parallelpro-

der in Parallelprojektion. : _
n, die Urbild- und Bildpunkt verbinden, parallel sind. Die Ver-

jektion, wenn die Gerade
91
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bindungsgeraden heiflen Projektionsgeraden. Bei der Parallelprojektion werden Strek-
ken und Winkel im allgemeinen verzerrt. Das Teilverhiltnis aber bleibt erhalten. (Be-

weis mit Strahlensatz). Deshalb kinnen wir berechnete Teilverhiltnisse in solchen
Zeichnungen tberprifen.

Koordinatensystem in Zentralprojektion

X

Augpunkt (20112 8) A

Bilder, die der Wirklichkeit noch naher kommen, liefert die Zentralprojektion. Fotogra-
fien sind Bilder in Zentralprojektion. Zeichnungen in Zentralprojektion setzen eine an-
spruchsvollere Konstruktionstechnik voraus. Bei der Zentralprojektion werden nicht
nur Strecken und Winkel verzerrt, auch das Teilverhiltnis dndert sich im allgemeinen.

24

| Zentralprojektion: 1v'#1

im Bild istt =1, 1 =]

e

o =

e =

Man kz_mn aber beweisen, daBl wenigstens das Verhiltnis zweier Teilverhiltnisse erhal-
ten bleibt, wenn eine Strecke [AB] von zwei Punkten S und T im Verhéltnis ¢ und 1 ge-

teilt wird. Das Verhéltnisverhéltnis 7 heifit auch das Doppelverhiiltnis, in dem die Punk-
te Sund T die Strecke [AB] teilen.
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Zentralprojektion: —= — AL
T T

~ imBildistc = _:_1:—1_ o'_-_;T_ =1 EZO—@.

6. 9

T T 2 iy .

AT =1TB

=

—i g

Hat das Doppelverhiltnis den Wert 1, dann sagt man: S und T teilen die Strecke [AB]
harmonisch. Dann gi]tTg — —1, also T = — g, das heifit, der eine Teilpunkt teilt [AB] auflen
im selben Verhiltnis wie der andere innen. In der Mittelstufe haben wir bewiesen, daf3
auch umgekehrt A und B die Strecke [ST] harmonisch teilen. Deshalb nennt man die

vier Punkte A, B, S und T harmonische Punkte.

AS=oSHB Harmonische Teilung T=-0
AT =1 TR A B. 8 und T sind harmonische Punkte
T S
= = — >}
' A B
im Bild ist GT% 1= ‘i
Aufgaben

1] A@|0|-1),B8|-3|11). S und T teilen [AB] in drei gleiche Teile. Berechne S und T.

2.| In welchem Verhiiltnis teilt T die Strecke [AB] ?

a) Taol|5|/7),A3|-210,B(14[9]11)

b T4|2]3),A16]17]12),B(1|-3]2)

¢) T6lt,lt), A(13|10(4), B3| 0[-6); berechne t, und t,
d T@B|-121-8),A-11314),B2l-210

(3] A0]5]3), B(2| - 5| 8). Berechne die Teilpunkte T;, die [AB] im Verhiltnis t; teilen:

i
T,=35; B=1 ®m=-2 Lu=—3
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10.

11.

12,

= 13.

* 14.

T(3|-1/-6),B(=6/2|0). T teilt [BA] im Verhéltnis t= ;. Berechne A.

P teilt [AB] im Verhdltnis p. Zwischen welchen Grenzen liegt j1, wenn
a) P zwischen A und B liegt ? b) A zwischen B und P liegt ?

¢) B zwischen A und P liegt ?

d) P zwischen A und dem Mittelpunkt von [AB] liegt ?

A112]9),B(-515]3), C(-3|4]|5). In welchem Verhiltnis teilt
a) C die Strecke [AB]? b) B die Strecke [AC] ? ¢) A die Strecke [BC] ?

T teilt [AB] im Verhdltnis 1. In welchem Verhiltnis pu (abhingig von 1) teilt
a) T die Strecke [BA]? b) B die Strecke [AT] ? ¢) A die Strecke [BT]?

A(13|9]1-3),B4|0|-6), P(7| ps| ps)
P teilt die Strecke [AB] im Verhiltnis p. Berechne 1, p, und py.

P0|1,5/4),Q310]4)
Berechne die Punkte S und T, die [PQ] harmonisch im Verhiltnis| 5| = 2 teilen.

A2|10(5),B(23|-4133), S(1114]17)
a) Sund T teilen [AB] harmonisch. Berechne T .
b) A und B teilen [ST] im Verhaltnis o und p. Berechne o und p.

A(-4]121-9),B(14]3186). Cle,|6]cy) liegt auf der Gerade AB.
Bestimme das Teilverhiltnis v, in dem C die Strecke [AB] teilt.
Berechne den vierten harmonischen Punkt D von A, B und C.

Zeige: A(112]1),B(6/2|-4),C(4]|2]|-2) und D(16|2|-14) sind
harmonische Punkte.

Satz von MENELAOS

Teilt R die Strecke [AB] im Verhiiltnis p und S die Strecke [BC] im Verhiltnis o
und T die Strecke [CA] im Verhéltnis 1, dann gilt | p-o-1 =1 | .ﬁTberprﬂfb den Satz
am Beispiel A(0|0),B(12/0),C©9),R(20/0),S(1113), T(5| 5).

C

MENELAQOS

f‘.?_.f'_’_de.rhe G q
B e -4..-—.?"5
=Ta

A’ R P ist irgendein Punkt
Satz von CEVA

Teilt R die Strecke [AB] im Verhéltnis p und S die Strecke [BC] im Verhiltnis ¢

und T die Strecke [CA] im Verhiltnis 7, dann gilt [ p:o-T = IJ .Uberpriife den Satz
am Beispiel A(0|0),B(20(4),C(5/10),R(5]1), S(10[8), T(2] 4).




3. Schwerpunkt

In der Physik versteht man unter dem Schwerpunkt eines Korpers den Punkt, in dem
man sich die Masse des Korpers konzentriert vorstellt. Experimentell findet man den
Schwerpunkt, indem man den Kérper nacheinander an zwei Punkten aufhédngt; die
Verldngerungen der Fiden, die »Schwerliniens, treffen sich im Schwerpunkt S.

Schwerlinie -

S

T Schwerpunkt

5

Bei mathematischen Kérpern (Polyedern) unterscheiden wir

— Eckenschwerpunkt
In jeder Ecke ist gleichviel Masse konzentriert, der Rest ist masselos.

—~ Kantenschwerpunkt '
Die Masse ist wie bei einem Drahtmodell gleichméBig auf die Kanten verteilt,
der Rest ist masselos.

— Flichenschwerpunkt ] .
Die Masse ist wie bei einem Modell aus Pappe gleichmalig auf die Flachen verteilt,
der Rest ist masselos.

— Raumschwerpunkt _
Die Masse ist gleichméBig aufs Volumen verteilt.

Wir kiimmern uns nur um den Eckenschwerpunkt, wir bezeichnen ihn kurz mit
Schwerpunkt. Er ist am leichtesten zu berechnen. Sein Ortsvektor ist das arithmetische
Mittel der Ortsvektoren der n Ecken E,, E, ..., E, .

[T 1 — e =T ]
| 8 = z(E, + E; +...+ E. )

Man kann zeigen: Der so definierte Eckenschwerpunkt fillt
— bei einer Strecke mit dem Kantenschwerpunkt zusammen
_ bei einem Dreieck mit dem Flichenschwerpunkt zusammen
— bei einem Tetraeder mit dem Raumschwerpunkt zusammen.




— — L S
Bei der Strecke [AB] gilt o = ; (A +B) J bd

S ist der Mittelpunkt, er teilt [AB] im Verhéltnis t = 1.

e

Beim Dreieck ABC gilt | S = 5 ( A+B+C) ‘

In der Mittelstufe haben wir den Schwerpunkt eines Dreiecks als Schnittpunkt der Sei-
tenhalbierenden (=Schwerlinien) eingefiihrt und bewiesen, daf er die Seitenhalbieren-
den im Verhéltnis 2 :1 von der Ecke aus teilt. Sein Ortsvektor errechnet sich deswegen
S0

.« A+2M, A +25(B+C)

S=—mzg = 3 =3(A+B +C)

Der »Mittelstufenschwerpunkt« (Flichenschwerpunkt) stimmt also iiberein mit dem
»Oberstufenschwerpunkt« (Eckenschwerpunkt).

Beim Tetraeder ABCD gilt e ,: (A +B 40 4 _lT},)

Verallgemeinert man den Begriff Schwerlinie aufs Tetraeder, so bekommt man die
Verbindungsstrecke von Ecke und Schwerpunkt der Gegenfliche.

De

Eine Strecke wird vom Schwerpunkt im Verhiltnis 1:1 geteilt (man kann sie als ihre
eigene Schwerlinie auffassen).
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Eine Schwerlinie im Dreieck wird vom Schwerpunkt im Verhiltnis 2 :1 von der Ecke
aus geteilt.

Der Schwerpunkt im Tetraeder folgt dieser Tendenz konsequent: er teilt eine Schwerli-
nie im Verhaltnis 3 :1 von der Ecke aus, wie die Rechnung zeigt:

Da

__Schwerlinie .2

Fiir den Punkt, der die Schwerlinie [AS,] im Verhéltnis 3:1 von A aus teilt, gilt

“o A+ SSA I“C +3‘1§[T?;+ C:-i—ﬁ\] P =Je = i
R 1 =s(A+B+C +D).

Das ist genau die Bedingung fiir den Eckenschwerpunkt. Weil in der Formel die vier
Ecken gleichberechtigt auftreten, ist damit auch gezeigt, dal S auf jeder Schwerlinie
liegt, daf} diese sich also in S schneiden.

Man kann sich die Teilverhiltnisse 2:1 und 3:1 auch in den beiden Bildern klarmachen:

Mc /
& o e e S 5 __pc
S = 15 (C+ M+ Mg = : l++ 21' B B s
T= 2 '.;A
A So¥

= e e T
&=_1{D+S|;+br)+8[)}= I+'cil

T=3

e L ]

ey

i
;




Aufgaben

B

[#]

10.

11.

Berechne den Mittelpunkt der Strecken
a) AQ1l7/2),B@I5/0) b R2l1),S01[-5)

a) Ein Kreis um M(-2|5) geht durch A(- 5/ 2) .
Berechne den Endpunkt E des Kreisdurchmessers [AE].
b) Eine Kugel um M(1|2|3) geht durch den Ursprung.
Berechne den Endpunkt E des Kugeldurchmessers [OE].

Berechne den Schwerpunkt des Dreiecks
a) A2]1[3),B@3I5]0),C4|-4|9) b) R(2|1),83[-2), T(-2]4)
Berechne den Schwerpunkt des Tetraeders

a) 0(0/0/0),A2|1/1),B(-12]1]3),C2]|6|-8)
b R2l1l1),8(-913/2),Talol8),Uw|-4]1)

a) Im Dreieck ABC mit Schwerpunkt Sist A(1/112),B(3|2]4)und S(0] 1| 3).
Berechne C.

b) Im Tetrader ABCD mit Schwerpunkt Sist A(2|1[1),B(3]0]1),C(2]|-1]0)
und S(2/ 2/ 1). Berechne D.

Die Schwerpunkte der Dreiecke, die ein Tetraeder begrenzen, sind:
Sp(81310),8,(313[6), Sp(~1/3]6) und Sc410/6).
Berechne die Ecken A, B, C und D.

Das Mittendreieck eines Dreiecks ABC ist das Dreieck der Seitenmitten.
Zeige: Ein Dreieck ABC und sein Mittendreieck haben denselben Schwerpunkt.

Ay, Ay, ..., A, sind n Punkte im Raum, S ist der Eckenschwerpunkt.

_ s

a) Zeige: Der Schwerpunkt eines Tetraeders ABCD stimmt iiberein mit
dem Schwerpunkt des Schwerpunkt-Tetraeders S,S,S,S. .

b) Zeige: Die Kanten eines Tetraeders sind parallel zu den Kanten seines
Schwerpunkt-Tetraeders und jeweils dreimal so lang.

Zeige: Die Verbindungsstrecken der Mitten von je zwei Gegenkanten treffen
sich im Schwerpunkt des Tetraeders.

Flichenschwerpunkt im ebenen konvexen Viereck
a) A(1,5/-3),B6/0),C316),D(-4,5|0)

b A(-1|-2,5),B(6,5|-1),C(-1/8,5), D(-55|-1)
¢) AB|-45),BO|-6),C012/4,5),D0]|7.5)




12,

13.
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Die Diagonale AC zerlegt das Viereck in die Teildreiecke ABC mit Schwerpunkt S,

und ACD mit Schwerpunkt S, .

Die Diagonale BD zerlegt das Viereck in die Teildreiecke BCD mit Schwerpunkt T,

und ABD mit Schwerpunkt T, .

I Zeichne das Viereck ABCD, berechne die Schwerpunkte S;, T, , S, und T, und
zeige: Das Schwerpunktviereck S,T, S, T, ist dem Viereck ABCD éhnlich.

(Tip: Seitenvektoren vergleichen!)
Wie verhalten sich die Lingen entsprechender Seiten ?
Das Ganze 148t sich auch riumlich deuten: Zeichne A(3]3/0), B316/0), C(-=6/3|0) und
D(0|01]3,75) in unser rdumliches Standard-KOSY in Normalprojektion: x;-Achse mit Stei-
gung 1, xo-Achse mit Steigung — 0,25. Welcher Zusammenhang besteht mit Aufgabe 9.b ?

II Zeige: Der Satz von I gilt fiir jedes konvexe Viereck.

III Der Flichenschwerpunkt von ABCD teilt eine Diagonale des Schwerpunktvier-
ecks im umgekehrten Verhiltnis der Inhalte der Teildreiecke, deren Schwer-
punkte sie verbindet (Hebelgesetz!). Berechne den Flachenschwerpunkt S und
zum Vergleich dazu auch den Eckenschwerpunkt U.

Raumschwerpunkt im Doppeltetraeder .
A0|-3]0), B0]4]0),c0l0]4),D4|-1]0),E-8|-1]0)

Zeichne das Doppeltetraeder, die Teiltetraeder sind ABCD und ABCE.
Berechne den Schwerpunkt S von ABCD und T von ABCE.

Der Raumschwerpunkt R von ABCDE teilt die Strecke [ST] im umgekehrten
Verhiltnis der Inhalte der entsprechenden Teiltetraeder.

Berechne R und zum Vergleich dazu auch den Eckenschwerpunkt U.

AB3l0]0),B©|6l0),C=3|6]0)und G(-4,5|6]2,25) sind Ecken eines Spats,
ABCD ist eine Seitenfliache.

a) Bestimme die restlichen Ecken D, E, F mjd ik ‘
Zeichne das Spat, das Dreieck AFH mit Schwerpu nkt S und die
Raumdiagonale [CE]. (Ursprung 3,5 cm vom linken Rand entfernt)

b) Zeige: CE schneidet das Dreieck AFH im Schwerpunkt S des Dreiecks.

£Y

(Tip: entweder mit Ansatz C5 =0 SE oder ES =A EC )

99

I
if
¢
B
|
i,




=
-
Q
ot
=11
-
g
=
Hon]
2
ke’
<
<
1
[as4
<¥]
=
o el
—
>




1. Definitionen

Sind zwei Vektoren @ und b gegeben, so lassen sich damit beliebig viele Vektoren v
der Form

v =Aa +pub, AuelR erzeugen.

Man nennt jeden solchen Vektor v Linearkombination von a und b. Das fiihrt zur

Definition
v heift Linearkombination der Vektoren a, , a,,..., a,,

wenngilt v = A,a; +As 8, +...+A 48, relR

AT

AT,

v ist Linearkombination

von a,, a,, a, und a,
Eine Linearkombination von Vektoren ist also eine Summe von Vielfachen dieser Vek-
toren.
Ein Vektor
Hat man nur einen einzigen Vektor a # 0, dann sind seine Linearkombinationen alle

seine Vielfachen, das heift, alle zu ihm kollinearen Vektoren.

{ Kollineare Vektore:]

0& P2

Linearkombinationen von a
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Zwei Vektoren :

Zwei nicht kollineare Vektoren a und b legen im Raum (bis auf Parallelverschiebung)
eine Ebene fest. Jede Linearkombination von @ und b ist parallel zu dieser Ebene.
Vektoren, die alle parallel zu einer Ebene sind, heiflen komplanar (planum(lat.) =
Ebene). 3

Also ist die Menge der Linearkombinationen von a und b gleich der Menge der zu a
und b komplanaren Vektoren.

””c{ —

"fa-,,(‘_
Sind a und b nicht kollinear, so ist jeder zu a und b komplanare Vektor v eindeutig
als Linearkombination von a und b darstellbar.

A=72

W=

G

Geometrisch ist das leicht einzusehen: Man konstruiert ein Parallelogramm, von dem
eine Diagonale und die Richtungen der Seiten bekannt sind.

Algebraisch ists nicht viel schwieriger:

Vor: @ und b sind nicht kollinearund V' =2@ +pb, ApuclR

Beh.: A und p liegen eindeutig fest
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Bew.: Annahme V =)\a -l-LLlT)\

Subtraktion der Gleichungen ergibt © = (A, —kg)a + (4, — uﬂ;{)-g
Wire zum Beispiel A, — A, # 0, so wiirde folgen a = :L_ 'f:fl' T;,
| i

a und b wiren somit kollinear, im Widerspruch zur Voraussetzung.

Deshalb gilt A; = A, und i, = i, , es gibt also nur eine Darstellung fiir v .

Drei Vektoren

Zwei Vektoren des Raums sind immer komplanar, drei Vektoren im allgemeinen nicht.
Drei nicht komplanare Vektoren heifien Dreibein. Mit einem Dreibein 148t sich jeder
Vektor des Raums eindeutig als Linearkombination darstellen. Mit etwas Raumvorstel-
lung kann man sich das so klarmachen: Man zeichnet ein Spat, von dem eine Raum-

diagonale und die Richtungen der Kanten bekannt sind. Je nach Lage des Vektors Vv
kann das Spat aber auch zu einem Parallelogramm oder sogar zu einer Strecke

verkiimmern. e
+ib+ic

FIFS
raj

el

Dreibein ?
|

:
¢

E ‘

x?:%'fi+l]5+[lé

'

S s e R T

=2

TRy

Die Eindeutigkeit der Darstellung beweist man wie bei Zwei Vektoren durch einfache
Rechnung:
Vor: &,bund C sind nicht komplanarund v =Aa+pb+ve, A velR

Beh.: A, pund v liegen eindeutig fest

S

vV =ha +lbb+vse

%
S

Bew.: Annahme VvV =Aa +ihb+v;¢
—)a +( )b + (v —vy)e
do—Ki o Me— =

ZAT oo oy as wiirde fole S a ' b
Wiire zum Beispiel v, — v, # 0, 50 wiirde folgen ¢ =5 ot Yy Vg

Subtraktion der Gleichungen ergibt 0 =,

Damit wire ¢ komplanar zu a und b, im Widerspruch zur Voraussetzung.
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Die eindeutige Darstellung eines Vektors durch ein Dreibein verwenden wir stindig bei
der Koordinaten-Schreibweise von Vektoren:

(3
V= ‘ 231 ist ja nur die Abkiirzung fiir v=38e, +2e, —3 e,
L,

v ist eine eindeutige Linearkombination des Basis-Dreibeins e, , e, und e, .

Beispiele zur Berechnung von Koeffizienten in Linearkombinationen:

: : 3% o2 PO
11| Stelle v :[ 2 |als Linearkombination von a=| 1 |und b=| 0 |dar.
— =) -1 1)

3 " i 2 Les P f
N (i e .
Der Ansatz: [ 2 |=A| 1 J+ I l ? | liefert das 3,2-Gleichungssystem
| = g

| J

3
INEY e

IIl =3 =-A+y mitder Losungh=2undp=—-1,also v=2a-b.

[T
]
>
+

=

Nehmen wir anstelle von v den Vektor ¢ = [é J , gehts schief.

o b O

(3 2y 1
Der Ansatz: l } [ 1 |+ u{ ]lmﬁ,ﬂ; das unlosbare 3,2-Gleichungssystem

2L+
]I 2 =?u
IIT 2 =—A+p

Der Vektor Vv ist nicht parallel zu der von a und b aufgespannten Ebene,

a, bund¢ sind also nicht komplanar.

= (2 ‘]I - = il 25 — r1 \ I’B'\
2| Stelle w = L{”als Linearkombination von a :t 1 J b= [ QJ und ¢ = | 2 | dar.
= L1 L2
¢ 2 25 rl a3 ;
Der Ansatz: |-1|=A| 1 |+ p.l U]+ v| 2 | fiihrt zum 3,3-Gleichungssystem
L0 == 1 R 1) \2)
I 2 =2k+p+3v
IT -1 =" X + 2v
I 0 =-A +pu +2v

mit der LosungA=1,p=3undv=-1,also w=a +3 b-T¢.

Versucht man, w als Linearkombination der komplanaren Vektorena , bundv

(aus l|] darzustellen, so st6ft man auf das unlésbare Gleichungssystem

I 2 =2k+pn+3v
I =1 = X g Dy
IIT 0 =—-A +p—3v
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Dagegen laft sich z = [—%3 als Linearkombination der komplanaren Vektoren a,

bund v darstellen, allerdings nicht eindeutig.
Das Gleichungssystem I —4 =2k +p+3v
II1-3= A + 2v
III 5 =-A+p-—3v
hat die «' Losungen A=—3-2t, pn=2+t,v=1t mit telR.
Mogliche Linearkombinationen:

{20 =3 E42b+ 0% odert=-1= Z =—8+b-7
Komplanaritits-Kriterium

Wir haben gesehen, da man mit einem Dreibein a’f,?:) und ¢ jeden Vektor v des

Raums eindeutig als Linearkombination darstellen kann. Sind a,b und ¢ aber kom-

planar, so ist eine solche Darstellung entweder gar nicht oder nur mehrdeutig maglich.
Um das zu sehen, miissen wir einige Félle unterscheiden.

I a,b und ¢ sind paarweise nicht kollinear.

a) V ist nicht parallel zu der von @ und b (und ¢ ) aufgespannten Ebene.

Fiir v gibt es keine Darstellung.

b) v ist parallel zu der von a und b aufgespannten Ebene.

Da sich v zum Beispiel durch a und b, aber auch mit a und ¢ darstellen
148t, gibts mehr als eine Linearkombination.

-

- |ch'1-l

LV
_J oy

-,
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II a und ¢ sind kollinear, a und b nicht.

—
N

a) v ist nicht parallel zu der von a und b (und ¢ ) aufgespannten Ebene.
Fiir v gibt es keine Darstellung.

b) Vv ist parallel zu der von a und b aufgespannten Ebene.

Da sich v zum Beispiel durch a und b , aber auch mit a und ¢ darstellen
148t, gibts mehr als eine Linearkombination.

b = /.'
& 7 P
III a, bund ¢ sind kollinear.
a) v ist nicht kollinear zua.
Fiir v gibt es keine Darstellung.
-\-é o
iy -
— w
Vo [ .

b) v ist kollinearzua.

Da sich v als Linearkombination (Vielfaches) von & oder k; oder ¢ darstellen
14f3t, gibts mehr als eine Linearkombination.

=R
+ i
B 5 % as
V= =3 i T -E
LA Y a
h .‘_N

IV Ist mindestens einer der Vektoren a,b oder ¢ der Nullvektor, so 148t sich v

entweder nicht als Linearkombination schreiben oder auf unendlich viele Arten,
weil der Koeffizient des Nullvektors beliebig wihlbar ist.
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Zusammenfassung
@ b ¢ nicht komplanar. fiir v gibt es eine eindeutige
v beliebig Linearkombination vona, b, ¢

Die Bestimmung der Koeffizienten A, i1 und v der Linearkombination
v = Aa +ub+ve fithrt auf ein 3,3- Gleichungssystem fiir A, i und v:
I v, = Aa; + pby + vey

11 Vo = Aag + pb, + ve,
III vy = Aag + pbs + veg

Es hat nach der Cramer-Regel genau dann eine eindeutige Losung, wenn die Determi-

a; b, ¢ W
nante D = | @, by ¢, | ungleich 0 ist. Die Spalten von D sind die Vektoren a,b und ¢.
ag by ¢y

Wir schreiben deshalb D = det,{_ef,g,_c\).

Komplanaritits-Kriterium

det(a,b,C)#0 < . b, ¢ nicht komplanar

det{'z'ih,?)‘,_cthﬁ = E'.I.L,-i-)\,? komplanar

Als Testobjekte nehmen wir die Vektoren aus unserem Beispiel:

e 213 =h,
det(a,b.,v)=|102|=0 & a,b,v komplanar
-11-3
213 e N
det{a,b,'é):‘ 102|=-5 < a,b,c nicht komplanar
—Heqeo

Die Reihenfolge der Vektoren hat keinen EinfluB} auf die Komplanaritat.
Deshalb kommt es nicht drauf an, wie man die Spalten in der Determinante anordnet:

det(a,b,v)=0 & det(b,a,v)=0 & ...
Ist die Determinante ungleich null, dann 4ndert das Vertauschen zweier Spalten nur
das Vorzeichen, wie Satz ﬁq in Kapitel IL.6 lehrt. Auch die Nachbarséatze ﬂ und ‘5
lassen sich jetzt geometrisch deuten:
Eine Nullspalte macht die Determinante zu null, weil drei Vektoren komplanar sind,
wenn einer davon der Nullvektor ist.

Zwei proportionale Spalten machen die Determinante zu null, weil drei Vektoren kom-
planar sind, wenn zwei von ihnen kollinear sind.
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Lineare Abhiingigkeit

Die Begriffe »kollinear« und »komplanar« sind Sonderfélle der »linearen Abhéngig-
keit«. Allerdings ist sie erst dann wichtig, wenn man die Vektorrechnung verallgemei-
nert. Die entscheidende Frage ist, ob der Nullvektor als Linearkombination der gegebe-

nen Vektoren, zum Beispiel a,bund ¢ , darstellbar ist. Eine Darstellung ist natiirlich

immer méglich: © =0-a +0-b + 0-C ; man nennt sie triviale Nullsumme, bei ihr sind
alle Koeffizienten 0. Manchmal gibt es aber auch Nullsummen, bei denen mindestens
ein Koeffizient von 0 verschieden ist, sie heillen nichttriviale Nullsummen — Beispiel:

0 =2a + b —3¢. Multipliziert man diese Gleichung mit einer Zahl, dann ergibt sich

zum Beispiel: 0 =4a +2b —6¢c. Hat man also eine nichttriviale Nullsumme, dann
gibts unendlich viele. Geometrisch gesehen ist eine nichttriviale Nullsumme eine ge-
schlossene Vektorkette. Die Multiplikation mit einer Zahl wirkt wie eine zentrische
Streckung.

Definition
Eine Nullsumme von n Vektoren a,, a,,..., a, isteine
Linearkombination dieser Vektoren, die gleich dem Nullvektor ist:

T

AMa; +A,a; +...+A 8, =0 nelN, LelR

Sind alle Koeffizienten gleich 0,

dann heifit die Linearkombination triviale Nullsumme.

Ist mindestens ein Koeffizient ungleich 0,

dann heifit die Linearkombination nichttriviale Nullsumme.

Der Sonderfall n = 1 ist auch zugelassen,
obwohl man dann nicht mehr von Summe spricht.
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Mit dem Begriff Nullsumme konnen wir jetzt endlich sagen,
was man unter »linear abhéngig« versteht:

| Definition i

Eine Menge von Vektoren (&, a,,..., a, }, nelN, heifit linear abhiingig,

wenn sich mit ihren Vektoren eine nichttriviale Nullsumme bilden 148t.
Andernfalls heifit die Menge linear unabhingig.

Statt »eine Menge von Vektoren {@; , .., a, | ist linear abhangig«

sagt man auch »die Vektoren &, , @;,..., a, sind linear abhéngig«

Satzz  Zwei Vektoren &, b sind genau dann linear abhiingig,
wenn sie kollinear sind.
Beweis: Falls a und b linear abhéingig sind, dann gilt Aa +ub =70 mit(Alp)=(010).

7 . ; o , s W= - o T i
Sei beispielsweise A # 0, dannist a = =5 b, das heifit, @ und b sind kollinear.

Falls a und b kollinear sind, dann gilt zum Beispiel a = (T-b‘, das heifit,

1.2 + (= 0}-1; - 0,alsosind a und b linear abhéngig.

Satzz  Drei Vektoren a, _lr:;, ‘¢ sind genau dann linear abhiingig,
wenn sie komplanar sind.
Beweis: Falls a, bund © linear abhiingig sind, dann gilt A& +jt b +vC=0 mit
(A lulv) #(01010). Sei beispielsweise jL# 0, dann ist B E_‘? - ;T
t; ist eine Linearkombination von a und ¢, das heifit a, T:-‘ und ¢ sind
komplanar. Falls a und b und © komplanar sind, dann gilt zum Beispiel
2 =ob+1c ,dasheift, 1.2 + (- )b +(1)¢ =0,

also sind @, bund ¢ linear abhingig.

Satz  VierVektoren &, b, ¢, d im Raum sind immer linear abhiingig.

Beweis: Falls a, b und © nicht komplanar sind, dann la8t sich d\ eindeutig schreiben
als d =23 + _u_l; +v¢, das heiBt, es gibt die nichttriviale Nullsumme
o =\a + u"b\ +ve =1 d alsosind a, k; ¢ und d‘ linear abhéngig.
Falls &, bund ¢ komplanar sind, dann gibt es eine nichttriviale Nullsumme

Aa +ub +ve = o und damit auch die nichttriviale Nullsumme

F
P
= N
'8
i
i
i
!
i
i

2% +ub +ve +0-d = 0, alsosind auch dann a, b, ¢ und d linear abhin-

2ig.

=
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Zusammenfassung (Bild)

\

A'_.
hnf‘ n ]'1

-‘nl{I;‘
linear unabhiingig

p— 1

|1n
Qar
Uny ll'h*"lp;

i

linear abhiingig

Aufgaben

Iﬂ Stelle ¢ als Linearkombination von a und b dar

a £ 5 I/_]\ | e s ]]\

a) = :[1 | b= 2 e
2) (1) 8

2 l/'-z‘ = By ¥ rl
b) El:-—lJ b =|-2 c =0
s 4 1
. ( 25 - 8

¢) B =|: -3| T = u
L 4 m

Ny

ol

]
T
L = b
e
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< 2y e 1y ~1 = 0~

ﬂ) a = —1 = 3|| Ei: 2 d = [—]
3 0) 1 (13

o 1 iy -1 " (1‘] o ;2
b) a =(1} b :| 1 ] = |—1 d = |=12
=1 W L1) 6
= 3 — 57 iy S A

c) a:—l] b=|21 o =il d= =1
4 = 3 {10{.

. (2 day —4y . 1

d} a = l"’s} b —= (0 C\.:! g d — 11
1 k2 b lj
L 2 1L -3 r—d] Sy R
e) a=[--1] b:[ﬂw T =|-1 d = |-5]
4 1) 6 ) L2t

LB \ /

(1 =i il g ihoaey

d a-= 4} b =|1 c:[2
\1) LU 3J

- 3y P 70y & 2

e) ‘5:'1J e c:[1|
0 l:z, 2 )

Untersuche, ob die Punkte A, B und C auf einer Gerade liegen:

a) AR/0[1) B(3/2]0) g =212)
b A4|4]-1) B(1|2|-1) calolo)
c) A@BI1l1D) B(71313) c1lolo
d A(l-2]2) B-1l21-2) cololo)

pREyE

1]




_5_. Untersuche, ob die Punkte A, B, C und D in einer Ebene liegen:
(Tip: Verbindungsvektoren!)
a) A0]0]2) Bt |=1]1) ce|-210 D(313]1)
b A©|0|0) B(1l1l1) C-3lol-1) D@Elol1)
¢ Aol B2|3|4) C(-111]0) D(2]1]2)
6. a=3u-2v b= T=2u-v
Zeige: a, b und ¢ sind komplanar.
T?_ Bestimme t bis z so, daf} die Vektoren kollinear sind:
A 763 i £ gy
| 2 y | -2 | v | w ()
| I J X Z A \, ! rl L8 [‘} / | ‘) J

8| Bestimme a bis f so, dal} die Vektoren komplanar sind:

el s -3y 0 b \1 4y =3 fy

4 {a|d m| 1|2 ,fs ) H ! dof)| e[l

-1)’\-6)’\ 5 2 I’l-1)°l1 i Lz 1 k=1
9. Bestimme a so, daf} die Vektoren komplanar sind:

) ) \ 2)\d)

Fay ra fO a—-1y ¢ 1 e a—1y.r 1 y ¢ 1
1 ] b) 1 ]‘._a+]\|, 1 c) | s ] ]
i 1 JL1 )\1-a 1 1 Jla-1

s,

a)

i G ot - I N ‘ay say 0y a—1n r I8 e il
(1}‘ ~2 _'[a—5js| -7 e) [l HE __Ln f}[ 1 |Ja+1|,[ 1
\ 2 )I \ 1 .\E.i+ az'i G) ' 1 ! 2)’ a A :\ 1 I'\l —El),

gl 04 an 1l | g
JL],1a ]1}[1|'a+2, 1] i)

1 1 1) 1 J\a; |
— Ilr_a -“4 — 3

1, b = 0 J, _C\z [_]], v = (‘3]
y | 1 6 13

a) Zeige: a, b, ¢ und a, b, v sind komplanar.

. (2
10. a = {—'

b) Zeige: Mit a und b 1263t sich nur die triviale Nullsumme bilden.

Gib je eine nichttriviale Nullsumme der Vektoren a, b, ¢
beziehungsweise a, b, v an.

¢) Schreibe v auf zwei Arten als Linearkombination von a,bundc.

11. Zeige:
a) Eine Vektormenge, die den Nullvektor enthilt, ist linear abhingig.

b) Eine Vektormenge, die zwei kollineare Vektoren enthilt, ist linear abhéngig.
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12.

* 13.

* 14.

15.

* 16.

Was kann man vom Vektor X sagen, wenn

a) {x} linear unabhingig ist ? b) {x} linear abhiingig ist ?

a und b seien linear unabhingig.

Untersuche 1 und v auf lineare Abhéingigkeit:

—a+b, v=a-b b uw=2a-
At \.2{1

ot UeE = ot Sy

a) u a
¢ u a

+

—= o
o

<|

Il

-

|,

+

(7

ol

a, b und ¢ seien linear unabhéngig.

Untersuche @, v und w auf lineare Abhéngigkeit:

5

a) u=a+b, v=b+ec, w=a+¢
b) u=c¢c-a,v=b—t¢, w=bhbh-a
¢) m=a+b+c,v=a+h, w=a-—-¢

—_—
e —
X

_AB, 7 = AD und Z = AE spannen das Spat ABCDEFGH auf mit A(1]10),
B(513]0), D(=1]/3]|0) und E(-3]112). P, Q, R, S, T und U sind Kantenmitten.

Berechne diese Kantenmitten und den Spatmittelpunkt M.
Zeige, daf} die folgenden Punkte in einer Ebene liegen, und untersuche, ob der

Spatmittelpunkt M in dieser Ebene liegt.

a) GT,AQ b ACST
e) P05 E d P,QR,STU

x, y und z spannen das Spat ABCDEFGH auf. P, Q, R, S, T und U sind Kanten-
mitten. Zeige, daf} die folgenden Punkte in einer Ebene liegen, und untersuche,
ob der Spatmittelpunkt M in dieser Ebene liegt. (Bild wie Aufgabe 15.)

a) GTAQ b ACST
e) PCS5E d P,QRSTU
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17.

18.

%

T = AB,V = ADund W = AE spannen die Pyramide ABCDE auf mit
A2|-3]0), B2|5/0), D(-2|-1|0)und E(0| 2| 7). ABCD ist ein Parallelogramm.
Die Kanten, die durch E gehen, sind jeweils durch drei Punkte gleichmiflig unter-
teilt. Untersuche, ob das Viereck PQRS eben ist.

u, v und w spannen die Pyramide ABCDE auf. ABCD ist ein Parallelogramm.

Die Kanten, die durch E gehen, sind jeweils durch drei Punkte gleichmifig unter-
teilt. Untersuche, ob das Viereck PQRS eben ist.

2. Anwendungen

Mit

der linearen Unabhéngigkeit kann man Teilverhéltnisse in ebenen und rdumli-

chen Figuren bestimmen und auBlerdem untersuchen, ob sich Geraden im Raum
schneiden. Dazu zwei Beispiele.

]
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Die Seitenhalbierenden im Dreieck teilen sich im Verhiltnis 2 : 1 von der Ecke aus.

Vektorbeweis
Die linear unabhéngigen Vektoren u und v spannen das Dreieck ABC auf.

Geschlossene Vektorkette mit S als Ecke: AP‘ + PS + ﬁ =0
Wir driicken die drei Vektoren der Vektorkette mit u und v aus:

AP = ﬁ'u‘
PS =0 PC =al-50 +7)
SA =PAQ =B(3T +3V) (B ist negativ!)




\B

. . s T 11— l—= 5 | [ 1= L
Einsetzen in die Vektorkette: zu +a(—3u + Vv )+plzu +5v)="0

Sortieren: "ﬁ"(é—;&+}2ﬁ)+?'(CH-éB):'O\

et e L LR e

e

i

I

Weil T und v linear unabhéingig sind, miissen die Koeffizienten der Nullsumme
gleich null sein:

e

1 1 1
s—30+3p=0
1
a+3p=0
5 4 - = Ex 1 2
Dieses Gleichungssystem hat die Losungen e =3 und = —3.

Das heilit, -P-f-_{ = llﬁ oder PS:SC =1:2 und SA\ = — j AQ\ oder AS: Sé: 2,

Diese Teilverhiltnisse ergeben sich unabhiingig davon, welche Seitenhalbierende
man nimmt. Deshalb gehen alle drei Seitenhalbierenden durch denselben Pu nkt S;
dieser teilt sie im Verhéltnis 2 : 1.

Dieses Beispiel zeigt das Prinzip, nach dem man solche Aufgaben lost:

I Skizze machen und Vektoren festlegen:
2 linear unabhingige Vektoren bei Aufgaben in der Ebene
3 linear unabhéingige Vektoren bei Aufgaben im Raum

Il geschlossene Vektorkette mit Teilpunkt als Ecke hinschreiben

III jeden Vektor der Vektorkette durch die linear unabhiingigen Vektoren ausdriicken,
dabei Variable fiir unbekannte Koeffizienten einfithren
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IV sortieren und die Koeffizienten der linear unabhingigen Vektoren gleich null setzen

V Gleichungssystem lésen und Ergebnis geometrisch deuten

Nach diesem Schema losen wir eine Aufgabe im Raum:

_zjl Im Tetraeder teilen sich die Verbindungsstrecken von Ecke und Schwerpunkt der
' Gegenfliche im Verhiltnis 3 : 1 von der Ecke aus.
Beweis: Die linear unabhéingigen Vektoren u, v und W spannen
das Tetraeder ABCD auf.

D

Y -DA v-DB W= DC
I AS + SD + DA = ¢
I AS =AY = o—u +11)Q) al—u + 1‘ ;,M +W))
—a(—T +3V +3wW)
SD =BXD =|3(§T’C - w) =B %(ﬁ)—‘ﬁt'\ifj— w )

2 e Nt Syt e e —x — 5
(VW)= W) =BT -7V -3 %)
DA =7
Einsetzen: o(—1u +dv +1W‘} +ﬁ(-% % ; — ;;w‘)+ u =0

vV o -(1-a-p)+v(jo-5p)+ W -Ga-ip)="o

1
_:';B:D
~3B=0
ja—3p=0

—

B=32: SD =iXD, DS:SX =3:1
AS =AY, AS:SY =3:1

W e

V a=
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Eine Vertauschung der Ecken hat keinen Einflufi aufs Ergebnis.
Deshalb ist die Behauptung bewiesen.

Bemerkung: Im Schritt IT haben wir angenommen, dal sich die Geraden DX und AY
schneiden, denn nur dann existiert S. Die Liosbarkeit des Gleichungs-
systems zeigt, daB die Annahme richtig war. Hatte sich ein Widerspruch
ergeben, so wire die Annahme falsch gewesen.

Aufgaben

1] Im Dreieck ABC ist AD =3AC und BE =3 BC.
In welchen Verhiltnissen teilen sich [AE] und [BD] ?

.

2] Im Dreieck ABC ist BD =2BC und AS =3 AD . BS schneidet ACinT.
In welchem Verhéltnis teilt T die Strecke [AC] beziechungsweise S die Strecke [BT]?

1 Im Dreieck ABC ist M die Mitte von [AC]. T teilt [BC] im Verhiltnis 1:2 von B aus.
AT schneidet BM in S.

a) In welchem Verhiltnis teilt S die Strecke AT] von A aus ?

b) Nun sei A(0|0]0),B(2|2[-4)und C(8|— 4| =16). Berechne 5.

[ £




Im Dreieck OAB ist -Ellk: Uﬂ\. i)\‘—- O}?, (;E\ =ka und OE; = m b
EB und AF schneiden sich in T. Berechne

e A

a) AT, BT b ET.TB,AT:TF

E

Y

0
¢) Berechne T fiir A(14|0), k = ? und B(12]12), m = 1
d) Zeige: Sind AB und EF parallel, so liegt T auf der Seitenhalbierenden
von [AB] oder ihrer Verldngerung.
5. Im Parallelogramm ABCD ist L der Mittelpunkt von [CD] und M der Mittelpunkt

von [ DA]. In welchem Verhiltnis teilen sich

a) [AC]und[BM]? b [AC]und[BL]?

6. Im Parallelogramm ABCD teilt T die Seite [BC] im Verhiltnis x : y von B aus. DT
schneidet AC in S. Mach eine Zeichnung fiir A(5 | 0), B(14 | 3), C(9|8), D(0|5) und
x:y = 2:3. Zeige: S teilt die Diagonale [AC] im Verhiltnis r:s = x:y + 1 von A aus.
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D

A

Im Parallelogramm ABCD gilt: AE:EB =k, CF:FD =m.
Mach eine Skizze: A(0| 0), B(7,5]0), C(10|5), D(2,5|5) , k = 1:4, m = 7:8

a) In welchem Verhiltnis teilt S die Diagonale [BD] ?
b) In welchem Verhiltnis teilt T die Diagonale [AC]?

¢) Welche Beziehung muf} zwischen m und k bestehen,
damit der Mittelpunkt M von ABCD auf [EF] liegt ?

Im Trapez ABCD mit ID: v, DC = w und AB =k 1 schneiden sich in S die
Strecken, die durch D und C gehen und zu den Schenkeln parallel sind.

- . —_— 2 — 1,"
Zeichne das Trapez fiir u = r[} \|- = |( 50 jl und k = 4.

a) In welchem Verhiltnis (in Abhéingigkeit von k) teilt S die Strecken ?

b) Bei welchem Wert von k liegt S auf AB ?

D 8,0
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* 9, Im Trapez ABCD mit AB = u, AD=+V und DC = k' schneiden sich die
Diagonalcn___i_r_] &_?.__Z_eichn_e_ ;_1:__155 Trapez fiir A(1/0), B(6| 0), D(0| 6) und k = 2.
Berechne AS:SC und BS :SD (in Abhédngigkeit von k).

* 10. Im Trapez ABCD mit DC =@, AD= v und AB =37 ist M die Mitte von [BC]
und K die Mitte von [AM]. DK und AB schneiden sich in T, .
Zeichne das Trapez fiir A(2| 0), B(11| 0), D(0| 6). Berechne DK : KT und AT :TB.

11. Zeige: Im Tetraeder halbieren sich die Strecken, die Mitten windschiefer
Kanten verbinden.

12. Im Tetraeder ABCD halbiert M die Kante [BC], P teilt [AD] im Verhaltnis 2 : 1.
R liegt auf [AB] mit AR =r AB , S liegt auf [DC | mit DS =sDC.
Gib eine Beziehung fiir r und s so an, daf3 sich MP und RS schneiden.
In welchen Verhiltnissen teilen sich [ MP] und [RS] ?
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13. Im Quadgr ABCDEFGH ist K Mitte von BCGF, L Mitte von EFGH
und M Mitte von ADHE. In welchem Verhiltnis teilen sich

a) [HK]und|[CL]? b [BL]und [FM]?

« 14. . v und w spannen die Pyramide ABCDE auf (Bild). ABCD ist ein
Parallelogramm mit Mitte M, S ist der Schwerpunkt im Dreieck BCE,
K und L sind Kantenmitten.

a) Skizziere die Pyramide und trage alle oben genannten Stiicke ein.
(Vorschlag: A(11-3]0), B313[0), C(-1 |3]0) und Ei=151-215))

b) Zeige, daBl sich ME und LS schneiden, und berechne die Verhdltnisse,
in denen der Schnittpunkt T die Strecken [ME | und [LS] teilt.

¢) Boerechne T fiir A(1|-3 [0y, B(313|0), C(-1 |3|0)und E(-1,51-215).

d) Die Gerade CT schneidet die Kante I;"&lﬂ] in X.
In welchen Verhiltnissen teilt X die Strecken [AE ] und [TS]?
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e 15. u,v und w spannen den Pyramidenstumpf ABCDEFGH auf.
L und M sind Mitten der Parallelogramme ABCD und EFGH.
a) Zeige, daB sich [LM] und [AG] schneiden, und berechne die Teilverhaltnisse.
b) Berechne den Schnittpunkt T von [LM] und [AG], falls, wie im Bild,

o e . Oy . [—3A }
A=0,u=|1]|,v=|2]|und w=|-3 | ist
0 ) \0) \25)

—th U b w1y { 3 ¥ 3, " 2 i1

*16. u=GH =|-2|,v = GF =|-2|und W = GC :| 2 | spannen
0/ 0 —1,5)
L0 ) .

das Spat ABCDEFGH auf: M ist Mitte von EFGH, K halbiert [GF].

a) Zeichne das Spat und trage K und M ein.

b) Zeige, dal sich AK und BM schneiden, und berechne die Verhaltnisse,
in denen der Schnittpunkt T die Strecken [AK] und [BM] teilt.

c) Berechne T und zeige, da T auf der Raumdiagonale [DF] liegt.

»

* 17. 0,V und w spannen das Oktaeder ABCDEF auf. ABCD ist ein Parallelogramm,
sein Mittelpunkt halbiert [EF]. S ist Schwerpunkt von ABE.
a) Zeichne die Figur fiir A(1,5|-2]0), B(2,5/0/0), C(-15]|2]0)
und E(-0,5]/013,5).
b) In welchem Verhiiltnis muf K die Kante
damit SK die Diagonale |BD] schneidet ?

CF| teilen,
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GRABMANN und HAMILTON haben die Vektorrechnung geschaffen, um ein anschauli-
ches Werkzeug zur Liosung geometrischer Probleme zu haben. Bei lingerem Umgang
mit Vektoren entdeckte man in der Folgezeit Strukturen, die auch in anderen Berei-
chen der Mathematik eine Rolle spielten. In ihrem Drang zur Abstraktion lieBen die
Mathematiker die geometrische Einkleidung fallen und schufen so den abstrakten
Vektorraum. Seine Definition entwickelte sich allmihlich und war erst zu Beginn des
20. Jahrhunderts abgeschlossen. Seitdem versteht man unter einem Vektorraum eine
nicht leere Menge V, deren Elemente (genannt Vektoren) folgende Eigenschaften ha-
ben:

Definition

I Je zwei Elemente a,beV kann man verkniipfen und man bekommt als Ergebnis
wieder ein Element aus V; dieses bezeichnet man mit a+b. Die Verkniipfung heilt
Addition, sie soll denselben Axiomen geniigen wie die Zahlenaddition:

|E_ a+b=b+a Kommutativgesetz
[K‘ a+(b+c)=(a+b)+c  Assoziativgesetz

! IE Es gibt ein Element 0in V, so daB fiiralleagilt a+0=a
0 heilit neutrales Element der Addition oder Nullvektor.

|ﬂ Zu jedem a gibt es ein Element a €V,sodaBgilt a+ a =0

| ‘a heillt inverses Element zu a. Statt a schreibt man auch —a.

IT Es gibt eine Verkniipfung von Zahlen aus IR und Elementen aus V, die jedem pelR
und aeV ein Element aus V zuordnet; dieses bezeichnet man mit p-a. Die Verkniip-
fung heilit S-Multiplikation, sie soll denselben Axiomen geniigen wie die S-Multi-
plikation geometrischer Vektoren:

Da (c+P)a=o.a+pa Distributivgesetz fiir Zahlen (Skalare)

D‘ o(a+b)=oa+ab Distributivgesetz fiir Vektoren

A> (af)-a = o-(B-a) Assoziativgesetz fiir Zahlen

;N,_;; la=a 1 heifit neutrales Element der S-Multiplikation.

Ein Vektor im abstrakten Sinn ist also nichts anderes als ein Element eines so festgeleg-
ten Vektorraums.

Modelle

Betrachten wir dazu einige Beispiele, »Modelle« des Axiomensystems,
wie die Mathematiker gern sagen:

V, Menge der geometrischen Vektoren des Raums
Sie war unser Prototyp fiirs Axiomensystem.
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V, Arithmetischer Vektorraum
Die Elemente sind n-Tupel reeller Zahlen, man schreibt sie als

i
Zeilen (a,| a,| ...| a,) oder Spalten

al'l.
Man addiert Stelle fiir Stelle: _
(a,|asl...1a) + (b; | byl ... b)) =(a; + by | a5 + Dyl .la, +by).

Die S-Multiplikation verteilt den Skalar celR auf alle Stellen:
o(ay | asl...la) = (ca, | oagl ... | oay).

Der Nullvektor ist (0] 01 ... 1 0).
Der zu (a, | a,| ... | a,) inverse Vektor ist (— a, =15 | =a).
Den Vektorraum der n-Tupel reeller Zahlen nennt man auch [R”.

V, Vektorraum der Polynome bis zum Grad n
Nehmen wir n = 3. Dann sind die Elemente des Vektorraums Polynome der Form
azx3 + a,x% + a,x + a, mit a;elR.
Addition und S-Multiplikation erledigen wir wie in der Algebra tiblich:
(4x®—5x2 + 12x - T+ (2x* + 6x2 + 10) = 6x° +x° + 12x +3
4.(4x°® — Bx% + 12x — T) = 16x° — 20x* + 48x — 28 .

Der Nullvektor ist das Polynom 0x® + 0x* + 0x + 0.
: : : : . :
Der zu agx® + a,x° + a,x + a, inverse Vektor ist — ayx° — aX: —a;Xx — Ay -

V, Vektorraum der Funktionen mit gleicher Definitionsmenge D
Addition und Subtraktion geschehen wie gewohnt:
(f + g)Xx) = f{x) + glx)
(p-f)(x) = p-f(x)
Der Nullvektor ist die Funktion mit dem Term fix) = 0.
Die Funktion —f ist die Inverse von f.

Basis und Dimension
Wie beim geometrischen Vektorraum definiert man auch beim abstrakten Vektorraum

die lineare Unabhingigkeit:

| Definition
Eine Menge von Vektoren {a,, a5, ..., a_}, nelN, heifit linear abhingig,
wenn sich mit ihren Vektoren eine nichttriviale Nullsumme bilden 140t.
Andernfalls heift die Menge linear unabhiingig.

Im Vektorraum der Polynome bis zum Grad 3 sind zum Beispiel die Vektoren

Pix)=1, pox}=x piix)= x> und p(x) = x® linear unabhéngig.

Nullsumme: A ;-1 +AyX + AyX® + A X = 0.

Weil diese Gleichung fiir alle x gelten muf, folgt A, =As=Ay=%,=0. Esgibt somit nur
die triviale Nullsumme.

125




Definition
Eine Menge von Vektoren {b,,b,, ..., b.}, nelN, heifit Basis des Vektorraums V,

wenn sie linear unabhéngig ist und wenn jeder Vektor aeV als Linearkombination
vonb,, by, ..., b, darstellbar ist. Die Anzahl n heifit Linge der Basis.

Zu jedem Vektorraum gibt es viele verschiedene Basen. Man kann beweisen, daf alle
Basen gleich viele Vektoren enthalten, also dieselbe Lange haben. Diese Linge nennt
man Dimension des Vektorraums.

Im Vektorraum der Polynome bis zum Grad 3 sind zum Beispiel {1, x,x*, x*} und
{1, x+1, (x+1)%, (x+1)’} zwei verschiedene Basen. Dieser Vektorraum hat also die Di-
mension 4.

[m geometrischen Vektorraum haben wir die Vektoren e,, e, und e,

3

in Richtung
der drei Achsen als Basisvektoren verwendet. Der anschauliche Raum ist dreidimen-
sional,

Der arithmetische Vektorraum [E" hat die Dimension n.

Eine mogliche Basisist {(1]/ 0] ...]0), (0| 1] ...| O et ¢ ) 11 I 3

Es gibt sogar Vektorrdaume mit unendlich vielen Basisvektoren:; ihnen schreibt man die
Dimension unendlich zu. Ein Beispiel ist der Vektorraum aller Polynome mit der Basis
Hx,20 w. F

L ¥

Beispiel fiir Basiswechsel

Im Vektorraum der Polynome bis zum Grad 3 ist das Polynom p(x) =5 x* —5x®+ 5 x—
in der Basis {1, x, x°, x’} dargestellt. Wahlt man die Basis =1 =19, (x=1)),

dann findet man die neuen Koordinaten durch Koeffizientenvergleich in der Gleichung
1 . 4 13 10
3

§X —3X°+3 x—5% =a+ bx-1) + c(x=1)% + d(x=1)
1
x*: 5=d
2 4 :
X' —g=¢c—23ad, = ¢ =—1
13
X: 3=b-2c+3d, —b=2
10

—g=a—-b+c—-d, =a=2

Alsogilt p(x) = 2-1 + 2(x—1) — 1.(x~1)% + 3 (x-1)°. Diese Darstellung heifit auch Taylor-
Entwicklung des Polynoms p(x) an der Stelle x = 1.

Nahe bei x =1 sind die Terme (x-1)* umso kleiner, je gréfier k ist. LaBt man jeweils die

kleinsten Summanden der Taylor-Entwicklung weg, dann bleiben Niaherungspolyno-
me q;(x) tibrig, deren Graphen sich bei x =1 dem Graphen von p anschmiegen:

qy(x) = 2+ 2(x~1) — (x~1)* = —x® + 4x— 1, Nitherung 2.0rdnung, Schmiegparabel bei x=1
q(x) = 2 + 2(x-1) = 2x, Nédherung 1.0rdnung, Tangente bei x =1

qpfx) =2, Néherung 0.0rdnung, Parallele zur x-Achse
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Néherung 1.0rdnung
¥i q,0x) =2 + 2(x-1) = 2x

S op(x) =2+ 2(x-1) - (x=1)* + Hx-1)*

Niherung 0.0rdnung
Qulx) =2

1=

Niherung 2.0rdnung |
) = 2+ 2x-1) = (x-1 = —x" + dx — 1

Scitze
Vieles, was wir im geometrischen Vektorraum kennengelernt haben, gilt in allgemeiner
Form auch in beliebigen Vektorraumen. Beispiele:
1] Ist {b,,bs, ..., b,} eine Basis eines Vektorraums V, dann laft sich jeder Vektor acV
eindeutig als Linearkombination aus by, by, ... , b, darstellen.
Die Koeffizienten )A; der Darstellung a = Ab; + Agby + ... + Ayb, heillen
Koordinaten von a beziiglich der verwendeten Basis.

)

¢

Beweis: Annahme a=2Mb;+Aby+...+ADby,
a = by + tobg + ... + Hb,
Subtraktion ergibt: 0= (A, — ty)by + (hg— to)by + ... + (A= )b,
Wegen der linearen Unabhéngigkeit von o b, }
ist die Nullsumme trivial, das heifit A;= ;.

TR AT
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@ In einem Vektorraum V der Dimension n sind je n+1 Vektoren linear abhingig.

Beweis: {b;,bs, ..., b,} sei eine Basis eines Vektorraums V und {a;; 85, += > 8n 5 8ns J
eine Teilmenge von V. Bildet man mit den Vektoren a; eine Nullsumme
ha + Aoy + ooe + Mgy + Ay q8ns1 =0 und ersetzt alle a; durch ihre Basisdar-
stellungen, dann ergibt sich wegen der linearen Unabhingigkeit der Ba-
sisvektoren ein homogenes System von n Gleichungen mit den n+1 Un-
bekannten Ay, 2%s, ..., An, 1. Ein solches System hat unendlich viele, also

=
it

T

auch nichttriviale Lisungen.

|3| Alle Basen eines Vektorraums V sind gleich lang.
Beweis: {b,,b,, ..., b, sei die kiirzeste Basis. Dann sind nach Satz 2| je n+1 Vekto-
ren von V linear abhingig. Also kann es keine langere Basis geben.




[Z Je n linear unabhingige Vektoren eines n-dimensionalen Vektorraums V bilden

eine Basis.

Beweis: {b,,b,, ..., b,} sei linear unabhiingig. Sei a ein beliehiger Vektor von V, dann
ist nach Satz 2| die Menge [b,, by, ... , b, , a} linear abhingig.
Es gibt also eine nichttriviale Nullsumme 0 = A;b, + b, + ... + A,b, + ua.
i ist sicher nicht 0, denn sonst gébe es eine nichttriviale Nullsumme der b,
entgegen der Voraussetzung. Also ist a darstellbar als Linearkombination
derb,.

Definition
Eine Teilmenge U # { } eines Vektorraums V mit den Verkniipfungen von V heifit
Untervektorraum, wenn seine Elemente den Axiomen des Vektorraums geniigen.

|5] Eine Teilmenge U # [} eines Vektorraums V bildet einen Untervektorraum,
wenn fiir AcelR und abeUgilt (1) a+beUund (2) AaeU

Beweis: Die Axiome E I [E‘ . ’ﬁ Bl
sie in V gelten.

Fiir A = 0 beziehungsweise A = —1 ergibt sich der Nullvektor beziehungs-
weise das Inverse von a in U.

A und [N, gelten in U automatisch, weil

Beispiel: Ist 0 # a € V, dann bildet die Menge aller Vielfachen von a einen Untervek-
torraum von V.

Beweis: (1) wa+ ma= (1, +pdaeV
(2) ist nach Definition erfiillt.

Gruppe und Korper

Mit zunehmender Abstrahierung ist nicht nur der Vektor-Begriff, sondern auch der
Zahl-Begriff verallgemeinert worden. In seiner »Linealen Ausdehnungslehre« be-
schreibt GRABMANN 1844 zum ersten Mal eine abstrakte Struktur, die man heute
kommutative Gruppe nennt. GRABMANN versteht darunter eine nichtleere Menge G,
fur deren Elemente eine Verkniipfung (zum Beispiel als »+« geschrieben) definiert ist.
Fiir diese Verkntpfung miissen die Axiome |K ,:& Ni,
Beispiele fiir kommutative Gruppen:

T_‘ gelten.

— Zoder @ oder IR mit der iiblichen Addition als Verkniipfung

- [R \ {0} mit der {blichen Multiplikation als Verkniipfung

— geometrischer Vektorraum mit der Vektoraddition als Verkniipfung

— Menge der zentrischen Streckungen mit gleichem Zentrum und der
Nacheinanderausfithrung als Verkniipfung

— Menge der Kongruenzabbildungen, die ein Quadrat auf dieses Quadrat abbilden
mit der Nacheinanderausfiihrung als Verkniipfung

1879 hat Richard DEDEKIND (Braunschweig 1831 bis 1916 Braunschweig) den Begriff
Korper eingefiihrt als Verallgemeinerung von Zahlbereichen wie @ oder IR, in denen
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man mit zwei Verkniipfungen (zum Beispiel als »+« und ».« geschrieben) arbeiten
kann. Ein Kérper K enthilt mindestens zwei Elemente, meist mit 0 und 1 bezeichnet,
fiir ihn gilt:

(1) K ist mit der Verkniipfung »+« eine kommutative Gruppe (neutrales Element 0)

(2) K\ {0} ist mit der Verkniipfung »-« eine kommutative Gruppe (neutrales Element 1)
(3) Fiir alle a, b, ¢ € K gilt das Distributivgesetz: a«(b +c)=ab+a-c

Beispiele fiir Korper:
— @ oder R mit der iiblichen Addition und Multiplikation als Verkniipfungen
— {0,1) mitden Regeln 0+0=1+1=0
0+1=1+0=1
0:1=10=00=0 und 1.1=1

Man kann den Begriff des Vektorraums noch weiter verallgemeinern, wenn man bei
der S-Multiplikation anstelle von R einen anderen Korper K verwendet. Man spricht
dann vom »Vektorraum V iiber dem Korper K«. Aber davon lassen wir besser die Finger!

Aufgaben

Modelle

1. Zeige: Fiir alle peR und aeV gilt
a) (—p)a =-—(u-a) b) p-a)=-—(p-a) ¢) (—u)l(-a)= H-a

2. Zeige: Fiir alle pelR und a,beV gilt p-(a—b)=p-a—pb

3. Warum ist die Menge aller Polynome von genau zweitem Grad (Koeffizient a5 # 0)
kein Vektorraum mit den Verkniipfungen von Vy ?

4. Zeige: M={ax'+ax*+alaeZ, i=0,2, 4} ist ein Vektorraum iiber IR
mit den Verkniipfungen von Vs.

5. Im arithmetischen Vektorraum R* sind gegeben a =(-1/3|2[-4) und
b=(2]|7]-1|-8). Berechne a+b, 5.a, -b, 2-a— 3b.

6. Sind folgende Mengen von Tripeln Vektorraume mit den Verkniipfungen von V7

a) M={alble)la=2 ~ ab,ceR}
by M-={(alblc)lasb<e A ab,c eIk}
c) M:{[a|h|c‘1.nh=ﬂ i El,h,L‘E[E}

d M-={@lble)la=b=c A a,b,ceR}
e) M={alblola=b? & ab,ceR}
) M={alble)ka+kb+kse=0 » ab,c elR} k. secien feste reelle Zahlen.
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7. M sei die Menge aller Paare reeller Zahlen.
Zeige: M ist kein Vektorraum iiber R,
wenn die Verkniipfungen »+« und » « « so definiert werden:
a) (alb)+cld)=(a+clb+d), p(alb)=(palb)
b) (alb)+(cld)=(alb), u(alb) = (p-alpb)
¢) (alb)+cld)=(a+clb+d), plalb)=(u*alub)

8. Zeige: Die folgenden Mengen von Tripeln reeller Zahlen sind keine
Vektorrdume iber IR mit den Verkniipfungen von V, :

a) M={@al|ble)la=0]
b) M={alble)la®+b%+c2<1}
¢) M={alblec)la,b,cel}

9. M sei die Menge aller Paare reeller Zahlen.
Eine Verkniipfung »+« sei durch (alb)+(cld)=(a+cl|b +4d),
eine Verkniipfung » - « sei durch p-(a|b) = (u-a|0) definiert.
Zeige: In M sind bis auf N, alle Axiome eines Vektorraums erfiillt.

Man kann daraus schlielen, dal das Axiom N nicht aus den andern Axiomen folgt.
(Siehe auch nichste Aufgabe.)

10. In der Menge V # {0] sei eine Verkniipfung »+« so definiert, dafl V eine kommuta-
tive Gruppe ist. Als Verkniipfung » » « sei definiert p-a = 0 fiir alle acV und pelR.
Zeige: Bis auf N, sind alle Axiome des Vektorraums erfiillt.

Basis und Dimension

irll | a) Schreibe a = -3x*—8x + 1 als Linearkombination der Vektoren
u=-4x*+x-2 und v=x2-2x+1
aus dem Vektorraum der Polynome bis zum Grad 2.

b) Schreibe a = —3x® +x + 4 als Linearkombination der Vektoren
u=-2x+5x+1, v=—3x>+2 und w=x%+ 3x
aus dem Vektorraum der Polynome bis zum Grad 2.

i| Untersuche die folgenden Mengen von Vektoren aus dem Vektorraum
der Polynome bis zum Grad 3 auf lineare Unabhingigkeit
a) {1-4x+2x2+3x%, x®+4x%+2x + 1 , 2 —x—3x%x% + 553}

b) {8x*—2x2-5x+1, 1-4x-3x2+4x®, 93— Tx®— Tx + 2}

3| Zeige fiir den Vektorraum der n-Tupel:
a) Die Menge {(1]10]...10),0]1]...10),...,©|0]...| 1)} istlinear
unabhéangig.
b) Nimmt man zur Menge von a) einen beliebigen Vektor hinzu,
so wird sie linear abhéngig. Gib ein Beispiel an.
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10.

11,

12,

13.

14.

15,
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Zeige: Die Vektoren a=(1/3/5), b=(0|-1]2) und c=(0l0|1)
bilden eine Basis des Vektorraums der reellen Tripel.

a=(1/2/0), b=(-113]1) und ¢=(1|-13|-3) gehéren dem Vektorraum V
der reellen Tripel an.
a) Ist{a,b,c)eine BasisvonV?

b) Welche Bedingung miissen u, v und w erfiillen, damit der Vektor
(u| v| w) als Linearkombination von a, b und ¢ darstellbar ist?

Gib a=(-2|5|3) und b= (alblc)aus dem Vektorraum der reellen Tripel

in Koordinatenschreibweise an beziiglich der Basis
a) {(loloy,@l1l0),0l0f1)} p {alilyp,aliloe,alolo}

la, b, ¢} sei eine Basis eines Vektorraums. Zum Vektor u=7a-2b-c
wird der Vektor p-v mit v=-3-a+5:b +c addiert (nelR).
Fiir welchen p-Wert ist die a-Komponente von u + p-v gleich null?

(a, b, ¢} sei eine Basis eines Vektorraums. Welcher vom Vektor
u=3a+4b-2c linear abhingige Vektor hat die Komponente —2a i

Berechne aus der Gleichung 3-a + 5:b —4.c = 0 die Koordinaten der Vektoren:
a beziiglich der Basis (b, ¢}, b beziiglich der Basis {a, ¢}, ¢ beziiglich der Basis {a, b).

a) Zeige: a=(1/2/1),b=(3/5/0) und c=(2]/0|0) sind eine Basis
des Vektorraums V der reellen Tripel.

b) Berechne beziiglich der Basis {a, b, ¢} die Koordinaten des Vektors
d = (0| =11 2). Gib auch seine Komponenten an.

Bestimme die Taylorentwicklung der Funktion f mit dem Term
fix) = x® — 9x2 + 25x — 24 an der Stelle x = 2 sowie die Ndherungen
der Ordnungen 2, 1 und 0 von fix) dort.

Was bedeutet die Nidherung 2.0rdnung?

Ist M = {(a lalb)la,be R} mit den Verkniipfungen von V, ein Vektorraum?
Nenne gegebenenfalls eine Basis und die Dimension von M.

Es sind 3 Vektoren aus dem Vektorraum V der reellen Tripel gegeben. Priife nach,
ob der von ihnen gebildete Vektorraum U der gesamte Vektorraum V ist.

Welche Dimension hat U ?

a) (1/4/-1),@31-112),2[0l1) b al1lo),ol1l1),B[1[-2)

Ist jedes Element des Vektorraums V der reellen Tripel darstellbar als
Linearkombination der Elemente (1/4|2), @l1] 1y und (3]512)?

Zeige: Die Vektormenge {(1/1/1] 1), 0l1]1] 1D, (0[0 111),0lolol 1)}
des Vektorraums V der reellen Quadrupel ist eine Basis von V.

il
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16. U sei der Vektorraum, der von den Vektorena = 2x* - 2x+ 1, b= 3x* - x + 4 und
¢ = x*— 7x — 7 des Vektorraums V der Polynome bis zum Grad 2 gebildet wird.
Gib eine Basis und die Dimension von U an.

17. U sei der Vektorraum, der von den Vektorena=(1/5|-3),b=(2]|1|-4)und
¢=(3|-8|-5) des Vektorraums V der reellen Tripel aufgespannt wird.
Gib eine Basis und die Dimension von U an.

\E Untersuche, ob die folgenden Vektormengen eine Basis des Vektorraums V der
reellen Tripel sind
a) {2l-11-3),@l7|D) b {alols),@l1]-7),41-2]1),6]0l3)
o falol-n,@l2ln,11-4l-} @& {al2lv,@ls5l1),314]5)

19. Welche Dimension hat der Untervektorraum von [R?, der aufgespannt wird von:
a) {-31213),al-%,|-1) b {alily,elsl-2)}
¢) {x+2x-1,2x%+4x-2) d) {12—4x+3,—‘2x2+5x+1]

20.i Untersuche, ob die angegebenen Mengen einen Vektorraum bilden.
Nenne gegebenenfalls seine Dimension.

a) Die Menge der Losungen des Gleichungssystems
X1+ 2%y — X4 =0
2%x,+ X, +2x5; =0  als Teilmenge von R?
b) Die Menge der Losungen des Gleichungssystems
X;+ 2%y — x5 =2
2%, + 5%, +2x3 =9  als Teilmenge von R?

‘E a) Welche Dimension hat der Untervektorraum von R%: V = {(a|b|0)| a, b e IR} ?
b) Zeige: {uv)mit u=(2|5/0) und v=(0|1]0) ist eine Basis von V.

E Untersuche auf lineare Abhingigkeit:
a) Vektorraum der reellen Tripel: {(2]-5]0),(-113|7), (=6|1] 1), (-3 4] 9)}
b) Vektorraum der Polynome bis zum Grad 2: {2x ,2 —x%,-3x2 + x + 4 , e \@ x}

23. Im Vektorraum V = R* sind die Vektorenu = (1| 2a| 0] 1) ,v=(al0|2al 1)
und w=(al1lal0) gegeben.
a) Fiir welche Werte von a ist {u, v, w} linear abhéngig ?
b) Waihle fiir a einen Wert so, dafl die Menge [u, v, w} linear unabhingig
ist und erginze diese Vektormenge zu einer Basis des [R*.

* 24, Zeige: Ist {a, b} eine Basis eines zweidimensionalen Vektorraums,

soist {u, v mit u=A-a+pb und v=0a+ b genau dann eine Basis,
wenn AT# Uo ist.
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+ 25. Die Menge M aller Linearkombinationen der Vektoren a = (x+1)? und b = (x~1)*

aus dem Vektorraum der Polynome bis zum Grad 2 ist auch ein Vektorraum. Den

Termen (x+1)% und (x—1)? sind durch x~ (x+1)>und x~ (x-1)* Funktionen mit

den Gleichungen y = (x+1)* und y = (x~1)* zugeordnet, deren Graphen Parabeln

sind.

a) Beschreibe die Graphen der Funktionen, die den Elementen von M zugeordnet
werden konnen. Zeige, daf gilt: Es gibt

) £ 1 ) i +
SERAN iRt Parabel(n) mit dem S L
keine Scheitel (x.| y,), wenn ET R
unendlich viele] = it s X, = i 1Aay,=0
b) Zeige: Durch Ubergang zur neuen Basis {a + b , a — b} vereinfacht

sich Aufgabe a).

¢) Zu den Elementen des Vektorraums M gehiren die Vektoren
u=x2+1 und v=2x%+ 2 Warum ist {u,v} keine Basis von M ?

26. Zeige: Die Vektormenge {(x=1)%, %2, (x+1)*} ist eine Basis des Vektorraums der
Polynome bis zum Grad 2. Das heif3t:
Aus den Termen (x=1)%, x2 und (x+1)* der zugehérigen Parabeln 148t sich
jeder Term ax? + bx + ¢ der zugehdrigen, beliebigen Parabel p durch
Linearkombination erzeugen.
Stelle mit der Basis {(x 12 x2, (x+1)%} den Term der Parabel dar,
die die Gleichung y = x% + 2.:-; + 2 hat.

i
&
i
i
&

27. Jedem Vektor u = ax + b des Vektorraums der Polynome bis zum Grad 1 wird
durch y=ax + b die Gleichung einer Gerade zugeordnet.
Man spricht von »Geradentermen« ax + b.
a) Gib 2 Geraden an, deren Terme so beschaffen sind,
daB sie eine Basis des Vektorraums bilden.
b) Nenne 2 Geradenterme, bei denen diese Forderung nicht erfiillt ist.

R R

TR

28. Welche Dimension (in Abhéngigkeit von pelR) hat der Vektorraum aller
Linearkombinationen der Vektoren a, b, ¢ und d aus R*.
a) a=(1|1l0l0),b=@lol1]1),e=@l1l1|p?,d=@lp?l1]p
b a=0l2]4]1) b=(2luldul1),c=©l-pl-3lo),d=@lol1]1)

FRET

29. a=(1/-112),b=(0/2/1),c=(1l314,d=1l1]0)
Bestimme die Dimension des Vektorraums
a) aller Linearkombinationen von a, b, ¢ (V)
b) aller Linearkombinationen von d (V}) ¢ V.oV,

30. a=(1|-1/1), b=(1]plw, pelR. Erginze {a, b} zu einer Basis von R?,
Fiir welche Werte von 1 ist die Aufgabe nicht losbar ?
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a=(2|-1/-4) und b=(-310[2) spannen den Untervektorraum U

des Vektorraums V der reellen Tripel auf.

a) Welche Dimension hat U ?

b) Welche der folgenden Vektoren gehéren U an:
u=(0|-3/-8),v=(-11-118),w=(1/0]0)

Zeige:

p = (1|-",]8) ist auf mehrere Arten darstellbar als Linearkombination von
a=(2|-1/4),b=(-3/0/1) und c=(-4/-116). (SicheSatz[1])

Zeige:

a) Jede Obermenge einer linear abhéingigen Vektormenge ist linear abhiangig.
b) Jede Teilmenge einer linear unabhéngigen Vektormenge ist linear unabhéngig.

Zeige: Sind a und b Vektoren des Vektorraums V,
dann ist U:= {Aa + ub| A,p € R} ein Untervektorraum von V.
Welche Dimension kann U haben ?

Untersuche, ob mit den Verkniipfungen von V, die folgenden Tripelmengen
Untervektorrdume des Vektorraums V der reellen Tripel sind:

a) M={alblo)|abeR} b M={alblc)a+b+c=0nra,b,cecR)
c) M={albl1labeR} d M={(2al0|3a)|acR)}

e) M={a-bla+bla)|abeR} f) M= {(4al3ala?|acR}

Zeige: Die Schnittmenge von Untervektorrdumen eines Vektorraums V

ist wieder ein Untervektorraum von V.
Gib ein Beispiel dafiir an, daB} dieser Satz fiir die Vereinigung von Untervektor-
rdumen nicht gilt.

Sei V der Vektorraum der Polynome bis zum Grad 2. Zeige, daf} die folgenden Men-
gen Untervektorrdume bilden, und gib jeweils eine Basis und die Dimension an:

a) Menge aller Polynome bis zum Grad 2 mit der Nullstelle 0.

b) Menge aller Polynome bis zum Grad 2 mit den Nullstellen 0 und 1.

¢) Menge aller Polynome bis zum Grad 3 mit den Nullstellen 0, 1 und -1.

Beweise den Satz oder gib ein Gegenbeispiel an:
Wenn die Menge von Vektoren {a, b, ¢| a, b, ¢ # 0} linear abhéngig ist,
dann ist ¢ darstellbar als Linearkombination von a und b.

Essei{a,,a,, ..., a,) linear unabhéngig, aber (a,, a,, ..., a, , b} linear abhingig.
Zeige: b laft sich darstellen als Linearkombination der a, .
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10. Zeige: Ist{b,,b,,b,} eine Basis eines dreidimensionalen Vektorraums V,
dann ist auch {b, + Ab,+ by, by +6bg, by eine Basis von V mit
beliebigen reellen Konstanten.

11. a) Zeige: Im Vektorraum der Funktionen tiber R sind die Funktionen
mit dem Termen Rxl="1
g(x) = sin x
h(x) = cos x linear unabhéngig.
b) Sind im Vektorraum der Funktionen iiber R die folgenden Funktionen linear
unabhidngig ? f(x) = 1
g(x) = (sin x)
h(x) = (cos x)°

Gruppe und Korper

1. Zeige: Legtman in der Menge R der reellen Zahlen beziehungsweise in
der Menge @ der rationalen Zahlen die gewthnliche Addition und
Multiplikation als Verkniipfungen » + « und » . « zugrunde,
so kann als Vektorraum aufgefafit werden:

a) [Riiber R b) IR iiber @ ¢) @QiberQ
Warum ist @ kein Vektorraum iiber R ?

2. Gib fiir die Vektorrdume, wenn méglich, die Dimension und eine Basis an:
a) QiberQ b) IR iiber R ¢) [Riber@

3. Zeige: Im Vektorraum IR iiber @ sind linear unabhingig
a) die Vektoren 1 und 2 b) die Vektoren 1,2 und V3

it
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4. G sei die Gruppe der Kongruenzabbildungen, die ein Quadrat auf dieses Quadrat
abbilden mit der Nacheinanderausfithrung als Verkniipfung.
Wieviel Elemente hat G ?

]

5. V sei der Vektorraum der Tripel iiber dem Kérper (0;1) (siehe Gruppe und Korper)
a) Gib alle seine Vektoren an.
b) Welcher Vektor x ist Losung der Gleichung ?
a) x+x=0 B) x+(loln=cl1l0)

o CESEATE =

6. Restklassenkérper modulo 3
Zeige: Die Menge {0 ; 1 ; 2} bildet einen Korper,
wenn man die Verkniipfungen so definiert:
a + b = Rest von (a+b) bei Division durch 3,
a-b = Rest von (a-b) bei Division durch 3.




VII. Geraden im Raum
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1. Geradengleichung

In der Analytischen Geometrie lost man geometrische Probleme durch Rechnung. Des-
halb muBl man die geometrischen Figuren wie Geraden und Ebenen mit Gleichungen
beschreiben. Zur Aufstellung einer Geradengleichung braucht man die Bestimmungs-
stiicke der Gerade:
— zwei Punkte A und B

oder
— einen Punkt G und einen Vektor v in Richtung der Gerade.

X =G+Av 0 g Ag B

VAN = =
N Festlegung mit zwel Pankten
\
/ \
i

g
5 g G v
g v \ e
- G- et \ Festlepung mit Punkt und Richtung
_‘_L_ ——— Y i
AV X

Eine Geradengleichung beschreibt die Ortsvektoren X aller Geradenpunkte. Fiir diese
Beschreibung eignet sich die Festlegung durch Punkt und Richtung am besten: Man
wihlt einen Punkt G der Gerade g als Aufpunkt und einen Vektor Vv in Richtung von g
als Richtungsvektor. Der Ortsvektor X eines beliebigen Geradenpunkts X ld6t sich
dann darstellen als Summe von G und einem Vielfachen von v: X = G + A V. Der
Faktor A heit Parameter des Punkts X. Durchliduft der Parameter A alle reellen
Zahlen, so beschreibt die Gleichung alle Punkte der Gerade; bildlich gesehen tastet dann
die Spitze des Ortsvektors X alle Geradenpunkte ab.

Zusammenfassung

Ist G ein beliebiger Punkt der Gerade g und v ein Vektor in Richtung g,

dannnenntman g: X =G +2A v . LR eine Gleichung von g.

| G heifit Aufpunkt, v Richtungsvektor und A Parameter der Geradengleichung.
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Man nennt eine solche Geradengleichung auch Parameterform oder Punkt-Rich-
tungs-Form. Sie ist freilich nur sinnvoll, solange v nicht der Nullvektor ist. Die Bedin-
gung AelR 1afit man aus Bequemlichkeit meist weg.

o G101214)
S P(161-117)
Qiel412)
R{Z16]0)
s 10 ody
Beispiel: g X = 2%1 2
e T
> 10
A=0: X = (f] G(10| 2| 4) liegt auf g (klar!)
e \16
A=15:X = [ i 1 P(16 | -1|7) liegt auf g
{ 4
S ieh
A=-1:X = iﬂ’ 6|4|2) liegt auf g

il 2
A=-2: X [3] R(2|6|0) liegt auf g.

Je nach Wahl von Auf’punkt und Richtungsvektor gibt es fiir eine Gerade verschiedene
Gleichungen. Weil dann ein und derselbe Punkt je nach Gleichung verschiedene Para-
meterwerte haben kann nimmt man verschiedene Parameterbezeichnungen:

& { 4\
Beispiel: g: X = | ‘5 ‘+ A

\"‘,."

__a 105 (—6
anderer Richtungsvektor: X = [ 2 |+_u 3}
L4) " |-3)

G(101214)
P(161-117)
QET412)
R2ZI610)
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. (6 4
anderer Aufpunkt: X = [j] +5 [—% |
J

G(101214)
P(161-117)
Q61412)
R(21610)

G(1ol214)
P{161-117)
QI61412)
R(21610)

Einfache Geradengleichung

y ~ a1 (o A=
So wie man Briche durch Kiirzen vereinfachen sollte, so sollte man auch bei G('md““1
gleichungen eine moglichst einfache Form suchen. Schaue auf den Richtungsvektor!

Gemeinsame Faktoren seiner Koordinaten lassen sich herausziehen, zum Beispiel -3
in

i Wi -6y gy A 2 o
g: X = LG +}L( 3 einfacher g: X =6 +J-1|‘1J-
0 K—H).l 0) |1

Geometrisch bedeutet das den Ubergang zu einem kollinearen Richtungsvektor. Beim
Ortsvektor des Aufpunkts ist dieses Verfahren im allgemeinen verboten! Man wiirde
dadurch die Gerade ja parallel verschieben.
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Gerade durch zwei Punkte

Sind von der Gerade h zwei Punkte A und B bekannt, so wihlt man einen davon als Auf-

punkt. Als Richtungsvektor nimmt man AB oder einen dazu kollinearen Vektor:
Gegeben: A(=0,51212), B(1101-1)

Aufpunkt: B (wegen der einfacheren Koordinatenwerte)
% [ 115 =3

Richtung: AB =|-2 |= —9,5| 4
=3 . 6

’

=t e —3
Gleichung: h: X =0 |+.u 41
\_lz' 6 /

Punkt auf Gerade ?
_— 2y 4
Liegen die Punkte P(-61-515) und Q(141017) aufder Gerade g: X = [—3 l+u| 1 |?
LY 1 .JI 5

Wir setzen die Punktkoordinaten in die Geradengleichung ein
=B [ 4 —81 4
P: |-58|=|=-3|+p| 1 1, zusammengefalit —2 ‘z,u 1
5 4 L\ 1 ,'I \_:",.' 4 i) —2
K =-2, palit! Also liegt P auf g und gehort zum Parameter -2.

14 2 4 ]_2'\ 4
Q: [0 1: [—3]+}1[ 12], zusammengefalit {g J:”[ IJ

i \ 1 -2

Es gibt keinen passenden p-Wert. Also liegt P nicht auf g.

Allgemeiner Geradenpunkt

Manchmal ist es niitzlich, mit dem »allgemeinen Geradenpunkt« zu arbeiten. Sein
Ortsvektor ergibt sich, wenn man die rechte Seite der Geradengleichung zusammen-
fafit. So hat von

el 2 \ 2 =" 2+2A
g = |—13 | + "I TJ der allgemeine Punkt X, den Ortsvektor X, = |[-3+4
\ . 1+A

Mit dem allgemeinen Punkt findet man zum Beispiel bequem den Punkt P auf g, der 5
Einheiten iiber der x,x,-Ebene liegt. Fiir ihn gilt x, = 5, also 1+ A = 5. Der Punkt hat den

e T a f 1{.1 Y
Parameterwert A =4 ; eingesetzt in X, ergibtsich X, =| 1 |. Ergebnis: P(101115)
L5
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Punktschar

Kommt ein Parameter in den Punktkoordinaten vor, so spricht man von einer Punkt-
schar, zum Beispiel P,(3+al2al|3—a). Um herauszufinden, ob die Schar P, eine Gerade

bildet, faBt man P, als allgemeinen Geradenpunkt auf und versucht, den Ortsvektor P,
so zu zerlegen, daf eine Geradengleichung entsteht:

a3 +ay 34 an r3 i S
Pﬂ = 2a — 0+2a = 0 4+ a 2
d—-a) d-a \ 3 \-1 )
— 3N i
Die Punkte P, bilden die Geradeg: X = L ; |+a '31
= TR

Punktschar P(3 +a|2a|3-a)
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Aufgaben

[1] Gib eine Gleichung der Gerade g an, die durch A in Richtung v lauft:

2o 9N

a) A0[3]|1), _{-?:[21J b) A2l4|6), Vv = E;
X | : \".r' lr.l-.l
c) A®©[0l0), ¥ :[—ﬂ d A-11-2[-7), v =|2
et W)

2

i 2N F: T
2] g: X =| 01|+'». —lle
o J

. l".
Berechne die Punkte P,, die zu den Parameterwerten A, gehiren
}\.[: 1 £ }u2= 0 : :'i'L:'!' - _] .5 o :"..;: _I.OO ;

!‘3' Stelle die Gleichung der Gerade g auf, die durch A(1|2| 3) geht
und parallel ist zur

a) x;-Achse b) xj;-Achse ¢) Geradeh: X =

4. Gib Gleichungen der drei Koordinatenachsen an.

3. Gib Gleichungen der Geraden an, die die Winkel zwischen x,-Achse und x,;-Achse
halbieren.

!E Beschreibe die besondere Lage der Geraden im Koordinatensystem.
Zeichnung im Koordinatensystem fiir a) bis d) !

iy 1y R ol 0 r 0y
a) a:}(=[0 +;-L£3‘ b) b::x::fl]ﬂlu-
\0) 10, \0 1)
= I o 0 3 X
c) c:X:vH d) d:}{zp[é] e) e: X =owW
Lol NN
5 i r0y = | Wl 71
) f: X = F +1[1 g) g:X:|0|+p cﬂ
L\Uf 2t -,,1)

7. Gib eine Gleichung der Gerade an, die durch den 4. und 6. Oktanten geht
und mit jeder Koordinatenachse denselben Winkel einschlieft.

£

o IH2 e ~] " _3\] FaLey

8 g: X =|4l+0|-5|, h:X:(5+14‘
6 —) \-7) \6)

Uberlege dir an einer Skizze den Schnittpunkt von g und h.

9. A(l |2]3),B516|7) a) Bestimme eine Gleichung der Gerade AB.

b) Bestimme eine Gleichung der Halbgerade [AB.
¢) Bestimme eine Gleichung der Halbgerade AB].
d) Bestimme eine Gleichung der Strecke [AB].
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10. Gib Gleichungen der Geraden an, auf denen die Seiten des Dreiecks
A(0,25|-1,513),B(416]-7),C(110]2) liegen.

E Gib Gleichungen der Geraden an, auf denen die Seitenhalbierenden s, , s, und s,
des Dreiecks A(-5,5|4|-3),B(7,5/019), C(11,5] 2| 9) liegen.

12. A2|1011,5),B(418/0,5),C(616]-2),D(-8/ 4] 0) ist ein Tetraeder.
Stelle eine Gleichung der Gerade auf, in der die Schwerlinie liegt, die durch D geht.

13. ABCDEFGH ist ein Quader; K und L sind Kantenmitten, M ist Flachenmitte.

:-5:‘

Lies die Koordinaten aus dem Bild ab und gib Gleichungen der Geraden an: ﬁ‘g

a) EF und FG b) BE und BG ¢) DFund AG £

d) CM und BM e) KL und LM 5

e e ol —1x = 2 3y .'I'
14 g: X =| 2 |+ 0 |, h:X:[G +7| 2| E
----- 5 2 J 5; 2 s L

Welcher der Punkte A(3|2|-5),B(-1]2(3),C2[0]/5),D(1[1]1) und
E(—1|-2| 3) liegt auf welcher Gerade ? Zeichnung im Koordinatensystem !

115 P(-7|12[18), Q@3 |-8|8) Zeichnung im Koordinatensystem !

Welcher der Punkte A(4|-10|7),B(1|-4]10), C(-1|0[-12),
D(-9] 16/ 20) und E(-6/10] 17) liegt

a) aufder Gerade PQ? b) auf der Strecke [PQ]?
-lﬁ.ajx\: d+|__1\£ b:x‘:?,.(:} +H"{; c:l}-(l_ = {x -i-|_1-2\a\

cl:I"{‘:2’.(3:+;,L-21\.fs e:X =G —uv f: X =G +uv

g: X ate LV Welche Geraden sind identisch im Fall

a) Gz0, G,V nicht parallel b G=0, G parallel v




17.

» 18.

19.

* 20.

21.

23.
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r = +}L‘- 3lund X =| 7 [+1 fiJ beschreiben dieselbe Gerade.
\0) \ 2 ) =] =4

a) Welchen p-Wert hat der Punkt fiir A =17
b) Welchen A-Wert hat der Punkt fiir n=-27
¢) Welche Beziehung besteht zwischen A und p eines Geradenpunkts ?

= A¥+ K B\
Wie bewegt sich der Punkt X mit dem Ortsvektor X = e

wenn | alle erlaubten reellen Zahlen durchlauft ?

Zeige: Ein Punkt P mit dem Ortsvektor P =LA + it B liegt genau dann auf der
Gerade AB, wenn gilt: A+u=1.

Welche Punktmenge wird von der Gleichung X = A 4hu wv

(u,v#0)beschrieben, wenn

a) A konstant ist, wihrend p die reellen Zahlen durchléuft

b) u konstant ist, wihrend A die reellen Zahlen durchliuft

¢) 1 und v linear abhingig sind und beide Parameter die reellen Zahlen
durchlaufen

d) A konstant ist, wihrend p die nicht negativen reellen Werte annimmt.

R e

N J_I b
g XK= | 2 |+0 —02 I Zeichnung im Koordinatensystem !

a) Welcher Punkt von g liegt 2 Einheiten vor der x,x;-Ebene ?
b) Welche Punkte von g haben von der x,x,-Ebene den Abstand 8 ?
¢) Welche Punkte von g liegen 1 Einheit unter der x,x,-Ebene ?

. Auf der Gerade durch A(12| 24 | 36) und B(12| 42 | 63) liegen die Mittelpunkte von

Kugeln mit Radius 12.
a) Zwei Kugeln beriihren die x,x,-Ebene.

Berechne die Mittelpunkte und die Beriihrpunkte.
b) Wo beriithren die Kugeln die x,x,-Ebene ?

Kugeln mit Radius 23 rollen auf der Gerade r auf der XaXg-Ebene;
r geht durch P(0|5]6) und Q(06/5) . Wo liegen die Kugelmittelpunkte ?

e f—'r'w (5
g X =|a i+(‘F|"2.
\—4) \ 3

\ J
A(a,|a;|8), B(-12|k|-k), Cc|1|1), D2k | -8k | k) , E(4k—3]| 1| 2k)
Berechne die fehlenden Koordinaten in A bis E so, daB diese Punkte auf g liegen.




@ Liegen die Punkte P, auf einer Gerade ? Stelle gegebenenfalls eine Gleichung
der Gerade auf.

a) P,(1+2a|2-7a|-1-2a) b) P.3a-2|4|-6a)
¢) Pgal1llo) d P(l+all-ala+1)
e) Pua‘lala+1) fH P(iol3)

2. Lage im Koordinatensystem

Parallel zu einer Koordinatenachse

Sind zwei Koordinaten im Richtungsvektor null, dann ist die Gerade parallel zu einer

Koordinatenachse.

&

| i » (2 1y
foKis = i-.-p:”f X3 g: 3-;_|4: +r'|-rJI

parallel zur x;-Achse
;

parallel zur x,-Achse

So ist die Gerade f':

04y | \, ~

1)

parallel zur x,-Achse.

S - T
e |l

| 2

Sl

+P

Parallel zu einer Koordinatenebene

Ist eine Koordinate im Richtungsvektor null, dann ist die Gerade parallel zu einer Koor-
dinatenebene.

a o 2 2

1 g: X b \— 2] g1l ¢: X =8 + 7 0
Die Gerade ¢ : a:l iz X3 : R )"
oy 2 o A parallel zur xx;-Ebene  parallel zur x;x-Ebene
X =13 |+ "I.r| ] 1
\ 1) bl

ist parallel zur x,;x;-Ebene.

Die Gerade f':
1 33 (0
X = (—:i +p 0
L2 ) L1

ist parallel zur x,x;- und x,x5-Ebene.
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Ursprungsgerade

Ist der Ortsvektor des Aufpunkts ein Vielfaches des Richtungsvektors, dann geht die
Gerade durch den Ursprung, zum Beispiel

e —2 ( 1 ] -~ il
d: X = [ 2 }+“{{—; [, einfachere Gleichung d: X =7v'| 1
4 ) -2 |

Y \ /

Ursprungsgerade | d : =2 | +¥]-1

Spurpunkte

Firs Zeichnen von Geraden im Koordinatensystem ist es gut zu wissen, wo die Geraden
die Koordinatenebenen schneiden. Diese Punkte heilen Spurpunkte S, :

S; ist der Schnittpunkt von Gerade und x,x,-Ebene,

S, ist der Schnittpunkt von Gerade und x,x,-Ebene,

Sy ist der Schnittpunkt von Gerade und x,x,-Ebene,

L= i i | 1
\ Spurpunkte von e X -41+%] 2

= 4 =1

.SJf.{)F[. ,_Gl 5)~ == # :
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Die Berechnung der Spurpunkte S, ist recht einfach:
Setze die i-te Koordinate im allgemeinen Geradenpunkt gleich null und berechne den
zugehorigen Parameterwert. Beispiel

—_— '( I

l rol Wi s
g e L-'4J+}1L2J,allgemeiner Geradenpunkt X = [—4+2u
4 1

= | 4-H
S,(0/2]?) S,(?10]?) S.(7| 2] 0)
x;=0 X =0 X3=0
1+p=0 —4+2n=0 4-u=0
h=-1 n=2 p=4
S.(0|-615) S,3/012) Sy(51410)
Verlauf durch die Oktanten

An jedem Spurpunkt wechselt die Gerade den Oktanten. Eine Gerade, die nicht in einer
Koordinatenebene liegt, hat hochstens 3 Spurpunkte. Deshalb geht sie durch héchstens 4
Oktanten. Welche das sind, macht man sich an einer Zeichnung klar. Das Bild zeigt
wieder die Gerade e, aber in einer vereinfachten Darstellung, wie sie sich fiirs Heft eig-
net. Die romischen Ziffern nennen die Oktanten.

Ist eine Gerade parallel zu genau einer Koordinatenebene (ohne darin zu liegen), so hat
sie 2 Spurpunkte. Diese kénnen in einem Achsenpunkt zusammenfallen.

Ist eine Gerade parallel zu zwei Koordinatenebenen, also parallel zu einer Koordinaten-
achse (ohne darin zu liegen), dann hat sie auch nur einen Spurpunkt.

0

\F = =
o 3
\ 3
\\{V

‘Verlauf durch die Oktanten |

(vereinfachte Darstellung)

Projiziert oder spiegelt man eine Gerade im Koordinatensystem, so geniigt es, zwei ihrer
Punkte zu projizieren oder zu spiegeln. Stattdessen kann man auch Aufpunkt und
Richtungsvektor nehmen. Weil sich ein Vektor v = AE = E — A als Differenz zweler
Ortsvektoren schreiben 148t, wirken Projizieren und Spiegeln auf die Vektorkoordina-
ten genau so wie auf die Punktkoordinaten.
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=4 y 0l

g SJ{UI-S—l’..-fl/}_’/') he }_;‘= ;il +\,....:5
L.-"'"'_.-J

£ parallel zur x,x.-Ebena

Senkrechte Projektion in eine Koordinatenebene
-2

—— r"i
Projiziert man die Gerade g: X = LU } +0| 3 1 senkrecht in die x,x;-Ebene,
1 1 )

4
so entsteht die Gerade g;; die Bestimmung ihrer Gleichung ist recht einfach:

Setze die 1. Koordinate im Aufpunkt und im Richtungvektor gleich null.

e
Senkrechte Projektion g; von g in diex,x,-Ebene : X = (?]+ T ';]
Das Bild, das bei einer senkrechten Projektion in eine Ebene ent;;teht, heifit auch RiB.
So entsteht beim senkrechten Projizieren in

die x,x,-Ebene der GrundriB,

die x,x5-Ebene der AufriB} |

die x,x;-Ebene der SeitenriB.
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Spiegeln an einer Koordinatenebene

g -2 2
Spiegelt man die Gerade h: X = [ g + 0 "gJ an der x,x;-Ebene,

so entsteht die Gerade h" ; die Bestimmung ihrer Gleichung ist recht einfach:
Andere das Vorzeichen der 2. Koordinate im Aufpunkt und Richtungsvektor.

Spiegelung an der xlx,-f'ii)en_e :

= =2 2 :
Spiegelbild h" von h beziiglich der x;x;-Ebene: X = l —86 ] +B [_32]. Das erinnert an die

Strahlenoptik: Ein Lichtstrahl h trifft auf die ha]bdu}chlﬁssige Fliche der ?{;xu-Ebene,
In S,(2] 0] 4) spaltet er sich in zwei Teilstrahlen. Der eine setzt seinen Weg in der alten
Richtung fort. Der andre, reflektierte Teilstrahl nimmt seinen Weg auf h".

Spiegeln an einer Koordinatenachse

Spiegelt man die Gerade k:

—

ra 4~
X = l0}+x[3 an derx,;-Achse,
2:’

2

so entsteht die Gerade k';
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die Bestimmung ihrer Gleichungist recht einfach:
Andere die Vorzeichen der 2. und 3. Koordinate im Aufpunkt und Richtungsvektor.
EE 2 2
Spiegelbild k' von k beziiglich der x,-Achse: X = [ 02 ‘:— A —l; |
i il _ .rII

Die Spiegelung an einer Achse im Raum ist gleichbedeutend mit einer Halbdrehung um
diese Achse. Man kann sich das so klarmachen: In jeder zur Achse senkrechten Ebene
findet eine Punktspiegelung statt (am Schnittpunkt von Ebene und Achse). Eine Punkt-
spiegelung in einer Ebene ist aber nichts anderes als eine Halbdrehung in dieser Ebene.

Spiegeln am Ursprung

T {J 3 j —_— r.l

Spiegelt man die Gerade 1: X = [ 12 [+A| -2 ] am Ursprung, so entsteht die Gerade |';
- ," \—2

die Bestimmung ihrer Gleichung ist recht einfach:

Andere die Vorzeichen aller Koordinaten im Aufpunkt und Richtungsvektor.

[ e
X :I':X:iﬂ+_u{2'

e : k| = \2) RJ‘H’ -
Spiegelung am Ursprung n e

S 0 4
Spiegelbild I' von 1 beziiglich des Ursprungs: X = [—IL j.L[EJ.
2) 2
Beim Richtungsvektor kann man sichs sparen, denn die Gerade und ihr Spiegelbild sind
parallel (Halbdrehung um O!).

Ein Beispiel fiihrt diese Spiegelungen noch einmal vor Augen: Reflexion des Lichts am
Tripelspiegel. Ein Tripelspiegel besteht aus drei zueinander senkrechten, ebenen Spie-
gelflachen. Unser Koordinatensystem ist dazu wie geschaffen, wenn wir uns vorstellen,
daf die Koordinatenebenen verspiegelt sind.

=1
Von der Lichtquelle Q(3 | 10| 8) aus fillt ein Lichtstrahl in Richtung v = [—EJ auf den

Tripelspiegel. Wir verfolgen seinen Weg.

g 3 =1y
Der von Q ausgesandte Strahl liegt auf der Gerade a: X = {10] + a[—z J
|8
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Reflexion am .
Tripelspiegel

X< %

e
g ||/
z)

| d: ){\= 6+.’J
L2

Spurpunkte von a:

S,(0]4]2) mit =38, Sy(—2/0]|-2) mit =5 und Sy(~1|20) mit o= 4.

S, hat den kleinsten positiven Parameterwert; deshalb trifft der Strahl dort zum ersten
Mal auf die Spiegelflédche (x,x;-Ebene) und wird reflektiert.

Der reflektierte Strahl liegt auf der Gerade b. b ist das Spiegelbild von a beziiglich der

g e B
X,X3-Ebene. Als Aufpunkt von b nehmen wir S;, b: X = 3 }+ jj| —%
\ \~2)

S
Spurpunkte von b:

T,(0(4]2) mit B =0, To(2] 0| -2) mit B = 2und T5(1/2]0) mit B = 1. T, liegt T, am néch-
sten, deshalb wird der Strahl bei T, gespiegelt (jetzt an der x,x,-Ebene).

r
{
o

=TT

=T

=3
e s




Der zum zweiten Mal reflektierte Strahl liegt nun auf der Gerade c.

ol 71y
¢ ist das Spiegelbild von b beziiglich der x,x,-Ebene. ¢: X = g- . “,'|—|;?- .I

Spurpunkte von c:

U0 4|-2)mit y=-1,Ux2|0]|2) mit y=1und U= T,.

¥ = 1 ist der kleinste positive Parameterwert. Deshalb ist U, der Punkt, bei dem der
Lichtstrahl zum dritten Mal, also an der x,x;-Ebene, reflektiert wird.

s f2Y 1y
Auf der Geraded: X = | g + 0 {EJ verlaflt der Lichtstrahl den Tripelspiegel in Gegen-
LSl

richtung zum einfallenden Strahl.

Beim Tripelspiegel sind ein- und ausfallender Strahl nach dreimaliger Reflexion immer
entgegengesetzt parallel, weil bei jeder der drei Spiegelungen eine andere Koordinate
des Richtungsvektors das Vorzeichen dndert. Deswegen verwendet man Tripelspiegel
bei Riickstrahlern (»Katzenaugen«); diese werfen das Licht in die Richtung zuriick, aus
der es kommt. Auf dem Mond steht ein Prizisionstripelspiegel. Er schickt einen Laser-
blitz jedem seiner Absender zuriick, ganz gleich, wo auf der Erde der Laser steht.

Aufgaben

E Gib eine Gleichung der Gerade g durch P(1|-2/|3) an, fiir die gilt:

a) gist parallel zur x,-Achse b) g ist parallel zur x,x%,-Ebene
¢) g ist parallel zur x,x;-Ebene d) g geht durch den Ursprung.

Zeichnung im Koordinatensystem !

2] Bestimme die Spurpunkte und den Oktantenverlauf der Geraden a bis 1:

N 4 -1 = 95 3 =i {81 g
a: X =|[-1 +{1(1 b: X = (-2 +ﬁ(—z c: X =|[-3 '*Y“3J
~4 .2 G R Lol Sl
VY —4 N 0y . =2 —2 S AeEa 4 5
d: X =([-5 +5[0 oS _‘ 3 |42 1 f: X =|-3|+¢| 3|
-7 \1] L9 L 3 L9 ) 3

Ao =g = 6N ¢ 0 = — 4 o1

g X = —314-‘{ ?w h: X = (-6 +qj|—31 s X =[3 |+l—1
2 [ 2) LBl -4 ) 1)

:. If-'3 0y _x =Ty e vy 1 —T
it X = ~2J+1< 1 k:X:|—21+l[3‘ i = u]ﬂl 0]
\ 4 -2 (a2 =4 1)

Zeichnung im Koordinatensystem !

3. Welche besondere Lage im Koordinatensystem hat eine Gerade
a) mit genau zwei Spurpunkten ? b) mit genau einem Spurpunkt ?
¢) mit keinem Spurpunkt ?

4. Welche besondere Lage im Koordinatensystem hat eine Gerade, wenn sie
a) 3 b 2 e) 1 d 0 Oktanten besucht ?
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B

10.

11.

12,

13.

gl e T (I

P e e el

) 3
re X = —64 +p [g ! Zeichnung im Koordinatensystem !
\ i

Gib die senkrechten Projektionen von r in die drei Koordinatenebenen an.

% A\ 2
Gib Grund- und Aufrifl an von s: X :[ ' J+ G‘ 11 [-
\-1)

B =

[ ]

Zeichnung im Koordinatensystem!

1

Regentropfen, die in Richtung ( 1‘3 ans x,x,-Fenster klopfen, hinterlassen auf der

Scheibe Wasserspuren; welche Richtung haben diese ?

Eine Leiter lehnt an der x,xs-Zimmerwand, A(2| 10| 0) und B(0 | 10| 10) sind die
Endpunkte der Leiter. Welche Richtung haben die Sprossen ?

Die Leiter kommt ins Rutschen und klatscht so auf den x;x,-Fufiboden,

daB sich die Richtung der Sprossen nicht éndert.

Auf welcher Gerade liegen die Endpunkte der Leiter jetzt ?

t, ist GrundriB, t, ist Aufrifl der Gerade t. Gib eine Gleichung von t an:

e 0 0 v 1 1
2 L% = 1} A 21. X = z} {_q

x 2 4 o 0 0y
b t:X = [1 +Al=3 t;: X =0 [+u2
\0 fo =ik klf

Zeichnung im Koordinatensystem !

In der Darstellenden Geometrie sind Geraden gewdhnlich in Grund- und Aufrifl
(als Zeichnung) gegeben.

— [ 1
Spiegle die Geradeu: X = |-2 |+ ‘ut 2 | Zeichnung im Koordinatensystem !
X 3 " =
a) an der X;%;-Ebene b) an der x;x,-Ebene
¢) an der x3-Achse d) an der x;-Achse e) am Ursprung.

< 0 s B

Spiegle die Gerade v: X = |4 |+ |2 ‘ Zeichnung im Koordinatensystem !
\ 3 ) \0)

a) an der x,x;-Ebene b) an der x;x,-Ebene

¢) an der x;-Achse d) ander x;-Achse e) am Ursprung.

Welche Richtung(en) kann eine Gerade haben, wenn sie bei Spiegelung an der x;x,-
Ebene in sich tibergeht ?

Welche Richtung hat eine Gerade, die parallel ist zu threm Spiegelbild beziiglich der
x4-Achse ?

¢
i
d
r.T
g
i

:":r; m;—.p‘qmsﬂl .

I
it de.




* 14, Die x,x5-Ebene und die x;x;-Ebene seien Spiegelebenen, die x;x;-Ebene sei
durchsichtig, also keine Spiegelebene. Auf welcher Gerade verlafit ein Lichtstrahl

(—3

-2 | einfallt ?

=5

4

diesen Winkelspiegel, wenn er von Q(9| 4 | 3) in Richtung v =

+ 15. Das Koordinatensystem sei ein Tripelspiegel.
F=1%
Von Q(4 | 5| 2) fillt ein Lichtstrahl in Richtung v =| -1
| -1
L% )
Berechne eine Gleichung der Gerade, auf der er den Spiegel verlaft.
Zeichnung im Koordinatensystem !

ein.

3. Lage zweier Geraden

Fiir die Lage zweier Geraden im Raum gibt es vier typische Fille:

nicht parallel

g und h sind windschief g und h schneiden sich

parallel

A

g und h sind echt parallel g und h sind identisch

Welcher Fall vorliegt, kann man anhand der Geradengleichungen entscheiden. Zuerst
schaut man auf die Richtungsvektoren.

<Y

w: X = G+ hn h: X = H +uv
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Parallel

Sind die Richtungsvektoren kollinear, dann sind die Geraden parallel oder sogar iden-
tisch. Liegt G auf h (beziehungsweise H auf g), so sind g und h identisch, andernfalls echt
parallel.

Man kann auch den Verbindungsvektor ‘GH der Aufpunkte berechnen und mit den

Richtungsvektoren der Geraden vergleichen. Ist er dazu kollinear, so sind g und h iden-
tisch, andernfalls echt parallel.

Nicht parallel
Sind die Richtungsvektoren nicht kollinear, dann schneiden sich die Geraden oder sie
sind wmdschlef Fiir den Schmttpunkt S gilt

‘%ﬁG +Au und S_H + IV
also © AU = = e I, v, »Gleichsetzen der Geraden«
A, und p, sind die Losungen des 3,2-Gleichungssystems

G+l = -H +UV

(den Index s lassen wir einfachheitshalber weg)

Sind g und h windschief, so ergibt sich ein Widerspruch beim Lisen des Gleichungs-
systems.

33
1

o 1 -2 ) s e
1. Beispiel: g:X = (‘1]+l(—3], Rl = ‘— J }.L[
W1 1 | 2
Gleichsetzen I 1-2A=1+3u
II 4-3h=—3+p
IIT 1+ A=2-p
und Auflésen ergibt A =3, p=-2.
S berechnet man, indem man A in die Gleichung fiir g oder u in die
Gleichung fiir h emset:"‘r. S(-5|-514)

)’

et ey s T S BT AL ¥ A Sy T B T R e e R T P L || Wb s o P

== =

=




" A =2 . i F 3N
9. Beispiel: g: X :{4]4“‘%-3;, f:X = [-3|+p| 1
1 1 ,'! | ) =1

Gleichsetzen I 1—24A=1+43n

IT 4-3L=-3+p

IIT 1+ A =1-u
und Auflésen ergibt einen Widerspruch. Das System hat keine Losung, das
heifit, es gibt keinen Schnittpunkt S: Die Geraden sind windschief.

Falls man das Verfahren »Gleichsetzen der Geraden« auf parallele Geraden anwendet,
ergibt sich beim Losen des Gleichungssystems auch ein Widerspruch. Wendet man es
auf identische Geraden an, so ergeben sich o' Lisungen.

Determinanten-Verfahren

Zwei Geraden sind genau dann windschief, wenn sie nicht in einer Ebene liegen. Gleich-
bedeutend damit ist, da ihre Richtungsvektoren und der Aufpunkt-Verbindungsvektor
nicht komplanar sind. Dariiber gibt die Determinante schnell Auskunft:

g und h sind windschief & det(a,v,GH)=0 !
g und h schneiden sich l ads e |
g und h sind echt parallel } « det(n,v,GH)=0 |
g und h sind identisch J

g ,% GH kom planar

det(,%, GH) = 0

i1,v, GH komplanar

BN - &
rd
L]
g

det(d,%, GH) = 0

u,V, GH nicht komplanar

det(,%, GH) = 0

Im 1. Beispiel ist det(u , v, GH ) =

Also sind g und h parallel oder sie schneiden sich. Parallelitit scheidet aus, weil @ und v
nicht kollinear sind.

Im 2. Beispiel ist det(W, v, GH ) =

=—T7+# 0. g und h sind windschief'!
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Geradenscharen

Kommt in einer Geradengleichung aufler dem Geradenparameter (zum Beispiel i)
noch ein Parameter (zum Beispiel a) vor, dann beschreibt die Gleichung eine Geraden-
schar. Zu jedem Scharparameter a gehort eine Gerade der Schar. Man kann nun bei ei-
ner Schar Wiinsche dullern, sich zum Beispiel Geraden mit bestimmten Eigenschaften
herauspicken oder den Ort von Punkten mit bestimmten Eigenschaften bestimmen.
Wir behandeln die einfachen Félle: a tritt nur linear auf.

* Scharparameter nur im Aufpunkt

- 1+ay =2
X [q+3aJ+l[ 1]

3—a -1
T x rl+a -_?-_l
f: X = t:++3u +1l 1 |
3—a | =1] |
=2 Parallelenschar

Alle Schargeraden haben denselben Richtungsvektor: f, ist eine Parallelenschar.

e | 1
Die Aufpunkte F, liegen auf der Gerade: t : X = L2J+ a [ SJ
: T

Welche Schargerade schneidet die x,-Achse ?
Fiir sie gilt: Ein Punkt Z(0| 0| z) der x;-Achse ist auch Punkt einer Schargerade f,.
Das fiihrt zu den drei Gleichungen:

1 +a-2L=20

3 +3a + L=0

3 —a- A=z mit der Lésung a=-1, A=0, z=4,
= 7O |.’—2 \
dasheifit f,: X =|0 W+ Al 1 ‘ ist die gesuchte Gerade,
\4 ) \=1

f | schneidet die xauAL:hs,e im Punkt Z(0| 0| 4) mit dem Parameterwert A = 0.
* Scharparameter nur im Richtungsvektor

_— 23 a—1y
g.:X = 0|+H 2a + 2
2)’

=




! [ a 2 a=1
o v
Bat A = + || 2042
| —a

ba =

ebenes Geradenbiischel

Alle Schargeraden haben denselben Aufpunkt G(2| 0/ 2).
Die Punkte, die zum Parameterwert j. = 1 gehéren, liegen auf einer Gerade e:
ae 2N ra—1Hx F25 1y =14 =0 1 FRd
X:|ﬂ‘+1,L2a+2 =|0 +a{2,+ 2 | CIX=|2 +El|21
|‘_2), — 5 ) | 2 \---]’u \ D), .\2/- ||\—1
g, ist also ein ebenes Geradenbiischel mit G(2| 0| 2) als Tréagerpunkt.

Welchen geometrischen Ort bilden die Spurpunkte in der x,x,-Ebene ?
Aus x,=0 folgt 2—pa=0
a=0: es ergibt sich der Widerspruch 2 = 0, das heifit,

g, hat keinen Spurpunkt in der x;x,-Ebene,

gy ist also echt parallel zur x,x,-Ebene.

4

P . ; :
az0: p=; eingesetzt in g, liefert den geometrischen Ort der
. (4-2Aay 4 (—2\
Spurpunkte S, = |4 +04xa = |l g} +a 4
\ \ 3 i
Der geometrische Ort ist die »Gerade« s mit der Gleichung

, a0

SR 4 =13
T — (3J+a[ é J ohne den Aufpunkt (4|4 | 0), weil o= 11 nicht null sein kann.

¢ Scharparameter im Aufpunkt und im Richtungsvektor

Auch solche Scharen bilden meist eine Fliche im Raum. Sie sind allerdings nicht mehr
eben, sondern wie ein Sattel in zwei Richtungen gekriimmt, zum Beispiel die Schar j,
(siehe Bild, Aufgabe 23.). Die Mathematiker haben solchen Flichen den exotischen
Namen hyperbolisches Paraboloid gegeben.

158




: Foll . pi=an
j\;x = |5=5a|+4+g u.-1|
3 o} L1

hyperbolisches Paraboloid

= 2—any a-—2
Wir untersuchen jetzt die Scharh, : X = 'L-“* —228 [+ v[ 0 }

hyperbolisches Paraholoid

. 2-a =
hy: X = [4-22 | 4+v| O
o f | 2

Alle Schargeraden h, sind parallel zur x,x;-Ebene, denn bei allen Richtungsvektoren ist
die 2. Koordinate gleich null (graue Steigungsdreiecke im Bild!). Das Bild erweckt den
Eindruck, als ob die Punkte mit gleichem Parameterwert v auf anderen Geraden légen,
die selber wieder eine Schar bildeten. Um diese zu finden, halten wir v als Scharpara-
meter fest und lassen a als Geradenparameter laufen. Wir nehmen den allgemeinen
Geradenpunkt und sortieren um

. 2 an I(a—fé 2—a+av—2vY [2-2w) fv—1)
}{_ :[4—2:}. + V| 0 :[ 4 —2a = 4 +a i
. 2 ) g 1 2+ 2v 2+ 2v) 0 )

2+ 2v . 0 )

L f2-2% v—1}
und bekommen die Scharq,: X =| 4 J+ al -2 |.




Fliachen, die aus Geradenscharen aufgebaut sind, heiflen Regelflichen. Sie spielen in der
Technik eine groBle Rolle. Die bekanntesten Regelflichen sind

— die Ebene

— der Kreiszylinder (eine Gerade rotiert um eine zu ihr parallele Achse)

— der Kreiskegel (eine Gerade rotiert um eine sie schneidende Achse)
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— das einschalige Hyperboloid
(eine Gerade rotiert um eine zu ihr windschiefe Achse)

==
e

i

einschaliges Hyperboloid

— die Regelschraubflache
(eine Gerade rotiert um eine zu ihr nicht parallele Achse und verschiebt sich dabei
gleichméBig in Richtung dieser Achse).

= [E=s Schraubfliche

o ] | ., — —— Schraublinie
\
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% ppdls 1
m g: X = ‘ 31]+k i] Welche Lage hat g zu
e
. 1S F g 1 ek
a: X =|-5|+o|-2 b = [—5 +§5L—2]
=1 \2 ) 0) 2
e -1 oy e (23
[ =‘-5J+7[—2] d: X ={— +5‘4\
Lo £ 50 4]

\2.| Untersuche die Lage von g und h und bestimme gegebenenfalls den Schnittpunkt:

i =T I/'l\, e 1~ f2
a) g:X =2 |+a|-3| h: X :[—8|+p12}
1 "\1.-" _1/' k'_GJ
= 1 2 g _;'—Z\I 1‘5
b} g: X :(11+}»|]} hX :l' 0J+}_L[0l
\:3', '\1 \1 1.J|
e 2 2y A ol Jrl
c) g X =(]]+}\. 1] h: X = UW.{..LJ_iD]
3 1) \‘J,-' IRO.
e 2 -3 (" ot -3 - B
d g: X =|-2|+L] 5 h: X = 51 —~10
F e B
v —2 3 il 7 (—8
e g:X = 1|+;~.(0W h:X:(1+|J.U
2 ) -5) -13 klﬂ

,E A(-5/4]-2),B(61-314), C(10]-6]18), D(©0] 0] 22). Zeige durch Berechnung des
Diagonalschnittpunkts, da8 ABCD ein ebenes Viereck ist.

4. Zeichne g und h ins linke Muster-KOSY, untersuche ihre Lage zueinander und
ihre Lage zur xg-Achse. Zwei ungewohnte Ansichten von Geraden entstehen; mach

dir klar, woran das liegt. Zeichne dann zur Verdeutlichung g und h ins rechte
KOSY.

(Das rechte KOSY entsteht, wenn man das linke KOSY 37° um die x3-Achse weiter-
dreht, die Blickrichtung ist in beiden KOSYs 30° gegen die X,Xo-Ebene geneigt, ge-
neigter Leser!)
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Kl

3

— 2 8 — o8 2 4

a) g: X =[0]+l(4], LD ¢ :[21+p[2J
1) (5 2 "o

o —2 f—4 " -6 0

b) g:X:[2}+l|—2], h:X:[U +u.|0}

0 1\—3 0 .\2_’.

Beschreibe die moglichen Lagen der Geraden v und w im Raum,
die bei bestimmter Blickrichtung so ausschauen:

v v v
\:-' ‘i:

a) b) d) e . D :.a
W w =

Die Ortsvektoren von A(6| 0] 3),

B6|12|0)und C(-3|0(6) span-i | | _

nen ein Spat auf.

M ist Kantenmittelpunkt, S ist

Mittelpunkt der Deckfléche.

a) Berechne den Schnitt- L e T
punkt T von [AM] und [0s].

b) Berechne den Schnittpunkt
U von [CT] und [OD J.
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7.

K,L,M, N, Pund Q seien Kan-
tenmitten im Quader, der auf
der x;x,-Ebene steht.
Untersuche die Lage folgender
Geradenpaare und berechne _
gegebenenfalls die Schnitt- I, DOI1010)

G(41814)

punkte. _
a) PL und KM oy

B PLund NQ A@1010) 1076
¢) KM und NP K
d) HQ und NL

e) HQ und KP

Kund L sind Kantenmitten der vierseitigen Pyramide ABCDE.

a) Zeige, daf} sich CK und DL schneiden, und berechne den Schnittpunkt S.
b) Untersuche die Lage von AC und ES. Schnittpunkt T ?

¢) Untersuche die Lage von DK und CL. Schnittpunkt U ?

E1016)

D(-31-1210)

C(-31010)

A61-1210)

B61010)

: |r‘g —52\ . (2 2 . ey

e: X = +g| ¢ f: X =|0|+p|5 - X =~| 5
'\5J [“J [3] {PU * TU |

a) Welche besondere Lage im KOSY haben e und g ?
¢ b) e und fsind windschief. Stelle eine Gleichung der Gerade h auf,

die parallel zu g ist und e und f schneidet. Berechne die Schnittpunkte.
Bei welcher besonderen Lage von g gibt es keine Losung ?




8

=

0
L 3 -4
a) Zeige, dafl g und h windschief sind.

¢ b) BStelle eine Gleichung der Gerade k auf, die durch A geht und gund h

schneidet. Berechne die Schnittpunkte. Bei welcher besonderen Lage
von A gibt es keine Losung ?

— —2 25 | 3 -2
10. A2|-1]0), g: X :L?J+l(—1} h:X:[ l+u[g]

= e

e E e

11. a) Begriinde, daB sich die folgenden Geradenpaare schneiden,
und berechne die Schnittpunkte S; :
ACund UW,S;, - BCundVW,S; - ABund UV, 5;

e
AN T

b) Untersuche die Lage von
S]SE 'Ll'ﬂd SzSa o 8283 und S:;S] —= S:]Sl uﬂd S]SQ
(DESARGUES 140t griiflen!)

:

/- D(10110)

U41017,5) ‘
j’ l .
A ‘ \V(21415)
; -"",_—"‘_F‘_' \
/ Wo[0125) 1\
/. | \
]} ;’# lC(OiOIO} \\\
/f S \\\
’;’! e s \\\
B(41810) )

A(161010)




12. A(1/-313),B(3|1[-3), C(1]=1]3) und D(1|3|3) bilden ein Tetraeder.
Zeige durch Rechnung: Die Strecken, die die Mitten zweier windschiefer Kanten
verbinden, schneiden sich alle in einem Punkt S.
In welchem Verhiltnis teilt S diese Verbindungsstrecken ?
(Diese Eigenschaften hat jedes Tetraeder!)

Ty
4)
~3)

Sl =5 o VB
18, a: X = [17]+{x(—4], b2 = |7 ~+Bt

=9, 3 ) -9)

a) Untersuche die Lage von a und b.
b) Bestimme eine Gleichung der Mittelparallele m von a und b.

¢) a’ entsteht, wenn a eine Halbdrehung um b macht.
Bestimme eine Gleichung von a'.

d) b’ entsteht, wenn man b an a spiegelt.
Bestimme eine Gleichung von b'.

* 14. a) Zeige: Die Punkte A(6|-1[6),B(7|1]8)und C(4|-5/2) liegen auf einer
Gerade g.
Gib eine Gleichung von g an.
i 2 : !
b h:X =P+ ;I.lt—ll ,P(7|-4]|5) . Zeige, daB sich g und h schneiden.

4

¢) Bestimme Q und R auf h so, dal CQ parallel ist zu AP und CR parallel ist zu
BP. Zeige, dafl AR und BQ parallel sind.

(Diese Behauptung stimmt fiir beliebige Punkte A, B und C auf g und P auf h.
Das hat der griechische Mathematiker PAPPOS um 300 in Alexandria bewiesen.)

* 15. A6|-2|0),B(614]|9),C(-6|-2|-6)

— A +pB
a) X =- 1 +p— beschreibt bis auf einen Punkt (welcher?) alle Punkte der
Gerade AB,

Welche geometrische Bedeutung hat der Parameter p ?
Ebenso lassen sich die Geraden BC und AC darstellen:
—~ B +oC TR
BC:X =————, CA: X =————
141
b) R liegt auf AB mit p =2, S liegt auf BC mit o =
Bestimme den Schnittpunkt P der Geraden CR und AS.
¢) BP schneidet AC in T. Berechne T und den zugehérigen Wert. 1.

Der italienische Mathematiker Giovanni CEVA (1647 bis 1734) hat bewiesen,
daf} in einer solchen Situation gilt: pot = 1. Stimmts auch in diesem Beispiel ?

e pElh 7
116] g.: X = [ . ]+ l( EI]J. Bestimme a so, daB} die Schargerade
\.— 3

F

a) parallel ist zur x,Xs-Ebene b) durch den Ursprung geht
c) durch W(w,|—415) geht, berechne W.
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N 16y ¢oda o
19 h.: = L 4 1+ 134 s J . Bestimme a so, daf} die Schargerade
o—Da

a) parallel ist zur x;x,-Ebene b) die x,x;-Ebene nicht schneidet
¢) durch den Ursprung geht
d) die xg-Achse schneidet, berechne den Schnittpunkt.

18. A(a|—2|3)und B(a + 4| 0| 5) legen die Schar k, fest. Welche Schargeraden
schneiden die Koordinatenachsen ? Berechne die Schnittpunkte.

Fiir die Aufgaben 19. bis 22. empfiehlt sich das Determinantenverfahren.

1_9:'?;3}{ :[—1]-}-1[2] h,: X :{U).pp{?a}
2 -1 155 —a
a) Beschreibe die Schar h,,.
b) Fiir welche Werte von a sind g und h, parallel (identisch) 7

¢) Fiir welche Werte von a schneiden sich g und h,, ?
d) Fiir welche Werte von a sind g und h, windschief ?

_ = s 9k
20. A(1/2/2),B@2|-111) g X =(3W+1[—9J
=
a) Beschreibe die Schar g,.
b) Bestimme k so, daf} g parallel zu AB ist.
¢) Fiir welche Werte von k sind AB und g, windschief ?

s 2+t2\\ 2 s 71 -2
21.&:)(:(2 +?{12] h:X:[ +j.J.[;]

L
0 ) 2
a) Beschreibe die Schar g;.
b) Fiir welche Werte von t sind g, und h, parallel (identisch) ?
¢) Fiir welche Werte von t schneiden sich g, und h; ?

Gib den Schnittpunkt S an.
d) Fiir welche Werte von t sind g, und h, windschief ?

| =y n (3\3 0 a I|ll l‘. fr 2
22) A@Bl-2]2),Bal2]-1), g: X =|-2[+A[ 1]  h:X =2 +u:-2-ﬂ]
2 ) =1 \-1) | 1+a

a) Fiir welche Werte von a schneiden sich g und h, ? _
b) Fiir welche Werte von a liegen die Schnittpunkte S, im IV.Oktanten ?
Fiir welche Werte von a schneiden sich gund h, in A ?

¢) Destimme den geometrischen Ort der Schwerpunkte der Dreiecke ABS, .
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. 0 rl—a \
e 23 3 :X =|5-6al4+pn|a-1
Ja S0 M 1 J|
a) Welche Schargerade geht durch P(- 45|0]5) ?
s 1 = =1 \
b) Welche Schargeraden sind parallelzu v = |1 |, w = L i | ?
J J

¢) Bestimme den geometrischen Ort der Punkte,
die zum Parameterwert u = 2 gehéren.

d) Bestimme den geometrischen Ort der Spurpunkte in der x;x,-Ebene.

e) Zeige, dafl je zwei Schargeraden windschief sind.

i 0 rl+a
B4l s X = éJ +7T 2—03& . Stelle eine Gleichung fiir die Schar der Geraden auf,
s H}l' 5

auf denen die Punkte mit jeweils gleichem Parameterwert 1 liegen.

B _(1~| 1y = 0 ( I
25, g: X =|0|+A|1f, h: X =|1|+p|-2
i\Ua' {2 0}1’ I\ 1_:‘

Stelle eine Gleichung fiir die Schar der Geraden auf, die g und h treffen und zur
x,;X4-Ebene parallel sind.

S 70y S el f
2 26, a: X =u‘0J, b: X :LOJ+[5"
e 0 L

0 L g Al 13
k]l (i = [ O "{(U
0) =i g

Stelle eine Gleichung fiir die Schar der Geraden auf, die a, b und ¢ schneiden.
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VIII. Ebenen




1. Ebenengleichungen

Eine Ebene im Raum ist eindeutig bestimmt durch

— drei Punkte, die nicht auf einer Gerade liegen

— eine Gerade und einen Punkt, der nicht auf der Gerade liegt
— zwei echt parallele Geraden

— zwei sich schneidende Geraden

— einen Punkt und zwei verschiedenene Richtungen
(nicht kollineare Vektoren)

— \\
=5 ? S \'\
e \

= .;_\&s:“i PN

N
Wy

Eine Gleichung einer Ebene beschreibt die Ortsvektoren X aller Ebenenpunkte. Fiir
diese Beschreibung eignet sich die Festlegung durch einen Punkt und zwei Richtungen
am besten. Man wihlt einen Punkt A der Ebene E als Aufpunkt und zwei nicht kolline-
are Vektoren U und v als Richtungsvektoren, die parallel zur Ebene liegen. Der Orts-
vektor X eines beliebigen Ebenenpunkts lafit sich dann darstellen als Summe von A
und einer Linearkombination von W und ¥: X = A +A U +u V. A, 4 heifen Parame-
ter des Punkts X. Die Gleichung heifit Parametergleichung oder Punkt-Richtungs-
Gleichung der Ebene.

Jeder Punkt der Ebene ist eindeutig durch das Parameterpaar (A |p) festgelegt. A:TE\
und v bestimmen in der Ebene also ein (meist) schiefwinkliges Koordinatensystem mit
A als Ursprung und (Al ) als Punktkoordinaten.

Zusammenfassung

= ; |
i Ist A irgendein Punkt der Ebene E und sind u und ¥ zwei zu E parallele,

—%

nicht kollineare Vektoren, dann nennt man E: X = A +A 1w + v A pelR
eine Parametergleichung von E.
A heifit Aufpunkt, © und v heiBen Richtungsvektoren,

A und p heillen Parameter der Ebenengleichung.
L

Die Bedingung A, pelR 148t man aus Bequemlichkeit meist weg.
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=5 3 2 2
Beispiel: E: X =(0]+R[—1]+p[3]
-1 1 2

= 5

zud=-1,u=2gehort X = [;} ,P(5|7]2)liegt in E.
Je nach Wahl von Aufpunkt und Richtungsvektoren gibt es fiir eine Ebene (wie bei ei-
ner Gerade) verschiedene Parametergleichungen. Bei zwei Parametergleichungen, die
ein und dieselbe Ebene beschreiben, miissen die Richtungsvektoren komplanar sein.
Komplanaritit sieht man gewshnlich nicht auf den ersten Blick: Bei Ebenen erkennt
man Parallelitit oder Identitit erst nach Rechnung (im Gegensatz zur Gerade). Die

Ebene E (oben) kann zum Beispiel auch die Gleichung haben
= R 74 70 (4 45 2 0 2 2
E:X = {7J+Gt2]+ 1{4 |, es gilt ndmlich: {2 |: 1. [—1J+ 1. {I*Jund [4J =(=1)-|-1|+1-|3
2 3 1) 3 ) 1 2 1 2

el
NS

Ebene durch drei Punkte
Als Aufpunkt wihlt man einen der drei Punkte. Als Richtungsvektoren wihlt man zwei

linear unabhéingige der 6 moglichen Verbindungsvektoren,
zum Beispiel: X = C +ACA +pCB.
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Ebene durch eine Gerade und einen Punkt

Als Aufpunkt wéhlt man zum Beispiel den Aufpunkt G der Gerade g, als Richtungsvek-
toren zum Beispiel den Richtungsvektor T der Gerade und den Verbindungsvektor
GP: X =G +AT +uGP.

Ebene durch zwei Parallelen
Als Aufpunkt wihlt man zum Beispiel den Aufpunkt G der Gerade g, als Richtungsvek-

toren zum Beispiel den Richtungsvektor T der Gerade g und den Vektor GH , der die
Aufpunkte der Geraden g und h verbindet: X = G +AT +p GH.

/
R b

Ebene durch zwei sich schneidende Geraden
Als Aufpunkt wihlt man zum Beispiel den__z}ufpunkt G der Gerade g, als Richtungs-
vektoren am besten gleich die der Geraden: X = G +AT +pus.
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Koordinatengleichung

Die Parametergleichung einer Ebene ist zwar recht anschaulich, aber sehr unhandlich
beim Rechnen. Gottseidank gibt es eine einfachere Beschreibung mit einer Gleichung,
man sollte sie normalerweise immer verwenden: die Koordinatengleichung. Zu ihr fiih-

ren verschiedene Wege:
Elimination der Parameter aus der Parametergleichung

il 1 (3
+}u[—1J+p[3]
1 1

Beispiel: E: - (—(']3

I x;= 2 + A+3u
IT xo=-2 — A +3U i
III x3= 0 + A + |A=x5—1|
I' ;= 2 + x3 +2 | 2u =>-;1_—2—x-_5__:

IT' xo=—2 — X3 +4p
II" x,=—6—3%3+ 2%
IT" ist die Beziehung zwischen den Koordinaten des allgemeinen Ebenen-
punkts X(x, | x,|x;). Wir ordnen um und bekommen die Koordinatenglei-
chung: E: 2x, - x, - 3x3-6=0
Man kann zeigen, da8 jede solche lineare Koordinatengleichung (bei der nicht alle Koef-

fizienten zugleich null sind) eine Ebene beschreibt. Zum Beweis braucht man nur zwei
der Koordinaten als freie Parameter zu nehmen. Wir fithren es an unserm Beispiel vor:

E: 2x;—-%,—3x3—6=0,
X =0,
%=1,
x,=— 6+ 20 — 31t oder vektoriell geschrieben:

Xy ( 6] ki i1 7 0
E: Xg :|—6+2G—-31 :—6]1—0 2}1—{{—31’
X3 L 1 IR L0 1

4

das ist eine der unendlich vielen Parametergleichungen von E.
Satz
Jede lineare Gleichung der Form n,;x, + n,X, + ngx; + ny = 0,
bei der mindestens einer der Koeffizienten n, , n,, n; ungleich null ist,
beschreibt eine Ebene.
Ein Punkt P(p, | p,| p,) liegt genau dann in dieser Ebene,
wenn seine Koordinaten diese Gleichung erfiillen: n,p, + nyp, + Nzp; + Ny = 0.
Eine solche Gleichung heifit Koordinatengleichung der Ebene.
Mit der Koordinatengleichung ist es viel leichter zu entscheiden, ob ein Punkt in einer
Ebene liegt. Zum Beispiel liegt (2 |-2|0)in E: 2%, —%;—3x3—6=0,
denn es gilt 2-2 —(-2)—3(0) -6 =0.

173




Multipliziert man eine Koordinatengleichung mit einer Zahl (#0), so dndert sich die Lo-
sungsmenge nicht, die beiden Gleichungen beschreiben dieselbe Ebene. Man vereinfacht
eine Koordinatengleichung so, dafl die Koeffizienten teilerfremde, ganze Zahlen sind,
Beispiel: E: 6%, — 9%, +12x,-36=0:3 p. _34 ,%y 3y 19-0 ” ey

E: 2%, 3% + 4x,-12=0 F: 2%, — 8%, + 4x,—12=0 (E=F1)

*Determinantenmethode A

Ein Punkt X liegt genau dannsin der Ebene, wenn die Vektoren AX ,u und v kom-
planar sind, das heif}t det( AX ,u,v )= 0. Rechnet man diese Determinante aus, dann
steht die Koordinatengleichung da.

e e X, =2
AX: X - A = X2+2
Xa
TR x3—2 1 3
det( AX, u,v)=| x,+2 -1 8 |=0
K3 1 1

(x7—2)-(—=4) — (x5 4+2)-(-2) + %36 = 0
—4x, +8+2x,+4 + 6x3=0
—4x1+2x2+6:{3+12={]|| t (=2) E: 2%, —%,-3x;—6=0

Sind von einer Ebene drei Punkte bekannt, so findet man die Koordinatengleichung
direkt mit der Determinantenmethode (ohne Umweg iiber die Parametergleichung),
Beispiel: A(0|-2]0),B(2|2]4),C(-6|-5]6)

AB:[“;J:Q(?]’AC :[-3}:—3[1J, x2+2 2 1 =0
4 .\J . 6 =2 Xg 9 _9
(%1)-(—6) — (%9 +2)-(—=6) + x3:(=83) = 0 5ot

E: 2%, -2%,+%x,-4=0 AX

Zur Kontrolle empfiehlt es sich, den einen oder andern Punkt einzusetzen.
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Aufgaben
m Gib eine Parametergleichung der Ebene E an, die den Punkt P(-2| 1| 7) enthilt

2N -3
und von den Vektoren u :(};} und v =[ L;, ] aufgespannt wird.

s S s 1y —2\1
2| Gib die Punkte A, B, C und D an, die in der Ebene E: X =|1 |+ 4|7 |+u| 0 |
3 2 5 |
liegen und die Parameterwerte haben
AA=0lp=0),BA=0lp=1),Ch=1lp=0),D(h=1lp=1).

|_3:' Untersuche, ob die Punkte A(1 |4|6),B(5|-7 |0)und C(14| 2| 7)

8 2 1 i)

inder Ebene E: X = {g} + l{i W+ ].Ll g ] liegen, und nenne gegebenenfalls
Fd \

die zugehorigen Parameterwerte. Zeichnung im Koordinatensystem !

'4.] Stelle eine Parametergleichung der Ebene E(ABC) auf mit den Punkten

a) A2|1]3) ,Bi-1l0l5),cC2l-713)
b AC|1l-3),B(Tl-1]5),C-3]|8|-1D) @)

5. Gib eine Parametergleichung der Ebene an, die festgelegt ist durch
a) ualol-1,vololo), w-2|-4]1)

— il 2
B Pal2l-1),g: X :|3|+1[--12]
Tl

L 2 = Ay | phx

O [01+1[—2},h: e = [0|+p| 2
0) 1 \0) \-1)
s 1 2y R =23
d) g X = (OJ+}.{—2J,R: X = 4J+p! 2 |
o) L1 lo) " {-1)

Ty P

6] g: X = [—121+3.[:2], £ =

—2|+pul 3

Bestimme eine Parametergleichung der Ebene E, die g enthalt und parallel ist zu f.

itig 2 s A r—9 1y :
7. AT|-115),a:X = [ 1}1— RS e = [ 8 ] + pL 1 J . Gib eine Parametergleichung
7 0) 13 b
et Nl \
der Ebene E an, die A enthilt und parallel ist zu a und b.

o 2y 2 0

* 8. Welche Punktmenge beschreibt die Gleichung X =| ;’ |+ A 1 + “I r; |’
e LE) 2

wenn gilt; —co <A <+eo und —15p<1?




¢ 9. Welche Punktmengen beschreiben die Parametergleichungen(ua,v#0 )
a) X =P +LL u, u#0 B = )
¢) X =20 +uv, A+p=1 d X =ku +uv, Lip=1
o s 4y r1y  Bestimme eine Parametergleichung der Halb-
»10. ABBl0]2), g: X = L + A ? ‘ ebene H, die den Punkt A enthilt und von der

/ A/ Gerade g begrenzt ist ?
Zeichnung im Koordinatensystem !

114 Fiihre die Parametergleichungen iiber in Koordinatengleichungen:

. 0y 0 =23 =5 =1 15 3
a) X :Lr|+}h6+u[3 b X =|4 +1(1+MM
0 0 ) lelsia’) 0)
=1y ¢ 0 25 = e \ 1
) X =|=3|+X 11+1~L[—1| dl X = |2 ‘+:’~ 1 *P[‘zl
L2 ) kel / -3 2 L1
. 710y 1y ¥ 1y 4 61
e) X :‘r: -a-l[—') +LL[]5 {2 +A|0 +LI[C‘
\ 2 ) \6) \3) \3) 7)

§i2. Priife, welche der Punkte A(1|2|-2), B(0]| 0| 0) und C(2| 0| 1) in der Ebene liegen
a) E: x;+2x,-2x,=0 by F: 3x,-x3=5 c) G x=0

| 13] Bestimme den Parameter so, daB P(1|2|-5) in der Ebene liegt

a) E x-2x+x3-a=0 b F: ax;+x,=0
¢) G 2x,—3x,+axy=2a

14. Gib Koordinatengleichungen der Koordinatenebenen an.

4 Gib eine Koordinatengleichung der Ebene an, die festgelegt ist durch
Vi 1B 2N f—ay 70y

LN

gl B
o)X= 2l 1 [4p| 1 by P13|3), o X = 2!+.1|2
'\6; \_2.-' k3 .6}- ‘3}
c) A(1]1 1),.0=3|=1]-2)
" 0 1 e 7O Pl
G T 2J-+-l{21. h: X =|2 +;1|“|
L6 L3 ) | 6) 1l
. ."0 r1 5 - ID‘.I 21
9 g X =(2|+4(2] ]c:leo +o2|
\ 6 ) 3 1) L3
~ P ('5 s 14 J\
[16] g X = 1}%{—2], h:xzf %u
= -3 8 17 )

Zeige, daf} sich g und h schneiden, und gib eine Koordinatengleichung der Ebene an,
in dor g und h liegen.




17. Die Wiirfelecken A, C, F und H sind die Ecken eines regelméBigen Tetraeders.
Bestimme Koordinatengleichungen der Ebenen, in denen die Seitenfldchen des
Tetraeders liegen.

%

* 18. In einem Wiirfel liegt eine regelméfige sechsseitige Pyramide. Die Ecken ihrer
Grundseite P, Q, R, S, T und U sind Kantenmitten des Wiirfels. Bestimme Koordi-
natengleichungen der Ebenen, in denen die Grundflédche und die Seitenfldchen der
Pyramide liegen.

* 19. Die oberen vier Ecken des Sechsflachs liegen gleich weit iiber der x,x,-Ebene.
a) Begriunde, daBl das Sechsflach ein Pyramidenstumpf ist,
und berechne die Pyramidenspitze S.
b) Bestimme Koordinatengleichungen der Ebenen, in denen die Seitenfldchen des
Sechsflachs liegen.

20. Die Ebenen E und F haben eine besondere Lage im Koordinatensystem.
Beschreibe diese und stelle Koordinatengleichungen der Ebenen auf.
r 3 7 )y = 0 0 r 0

t {
~ 1 - 0 - |
E: X _-|2 ‘Ha Ui+_u|ﬂ 5 PR :‘-EJ +n!1|+u| !
=1 T | e Ay

LS ' \ g , .

1)




21, Gib eine Koordinatengleichung der Ebene an, die
a) durch P(1|2|-2) geht und parallel ist zur x,x;-Ebene

s e 2R 2
b) die Gerade g: X = ‘ 1? ¥ l[ 3 ] enthélt und parallel ist zur x;-Achse
=

/ el
¢) durch den IL.Oktanten geht und den (rechten) Schnittwinkel der
X;Xg-Ebene und x,x,-Ebene halbiert.

Zeichnung im Koordinatensystem !

22. Gib Parametergleichungen an von:

a) E: 2x;,—-x+3x,-6=0 b Fox=x% el Bl xs=5
: 5 fl+a —2~
{'23. fo X = |3+48a |4 h[ 1| (siehe Bild Seite 157)
. 3—a ) -1
\ 7 '~ by

Ll

a) Zeige, dafl die Geradenschar eine Ebene E bildet.
b) Gib eine Parameter- und Koordinatengleichung dieser Ebene E an.

= 2 a-1
24, el = [0 + U (2{&2} (siehe Bild Seite 158)
I\,2_i " a A
a) Zeige, dafi alle Geraden der Schar in einer Ebene F liegen.
b) Gib eine Parameter- und Koordinatengleichung dieser Ebene F an.
¢) Welche Ebenenpunkte kommen in der Geradenschar nicht vor ?
s 0 1-a
28R = (ﬁ —5a |-+ G[a - 11 (siehe Bild Seite 159)
0 1
\ / /

Zeige, daBl die Geraden der Schar nicht in einer Ebene liegen.

2. Lage im Koordinatensystem

Ursprungsebene

Der Ursprung O(0| 0| 0) liegt genau dann in der Ebene

BE: nyx; + nyX; + n3x5 + ny = 0, wenn ng = 0 ist.

Zum Beispiel geht die Ebene U: 3x, + x, — 2x, = 0 durch den Ursprung.
Der Parametergleichung sieht man das nicht so ohne weiteres an,
aufler der Ursprung ist Aufpunkt, U: X =A% +puv.

Parallelitit zu einer Koordinatenebene

Liegt E im Abstand 4 iiber der x,x,-Ebene, so erfiillen ihre Punkte die Gleichung x, = 4.
Ihre Koordinatengleichung lautet x; — 4 = 0, oder ausfiihrlicher 0-x, + 0%+ x3—4=0.
Allgemein gilt:  Sind die Koeffizienten n; und n; gleich null,

so ist die Ebene parallel zur x;x-Ebene.
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X, X,

In der Parametergleichung erkennt man diese Parallelitit daran, da8 in beiden Rich-
tungsvektoren dieselbe Koordinate null ist. Die Ebene E: x; —4 = 0 hat zum Beispiel die

i - 6 (—1
Parametergleichung E : X = (2 J+}L(—l [+ —4].
\ 4 L0 ) L 0
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Parallelitiit zu einer Koordinatenachse

Ist der Koeffizient n; null, dann ist die Ebene parallel zur x.-Achse.

Wir erlautern das am Beispiel E: 2x, — x, + 6 = 0. Der Punkt P(0| 6| 0) liegt in E, aber
auch alle Punkte P,(0| 6 | 1) mit beliebiger x;-Koordinate A. Diese Punkte liegen auf der

= 0 0y
Geradeg: X = [6% A|0 |, g liegt parallel zur x,-Achse. Also ist E parallel zur x;-Achse.
D), l .1'

Die Gleichung 2x; —x, + 6 = 0 beziehungsweise x, = 2x, + 6 beschreibt im ebenen x,x,-
Koordinatensystem eine Gerade s, , in der E die x,x,-Ebene senkrecht schneidet.

In der Parametergleichung erkennt man diese Parallelitit auf Anhieb nur dann, wenn
einer der Richtungsvektoren parallel zu einer Koordinatenachse ist. Die Ebene E -

— -2 0~ r2 3
2%, — X, + 6 = 0 hat zum Beispiel die Parametergleichung E : X = ( 2|+ [ } + u 4 |
| 3
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Achsenpunkte, Achsenabschnittsform, Spurgeraden

Die Schnittpunkte einer Ebene und der Koordinatenachsen heilen Achsenpunkte der
Ebene. Man bestimmt sie aus der Koordinatengleichung, indem man jeweils zwei Koor-
dinaten null setzt.

Beispiel: H: 2x, + 3%, +6x3—6=0
Schnitt mit der x,-Achse: X, =x3=0, x; =3, Sy3(3 l0]0)
Schnitt mit der x,-Achse: x, =X3=0, X, =2, S;5(0/2/0)
Schnitt mit der x;-Achse: x, =%, =0, X;=1, S,(0/0[1)

Die Schnittstellen von Ebene und Koordinatenachsen heilen Achsenabschnitte der Ebe-
ne. Die Koordinatengleichung der Ebene 1idt sich schnell so umformen, daf} diese Ach-
senabschnitte direkt ablesbar sind.
Beispiel: H: 2x, + 3%, + 6x,—6=0
2%, + 8%, + 6x3=6 ||:6
. Xp X X
Achsenabschnittsform von H: R S T 1,

H hat die Achsenabschnitte a, =3, a; =2 und az= 1.

Achsenabschnittsform L + X2 + A 1 _
chsens : = |
Allgemein: G A |

die Achsenpunkte sind (a,[0[0), (0 | a,| 0) und (010 | ag). |
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Die Schnittgeraden einer Ebene und der Koordinatenachsen heilen Spurgeraden. Mit
83 bezeichnen wir die Spurgerade in der x,x,-Ebene, s, ist die Spurgerade in der x,x,-
Ebene und s, ist die Spurgerade in der x,x,-Ebene.

Wir verwenden die Achsenpunkte (mindestens einer ist immer da!), um eine
einer Spurgerade aufzustellen. Im allgemeinen hat eine Ebene 3
davon legen eine Spurgerade fest. Im Beispiel ergibt sich:

Gleichung
Achsenpunkte, je zwei

g 3 3
S X = (3J+ p (—]JJ 1st die Spurgerade von H in der X;X,-Ebene,
L \ €

— 0 3
& X = [0J+ 0{0 J ist die Spurgerade von H in der X,Xs-Ebene,
1 -1

i 0 0

B = {3]+ 1:[—2] ist die Spurgerade von H in der XoXa3-Ebene.
1

Im allgemeinen bilden die Spurgeraden ein Dreieck mit den Achsenpunkten als Ecken.

Dieses Dreieck heilt Spurdreieck. Mit ihm 148t sich die Lage einer Ebene im Koordina-
tensystem besonders gut veranschaulichen.

Ist eine Ebene echt parallel zur x-Achse, so entartet das Spurdreieck zu einer Doppel-
kreuzung mit einem Parallelenpaar: Jetzt gibts nur 2 Achsenpunkte, 2 Spurgeraden
sind parallel zur x-Achse und stehen senkrecht auf der 3. Spurgerade. Enthilt eine
Ebene die x;-Achse, so entartet das Spurdreieck zu einer senkrechten Geradenkreu-
zung: die eine Spurgerade ist die x;-Achse, die andre liegt in der x;x,-Ebene. Zum Beispiel
enthélt die Ebene K: x, + 2x; = 0 die x,-Achse.
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- @
8, X =|o|+ ‘EL:-_
B )
Ist eine Ebene parallel zur x;x;-Ebene, so entartet das Spurdreieck zu einer senkrechten
Geradenkreuzung: Jetzt gibts nur 1 Achsenpunkt, von den beiden Spurgeraden ist die
eine parallel zur x;-Achse, die andre parallel zur x;-Achse.

Am schwierigsten zu veranschaulichen und im Bild wiederzuerkennen sind Ebenen,
die durch den Ursprung, aber nicht durch eine Koordinatenachse gehen: Die drei
Achsenpunkte fallen im Ursprung zusammen, das Spurdreieck entartet zum
Ursprung. Auch die Spurgeraden gehen durch den Ursprung; ihre Gleichungen findet
man durch Losen eines Gleichungssystems.
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Beispiel: U: 3x, + x,—2x3=0
Fiir die Punkte der Spurgerade sy in der x;x,-Ebene gilt zusiitzlich x, = 0,
in U eingesetzt liefert das 3x; + x, =0, also x, =—3x, .
Nimmt man x, als Parameter v, so ergibt sich

X1 =V Y r 1
Xg = —3V Spurgerade s;: X = v —-:J
o =) \ 0

.
G e 2%

- 25 ! F1\
e . ’ -
8,0 X=V|-3 e b e

= 0 |

Aufgaben

i—| Welche besondere Lage im Koordinatensystem hat die Ebene
Al x4+ 2% +3%,=0 B: x; +2x,=0 C: x =0
D: x,—2=0 E: x,+2%;-4=0 F: x,=x%x;

2.| Bestimme eine Koordinatengleichung der Ebene E:
a) K ist parallel zur x,x,-Ebene und geht durch den Punkt P(1| 2| -3).
b) E ist parallel zur x,-Achse und geht durch P(1| 0] 0) und Q0| 0| 1).
¢) E ist senkrecht zur x,x;-Ebene und geht durch O und P01/ 1).

v N il B
d) Eist parallel zur x,-Achse und hat die Spurgerade s, : X =|0 [+ |0 |.
2 v \ 1 4

e) E ist senkrecht zur x;-Achse und geht durch P(r| \,"—1?' | 4).

[3.] Welche besondere Lage im Koordinatensystem hat die Ebene

A pliet PR SRR e 0 0
A;X:[z +A|0 +u{0 B: X=|3 ‘+?L 1}+p-—1
\"] J l' 0 / 1 ! ~2 / X 1 J \ 1 J
S 3y /1% . rEs 45 < ¢l 3\ 0y
C:X:|D +A |1 [+p|-2 D: X =)|-1 Fll[l‘l‘ X={O}*—ﬁ, l|+_u[1
\3,' x[‘)," ‘Lﬂf kga' \Ux 3 \O}I \0:"
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|?i! Bestimme die Achsenpunkte und gib Gleichungen der Spurgeraden an
Ar Tx; — 14x, - 6x;,—42 =0 B: %, +3x,-5x,+15=0 C: 2%, +X,—X;=0
D: 2%, —x,+4=0 E: 2%, =x, F: %+2=0
Zeichnung im Koordinatensystem !

5. Bestimme die Achsenpunkte und gib Gleichungen der Spurgeraden an
—u 9 —3 3 = 1 -2 0
AX = [ ]m( J u{ } B;x{e;]m[-z}ww
= 14 7 gl L 2] ile

6. Bestimme die Achsenabschnittsform und die Achsenpunkte

A 3x, - Tx, +6x,—42=0 B: %, —Tx,—-3x;+21=0
C: 2%, +3x,+1=0 D:%xl+%x2+ix3+%=0
E: X, +X+%x3=0 (H F: 17x,+10,2=0

Zeichnung im Koordinatensystem !

7. Bestimme eine Koordinatengleichung der Ebene mit den Achsenpunkten:
a) , 3) b) 2)
¢) nur(0/-3[0)und (0[0]5) d) nur(0|0|7)

Zeichnung im Koordinatensystem !

* 8 Die Ebenen E, F und G sind E'est,ge]egt von zwe' Spurgeraden:

S 1 a

L — 01+u 2 l,.JX:'{] }+

0] "o L0 )
« (=2 1 - -2 f
B gt X= 0)"'?2, 52:}(:|Di+ﬁﬂ
o) "o Lo ) |2
— 1 f] LS l 1\
G B X = 0+t‘_‘21, S = |0 Q{U
i LT Gl

a) Beschreibe die Lage von E und R aufgrund der Spurgeraden.

b) Beschreibe die Lage von E und G aufgrund der Spurgeraden.

¢) Stelle von E, F und G Koordinatengleichungen auf.

d) Veranschauliche E, F und G als Spurdreiecke in unserm iiblichen KOSY.

a - fe
b undsz:}{zpmlmit a,b,c,d#0
0 \d

seien Spurgeraden einer Ebene U.

= 90 53: X‘: 1.[

Bestimme eine Gleichung der Spurgerade s, in Abhéngigkeit von
a,b,cund d.

185




10'.-i Eine Ebene sei so festgelegt, daf ihre drei Achsenpunkte vom Ursprung
die Entfernung e (>0) haben.

a) Wieviel solcher Ebenen sind méglich ?
Beschreibe sie mit Koordinatengleichungen.

b) Welchen Kérper begrenzen diese Ebenen ?
Berechne sein Volumen V und seine Oberfliche F.

3. Ebene und Gerade

Eine Gerade g kann eine Ebene E in einem Punkt schneiden, echt parallel zu E sein oder
in E liegen.

gnE={]

i g_und E sind echt parflle]—_ gnE= (5]

‘ g und E schneiden sich in S |

Um den richtigen Fall herauszufinden, nehmen wir zunichst immer an, dalBl sich
Gerade und Ebene schneiden, und suchen den Schnittpunkt.

gNnE=g

g liegt in E
Parametergleichung der Ebene

Fiir die Berechnung des Schnittpunkts setzt man die Ortsvektoren der allgemeinen

Punkte von Gerade und Ebene gleich. Es ergibt sich ein 3,3-Gleichungssystem fiir die
drei Parameter,
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1. Beispiel: — 8 1
fie X0 = [3}-1—0[0}

5= ] 9 0 - » Gleichsetzen «
Hi = {ﬂ}{- A (—1}-1- U {—1]
0 0 1
DasSystem I 20 - © = 0
II —A —pu =3
I11 H -G = 6

hat die eindeutige Losung 0 =-6, p=0, A=-3.
Durch Einsetzen, zum Beispiel von ¢ in die Geradengleichung bekommt
man den Schnittpunkt S(2| 3/ 0).

2. Beispiel: &' X = (g]W[—fJ

SR (8 2 KG\
E: X = |ﬂ]+}\,[—1]+p‘—l

L0 oy
DasSystem I 20 - 20 = 0 A=o
II A —pu+20 = 3
[11 p—-oc = 6

fiihrt zu dem Widerspruch:
ik p—-6 =-3
I L—-c = 6

Es gibt also keinen Schnittpunkt: g und E sind echt parallel.
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3. Beispiel:

DasSystem I 2. - 20 = -6
II =X —pu+20 = 3
I11 p-o6 = 0

wird gelost von i =0, A =-3 + 0; es hat also e Lssungen:
zu jedem Wert ¢ gibt es passende Werte A, 1, das heifit,
jeder Geradenpunkt ist Schnittpunkt: h liegt in E.

Koordinatengleichung der Ebene

Wesentlich einfacher ist die Schnittpunkt-Berechnung, und damit die Lagebestim-
mung, wenn man mit einer Koordinatengleichung der Ebene arbeitet. Man setzt die
Koordinaten des allgemeinen Geradenpunkts in die Koordinatengleichung ein.

nu i 8 i x=8+0
1.Beispiel: f: X = |3|+gf0], Xp=3
6) \1)

E: %+ 2%, +2x3—8=0

(8+0)+23)+26+0)—8=0
hat die eindeutige Losung o = -6, also schneiden sich fund E in S(2| 3] 0).

2
-2
1

E: x; + 2%, +2x,-8=0

x3=6+ﬂ

2. Beispiel: = 8
g: X = ‘3 ‘4—0
\6)

8+20+2(3-20)+2(6 +0)-8=0 = 18 = 0. Wegen des Widerspruchs
gibt es keinen Schnittpunkt: g und E sind echt parallel.
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3. Beispiel: = 2 G52
h;: X = [3]+0 —2J
0 1

E: x+2x%,+2%;—-8=0

2+20+2(3-20)+2(0)-8=0 =200=0
Fiir o ist alles erlaubt, jeder Geradenpunkt ist Schnittpunkt: h liegt in E.

Wenn man blo} wissen will, ob sich eine Gerade und eine Ebene (Parametergleichung!)
in einem Punkt schneiden oder parallel sind, dann empfiehlt sich der Determinanten-
test:

\ Schnittpunkt Parallelitit

i o
|det(®u,v)20 | det(F,v)=0|

In den drei Beispielen sieht das so aus:

1 e e ] S0
1. Beispiel: 0-1-1| =— 3 #0, also schneiden sich f und E in einem Punkt.
150 =l

2. Beispiel . | 2 2 0
’ -2 -1-1

3. Beispiel 2dahlic 0, also sind g und h parallel zu E.

Aufgaben
- e fje\l I(].\ .f]_\l
14 B: X = |2 +IL'{J‘+I!.L‘-1|
: o b T o
ol 1 rl A s R ¢ 0 == i 3y
g: X =|2 +0i0]. Haak :[(‘|+T ‘W.J—fh = .1]+P| 1
1 =ls ) 20 =2l l6) |5

Bestimme die Lage von Ebene und Gerade.
Berechne gegebenenfalls den Schnittpunkt.
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Gegeben sind die Ebenen und Geraden:

E: x-2%+x3-1=0, F: 2x,-%x,-%-8=0

% { if_]. A Y (2 1" e !{1 A
gk = 4]+{1, 2 b: X = —1]+{?}(2|, e G
I\S L-d s I'\,D 1\0) \1)1
a4 1y » By 1y . 4 r1y
d:X = 2}+a[1', e:X =(2|+e|1], f: X :{n + ¢ oJ
kl 1) Lo b1 0 2

Bestimme von jeder Gerade ihre Lage zu E und F.
Berechne gegebenenfalls den Schnittpunkt.

Parallelprojektion (Siehe Kapitel IV)
Gegeben sind die Ebene E: x, + 2x; — 6 = 0 und das Tetraeder ABCD mit
A2l0l5),B(-112/0),C(-11418) und D(2| 0| 8) . Das Tetraeder wird in Richtung

—= il : R
p= L 2 1'| in E projiziert, dabei entsteht das Bild AB'C'D..
-2/

Berechne A', B', C' und D' und zeichne die Anordnung in ein KOSY.

Zentralprojektion (Siehe Kapitel TV)

Gegeben sind die Ebene E: 2x, + x,—6 = 0, das Projektionszentrum
Z(11|8/0) und das Tetraeder ABCD mit A(9]6]0),B(5,5|7(3)
C(616]1)und D(8|62) . Das Tetraeder wird zentral in die Ebene E projiziert,
dabei entsteht das Bild AB'C'D..

Berechne A', B', C' und D' und zeichne die Anordnung in ein KOSY.

Die Wiirfelecken A, C, F und H sind die Ecken eines regelmifBigen Tetraeders.
(Siehe Aufgabe 17. auf Seite 177)
a) In welchem Punkt schneidet die Raumdiagonale HB die Ebene ACF?

b) In welchen Punkten schneidet die Gerade durch die Kantenmitten
von [GC] und [AE] das Tetraeder ?
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Stelle eine Gleichung der Gerade k auf, die durch A geht und g und h schneidet.
Berechne die Schnittpunkte.

Ein méglicher Losungsweg fiihrt iiber eine Hilfsebene H zum Ergebnis.

(Tip: H geht durch A und eine der beiden Geraden, Skizze hilft!).

1 13 iy 1+a
il e

. =2y 2 s 3 -2
*6. A2|-1]0),g: X :L?JHL[—l], h: X =[o]+p¢4J

T 3
y E:X:[z

—i /" G 3 1
Welche Schargerade ist parallel zu E ? Ist sie echt parallel ?
i 2-a a—2
*8 E. 2x,-x+b=0, Bt X =(4—23J+H[[}]]
\ 2 2

a) Fiir welche Werte von a und b gibt es genau einen Schnittpunkt ?
b) Fiir welche Werte von a und b sind E,, und h, echt parallel ?
¢) Fiir welche Werte von a und b liegt h,, in E,, ?

4, Mehrere Ebenen

Zwei Ebenen

Zwei Ebenen konnen sich in einer Gerade schneiden, echt parallel oder identisch sein.

—

EnF={) I'/\ EnF=s

“E und F s_inEI-ccht parallel

E und F schneiden sich in s

E und F sind identisch |
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Um den richtigen Fall herauszufinden, nehmen wir zunichst immer an, daf} sich beide
Ebenen schneiden, und suchen die Schnittgerade. Die Berechnung der Schnittgerade ist
mit Koordinatengleichungen am einfachsten.

Koordinatengleichung — Koordinatengleichung

Die Koordinaten der Punkte, die in beiden Ebenen liegen, miissen beide Koordinatenglei-
chungen erfiillen, also Losungen eines 2,3-Gleichungssystems sein.

ool .fn‘ul 4 |
| %= [0+ 4
\3) \—3J

| X o 2}{,‘ + 4]{3 = E

E: X, +2x +4x;= 12
F. 6x, —3x, +4%x,= 12

[ X, + 2% +4x;= 12 | xy = 12 — 2x, —?1);3-
I 6x;, —3xy, +4x3= 12 '

-
IT — 15%, - 20x;=— 60  |X3=3-7%

Bei Wahl von x, = 41 ist x; = 3 —3p und x, = 4p, oder | %2 |= | 4p
|xs) (3-3n

(FLAL e }

— 0y 4
Gleichung der Schnittgerades von Eund F: X = | 0 |+ ?»r 4 J
lka.." o2y 3

Die Parallelitit zweier Ebenen erkennt man bei Koordinatengleichungen mit einem
Blick: Die Koeffizienten der x; der einen Gleichung sind bis auf einen gemeinsamen
Faktor identisch mit den Koeffizienten der andern Gleichung:
. 6x, —3x + dx, = 12
H: 12x, — 6%, + 8xy =—36
Es gibt keinen Punkt, dessen Koordinaten beide Gleichungen erfiillen.
H und F sind echt parallel.
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Ist die ganze Gleichung der einen Ebene ein Vielfaches der andern, so sind beide Ebenen
identisch;:

F. 6%, —3x; +4x; = 12
G —3x; + 1,5%, —2x4 =—6
Die Gleichung von F ist das (-2)-fache der Gleichung von G.
F und G sind identisch.
Aus der Theorie der Gleichungssysteme wissen wir, dafl ein 2,3-System, in dem minde-
stens ein Koeffizient # 0 ist, entweder keine oder ' oder «* Losungen hat. Jetzt haben
wir dafiir eine anschauliche geometrische Erkldrung.

Bevor man Vektoren in der Analytischen Geometrie verwendete, beschrieb man eine
Gerade mit einem 2,3-Gleichungssystem (mit zwei Ebenen also!). Suchte man den
Schnittpunkt zweier Geraden, so mufite man ein System von 4 Gleichungen mit 3 Un-
bekannten lésen. Erst in den 60er-Jahren hat sich die Vektorrechnung in der Schule
durchgesetzt.

Koordinatengleichung — Parametergleichung
Umstindlicher ist die Bestimmung der Schnittgerade, wenn eine Ebene in Parameter-
gleichung vorliegt. Man setzt die x; der Parametergleichung in die Koordinatenglei-
chung ein:

E: X+ 2x,+4x,=12

e SN aFRd AT X (2+A-1H
B: X = |4|+Xk|2|+p| 2 |, Xy | = |4+ 2k + 2| in E eingesetzt ergibt
L3 L0 ) 3 ) x3/) | 3+3u
(2+A—)+2(4 + 20 +2p) + 4(3 + 3p) = 12, 5\ + 15u == 10,
aufgelist nach einem der beiden Parameter A =-2-3u
und in F eingesetzt liefert die Gleichung der Schnittgerade
h 2 1y =1 N 70y i 4 5
X =|a|+=2-3w|2|+u| 2 ‘ X = ‘ '.‘|+:'~ 4
L3) i ek \3) \=3)

193




Parametergleichung — Parametergleichung

Noch langwieriger wird die Berechnung der Schnittgerade, wenn man zwei Parame-
tergleichungen verwendet. Durch Gleichsetzen der rechten Seiten bekommt man ein
3,4-System:

s BN =B O 8 R B S
E X = ].|+-G! 1 [+7] 1 F: X :‘4 -+ﬁ.‘2'+ui 2 ‘
Ll et e Sl RELIRU IS R e

I -60 +2t — A + u= -4
II c +1T—-2A—- 2u= 3
111 &=t - S 9 [c=2+1+3u] i)
Wir brauchen eine Beziehung zwischen A und p (oder zwischen ¢ und 7).
Deshalb mufi man o und t (oder A und p) eliminieren.
IIT" in I 4t + A+ 1Tu= -8 (I')
Ol'inIl 2t-20 + p= 1 (1Y [2t=1-p+2p]am

II"inT SA + 15u=-10, A =-2—3u eingesetzt in F liefert wieder
die Gleichung der Schnittgerade.

Kennt man die Spurgeraden zweier Ebenen, so geht die Zeichnung der Schnittgerade
leicht von der Hand: Die Schnittgerade verbindet namlich die Schnittpunkte von je zwei
Spurgeraden in derselben Koordinatenebene.
Beispiel: H: 2%, —X,+x3—4=0

hat die Achsenpunkte H,,(0|0|4) , H,4(0| -4 | 0) und H,4(2/ 0] 0).

K: x;+%,+4%,—-8=0

hat die Achsenpunkte K,,(0]0]2), K;5(0/8]0) und K,48/ 0] 0).

) aeial i 4 Y f 5 \
H und K schneiden sichins: X = | 4 [+A| 7
L0 .I\_q;'
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Drei Ebenen
Fiir die Lage dreier verschiedener Ebenen gibt es fiinf charakteristische Falle:
_1 die drei Ebenen sind parallel ‘_EI genau zwei Ebenen sind parallel;
ped e e es gibt genau zwei parallele Schnittgeraden

3]

= . _ | -
!_5J' es gibt genau eine gemeinsame Schnittgerade
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Sind die drei Ebenen durch Koordinatengleichungen gegeben (wir betrachten nur diesen
Fall), dann miissen gemeinsame Punkte das zugehorige 3,3-Gleichungssystem erfiillen.

Die

finf Fille veranschaulichen die moglichen Lésungsmengen, die wir vom 3,3-

System kennen:
— keine Losung in den Féllen |1|,/2| und |3|

— genau eine Losung im Fall @

— oo

' Losungen im Fall ﬂ

Aufgaben

i

[po]

196

Beschreibe die Lage von E und F und stelle gegebenenfalls eine Gleichung
der Schnittgerade s auf. Zeichnung im Koordinatensystem !

F: % —%+3%-3=0 F: 2%, — Xy +2x3—12=0
c) E: 2% —-x, — %3 + 6=0 d E: 2x,—x,+2x;-12=0

F: 2%, — %, + 2x,—-12 =0 F: 2% — %, +2x, + 8=0
el E: 2x,—-x%x, +2x,=0 ) E: 2% —x%,—-%3=0

F: 2%, —%, — x3+6=0 F: 2%, —%=0
g E:2x-% — %3 +6=0

F:F x+x%-3=0

Bestimme eine Gleichung der Schnittgerade von E und F:

a) BE:x+x=0 b) E: x =0 c) E:xi+x+x3=1
F: 2{.2+X3:0 F. 2.‘(2'{"!{3:1 F‘: \:|+K2:l

d Ex=x e E x=x ) Ex=1
F: ;=X B x, =32, Py =2

Zeichnung im Koordinatensystem !

E: x+X+x=0

F: 2% + % +%;+44=0

Wihle der Reihe nach x, , x; und x; als Parameter und versuche,
Jeweils eine Gleichung der Schnittgerade zu bestimmen.

Beschreibe die Lage von E und F und stelle gegebenenfalls eine Gleichung der
Schnittgerade s auf.

a) E: 2x—-x+2x3-4=0 b) E: x+x+3x,—-6=0
S B ST Sl S S
F: X=|2[+\M]|0|+p|1| RX=1]+al0 +!_l‘—33|
2 ) 1] o) e 1

Moy 1 N \ J
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Bestimme eine Gleichung der Schnittgerade von E und F

0 — 0 2
1] by E:X :(U +h[—l]
0 j 2

—a r1
a) EZX:lU]—{-lIO]_}.u
| 1 Rl 1

A¥

— 0 B « 1 1
e X = 1]+0 1|+T‘“J F: X :[0 +G(—1 +’t(—1]
\n 0)’ '\,1 U \] .\L
e {2 =13 i 71 e L
c) E:X='L—1'+ki—2|+pé, 1J, F:X:ntz +1 2]
) sl Ll el

6. Beschreibe die Lage von E und F und stelle gegebenenfalls eine Gleichung der
Schnittgerade s auf.

SR -2 4 S —~13 ¢ 2

a) EX =|-3 +l[31+p[41 b) EZX:{Q]-[—?&[] +pt—41
I 3) -1 \6 1) 1)
— 0 2 6 — iy L 15 1
F:X=[3]+G[l +1:[1 F:X:[—B +(5{1!+t[—3
== —4) |8 ) 2 |

— s 2 -3 1 g e -1 -
c) E:X:3+}L(1}+p—1,F:X=2+Gl+‘rl
2 L1 1 2 1 3
7. In einem Aufgabenbuch zur Hoheren Mathematik aus dem Jahr 1960:
» Man ermittle die Ebene, in der die Geraden
_{2x1+3x2—x3—1=0 [ % + 5% +4x%3-3=0
f X, +X—3%3=0 und h: i X1 + 2%, + 2%, — 1 =0 liegen. «
F: 2%, +%,—-2x,=0, G: 2x; + x,— 2x3 = 10. Bestimme eine Gleichung der
a) Symmetrieebene A von F und G.
b) Ebene B an, die entsteht, wenn man F an G spiegelt.
¢) Ebene C an, die entsteht, wenn man G an F spiegelt.
d) Ebene D an, die entsteht, wenn man F an der x,x,-Ebene spiegelt.
e) Ebene E an, die entsteht, wenn man G an der x,-Achse spiegelt.

9. E: 3%, +2x,—%3+18=0
Bestimme Gleichungen der Spurgeraden von E, indem du E zum Schnitt mit den
Koordinatenebenen bringst. Zeichnung im Koordinatensystem !

. =g . Z
¢ 10.E: 2x, —x, +2x;,=6 Zeichnung im Koordinatensystem !

a) Bestimme die Hohenlinien von E in den Héhen —1, 0 und 5 iiber der x;x,-Ebene.
b) Bestimme die Schnittgeraden von E und Ebene F.: x; +2x, +¢=0
mitc=-1,0und5.

¢) Zeige: Die Spurgeraden von F, in der x;x,-Ebene stehen senkrecht auf den

Hohenlinien der Ebene E.
(Betrachte die Spurgeraden im ebenen x,x,-Koordinatensystem.)

Die Schnittgeraden von F, und E heiflen auch Fall-Linien der Ebene E.
Eine Kugel rollt auf einer Fall-Linie hinab in die x,x,-Ebene.
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|*11 A2|-1|2),B(0|-2|-1), C6|1]1)
R(-3|1[-3), 8(-2]2[-1), T(-4]2]-2)
Die Abhiinge eines Bergs seien angenihert die Ebenen ABC und RST.
Wegen der langen Verwitterung ist der Grat g nicht mehr vorhanden.
Dank Analytischer Geometrie 148t sich sein Verlauf rekonstruieren:
Bestimme eine Gleichung von g.
Berechne die Gratpunkte in den Héhen 0 und 9 tiber der x,x,-Ebene.
Zeichnung im Koordinatensystem !

12. Deute das Gleichungssystem 3x; +2x, — x5 =0
2%; + Xy +4x3 =0
X, — Xg+2x3 =0

geometrisch (zwei Moglichkeiten!). Zeige, daB es nur die Losung (0| 0] 0) hat.
Was bedeutet das in den beiden Interpretationen ?

13. Deute das Gleichungssystem 3x, + 2x, X3 = 13
2X; + Xp + 4x, = -
X] — Xg +2X%5 =7

geometrisch (zwei Maglichkeiten!).
Welche geometrische Bedeutung hat die Lisung ?

14. 2X) — X +2x, -12=0 Bestimme eine Gleichung der Ebene F,

X; + X - 3=0 die durch die Schnittgerade von D und E geht
2%, — % — X + 6=0 und den Schnittpunkt von A, B und C enthilt.
QXL o ,‘{2 — ﬂ

X, + X3 — 6=0

gawer BOQBEX
b2
R
|

15. 2%, - 3%, + X3,-3=0 Zeige, dal} sich die vier Ebenen in einem Punkt
5%, — X, -5=0 schneiden, und berechne diesen Punkt.
X] + Xz = XH = 0

5. Ebenenscharen

Enthilt eine Koordinatengleichung auch Parameter, dann beschreibt diese Gleichung
eine Ebenenschar. Die Parameter heiflen Scharparameter. Wir behandeln nur Scha-
ren, bei denen die Parameter linear vorkommen, zum Beispiel

Ep: x+(2-a)x; + (a-1)x3—4=0, aclR
Um die Lage der Scharebenen besser zu iiberblicken, sortieren wir:
Eg: [% 4+ 2% —x3— 4] + a[—x, + %3] = 0

Eine Kurzschreibweise der Koordinatengleichung macht die Darstellung iibersichtli-
cher. Die linke Seite einer Gleichung E: n;x; + nyx, + nyx; + n, = 0 bezeichnen wir mit
E(X). Eine Ebene E ist damit festgelegt durch E(X) = 0, die Schar E, durch E,(X) = 0. In
der Gleichung der Schar E, erkennen wir jetzt zwei Ebenen E, und F

Ept %, +2%,—x%;—4=0 und F:—x, 4+ %, =0.
Kurzschreibweise fiir E;: E,X) + a-F(X) = 0.
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|E,: x,+(2-a)x,+(a-1)x,~4 =0 |

Fiir einen gemeinsamen Punkt S von E, und F gilt: E((S) = 0 und F(S) = 0. Damit ist
auch E,(S) = 0. Also liegt jeder Schnittpunkt von E; und F auch in jeder Scharebene E,.
Zwei Ebenen mit einem gemeinsamen Punkt haben immer eine Gerade gemeinsam.
Das heift, alle Ebenen der Schar E, gehen durch die Schnittgerade von E; und F.

Die Menge der Ebenen, die sich alle in ein und derselben Gerade schneiden, heifit Ebe-
nenbiischel. Die gemeinsame Schnittgerade heifit Trigergerade.
Um die Trégergerade t zu berechnen, bringt man E;, und F zum Schnitt. In unserm

4 -1
St 5|
1

Beispiel ergibt sich  t: T ft}
0

Wie wir wissen, geht jede Scharebene mit der Gleichung Ey(X) + a-F(X) = 0 durch die

Tragergerade t. Es gilt aber auch (fast) die Umkehrung:

Jede Ebene (auBer F) ist in der Schar vertreten, die die Trigergerade enthilt.

\

Beweis: T # F sei eine beliebige Ebene durch t und P einer ihrer Punkte,
der nicht auf't liegt.
Wir hitten gern: T(X) = Ey(X) + a,F(X).

Setzen wir P ein, dann ergibt sich
Eo(P)
T(P) = 0 = E(P) + aF(P), = a,= — Jp)

Der Nenner ist ungleich null, weil P nicht auf F liegt. E, =T, qed.

Zusammenfassung

Schneiden sich E, und F in t, so besteht die Schar E;: Ey(X) + a-F(X) = 0
aus allen Ebenen (bis auf F), die die Trigergerade t enthalten.

Sind E, und F echt parallel, so besteht die Schar E;: EyX) + a-F(X) =0
aus allen Ebenen (bis auf F), die parallel zu E; sind.
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Als Begriindung fiir den zweiten Teil iiberlegen wir "ins:
Hitten zwei Ebenen E,, # E,, der Schar einen gemeinsamen Punkt G, dann wiirde
gelten
Eo(G) + a,F(G) =0 ] i
Eq(G) + a,F(G) = 0 | = F(@)=0 = E(G)=0¢

im Widerspruch zur Voraussetzung, dall E; und F echt parallel sind.

Die Schar E, mit E,(X) = Ey(X) + a.-F(X) besteht aus allen Ebenen des von E, und F
erzeugten Biischels, bis auf F. Will man diese drgerliche Ausnahme beseitigen, dann
mufl man zwei Parameter in Kauf nehmen:
Setzt mana = }E ,soergibtsich EX)+ E.FX) =0, HeR, A#0
. A
beziehungsweise A EyX) + p-F(X) =0

Lafit man in der Schar E, , mit E; ,(X) = LEy(X) + p-F(X) auch den Fall A = 0 zu, so
ergibt sich E,, = F fiir alle u # 0, und F ist jetzt auch dabei.

Aufler dem Nachteil des zusitzlichen Parameters miissen wir uns jetzt auch noch da-
mit abfinden, daB jede Ebene E, durch unendlich viele Paare A, von Parametern be-
schrieben wird, von denen mindestens einer ungleich 0 sein muB. Es gilt néimlich

a= % = ]{—‘J'l mit k # 0. Das Ebenenbiischel des Beispiels hat die Gleichung
\ i
Epp A + (A —p)xo+ (U—Mxg—4X =0 (Alp) #(010)

Die Menge der Ebenen, die genau einen Punkt T gemeinsam haben,
heifit Ebenenbiindel; der gemeinsame Punkt T heifit Triigerpunkt.

Schneiden sich die Ebenen E, F und G im Punkt T, dann enthiilt jede Ebene der Schar
E,p mit E,1,(X) = E(X) + a-F(X) + b-G(X) diesen Punkt, sie gehort also zum Biindel. Es
gilt ndmlich E, ,(T) = E(T) + a-F(T) + b-G(T) = 0 + a-0 + b-0 = 0.

Die Ebenen F und G des Biindels fehlen in der Schar. Mit einem zusitzlichen Parame-

ter kénnen wir auch sie aufnehmen. Setzt man a = ii und b = £, so ergibt sich
! A

E; uvX) = AEX) + p-FX) + v-G(X), wobei mindestens ein Parameter ungleich null
sein mull. So gilt zum Beispiel Ey,, o = F fiir p # 0.
1. Beispiel: Die drei Koordinatenebenen E;: x; = 0 (i=1,2,3) erzeugen das Biindel
Ey uvt AXy + HX; + VX3 = 0 mit dem Tragerpunkt T(01010).
2. Beispiel: Ey v (2A4+p+2v)x; + (U—A—V)X; + (2A-V)x3 — (3u+12A—6v) = 0
Um die erzeugenden Ebenen zu erkennen, sortieren wir nach A, i und v:
M2x; — Xy + 2X3 — 12) + u(x, + X5 — 3) + v(2x, — X, — X3 +6)=0
E: 2% —-x%+2x,-12=0
F: x+x-3=0
E, F und G erzeugen das Biindel; ihr Schnittpunkt T(11216) ist der Trager—
punkt (siehe Bild \i im Abschnitt 4). Dasselbe Biindel 148t sich auch
einfacher darstellen, wenn man erzeugende Ebenen wihlt, die parallel sind
zu den Koordinatenebenen: Eoor: Px;— 1)+ ol(x, — 2) + X3 —6)=0
Ep,d,t: PX; + 0Xo + Xy —(p+ 20+ 6T) =0
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Wenn der Parameter nicht linear vorkommt, dann 148t sich — auBer in Sonderfillen —
die Ebenenschar nicht mehr so leicht iiberblicken, zum Beispiel E, ,; ux; + vx; = 25 mit
u’+ v* = 25. Diese Schar umfaft alle Tangentialebenen eines Zylinders um die x;-Achse
mit Radius 5.

I-': 0,

—=
SUX, + VE, =25 |

'+ vi= 25

Aufgaben

1. Bestimme eine Gleichung der Triigergerade t der Schar E,. Gib eine Gleichung der

* 3.

Ebene des zugehiorigen Biischels an, die nicht in der Schar ist.
a) E: ax; +(1+a)x; —2x;=06

b) E.;: (1-a)x; + (1+a)x; = a

¢) E: x, +(2-3akx,—(3-2a)x3=0

Die Schar E, werde aufgespannt von den Ebenen E, und F.
Bestimme in der Schar E, die Ebene, die den Punkt P(1 |1/ 1) enthiilt.

a) Eg X+ X, +%3=2 b) Eu2x% + %—%=0
Fo x+% =2 Fi x+2%, +x3=0

¢ Eg 2x =2 d Eg3x,+ 4x; +2x3 =2
F" Xy = 1 .F: X1 — 3)(2 —2 Xg = 2

Stelle eine Gleichung des Ebenenbiischels E, , auf
— £ B 1
a) mit der Triagergerade t: X =| 2 |+ c| 0

), \=1)
a f 1y
b) mit der Trigergerade t: X =1/ 0 |
0)
LU

¢) das alle Ebenen enthilt, die parallel sind zur Ebene x; + 3x, + 2x; =1992

Ly
—5 /
G i

d) das alle Ebenen enthélt, die parallel sind zur x,-Achse und p{m Vektor

[
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Von Ebenen, die in Parameterform vorliegen, findet man die Schnittgerade, wenn
auch miihsam, durch Gleichsetzen (Seite 194). Jemand will dieses Verfahren auf die
Koordinatengleichungen anwenden und setzt die beiden linken Seiten der Glei-
chungen gleich:
B ox—-x +2x,—-4=0
B2y = X3 +4=0
Gleichsetzen: x; — Xy + 2%y -4 = 2%, —x,+ 4
a) Was hat er wirklich bekommen ?
b) Stelle eine Gleichung der Schnittgerade von E und F auf.
c) Bestimme eine Gleichung des Ebenenbiischels, das von E und F aufgespannt
wird. Fiir welchen Parameterwert ergibt sich die Ebene
H: x; + x5 — 3%3 + 8 = 0. Welcher Zusammenhang besteht zu a) ?
d) Zeige durch Rechnung, dafl die Schnittgerade von b) in jeder Ebene
des Biischels liegt.

E, x; +ax; +(2—-a)x; =2a + 4

a) Welche Scharebene geht durch den Ursprung,
welche dureh (11111) ?
b) Welche Scharebene ist parallel zur x;-Achse ?
¢) Welche Scharebene hat ein gleichseitiges Spurdreieck ?
d) Welche Scharebene steht senkrecht auf der x,x,-Ebene ?
r2
e) Welche Scharebene ist parallel zur Gerade X = [éw + 1 -1 |?
25 B S
E.: x +(1-2a)x, + ax; =1
Fy: %+ bxp + (1-2b)x; = 1
a) Begriinde, daB keine Scharebene E, durch den Ursprung geht.
b) Bestimme die Triigergerade von E,. Welche Ebene fehlt in der Schar?
¢) Die Schnittgeraden s, von E, und F, bilden eine Schar mit dem Parameter a.
Bestimme eine Gleichung von s,. Was ist los beia = ; ?
d) Fir welche Werte von a und b ist die Schnittgerade von E, und F, parallel zur
Xy-Achse ?
e) Kann die x,-Achse Schnittgerade von E, und F,, sein ?

E: x +x =0

F: Xo+X3=10

G 2% - xp—X3=4

a) Stelle eine Gleichung des Ebenenbiindels H,, , auf, das von E, Fund G
aufgespannt wird. Gib den Tréagerpunkt T an.

b) Stelle eine Gleichung des Ebenenbiischels K, auf, das im Biindel H,
und den Ursprung enthalt.

¢) Bestimme eine Gleichung der Tragergerade t des Biischels H, 4

d) Bestimme eine miglichst einfache Darstellung L g von H,

e) Welche Scharebene von H, , , ist parallel zur x 1 Xo -Ebene ?
Welche Scharebenen sind parallel zur x,-Achse ?
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Die Geometrie, mit der wir uns bisher beschiftigt haben, heifit auch affine Geometrie.
Die affine Geometrie handelt von den Lagebeziehungen von Punkten, Geraden und
Ebenen. Man nennt sie auch Inzidenzgeometrie (incidere hineinfallen). Typische Be-
griffe der affinen Geometrie sind Schnittpunkt, Schnittgerade, Parallelitit und Teilver-
hiltnis. Affine Eigenschaften bleiben bei Parallelprojektionen erhalten; deshalb geben
unsere zweidimensionalen Zeichnungen alle affinen Verhiltnisse der dreidimensiona-
len Figuren richtig wieder. Langen und Winkel dagegen sind in diesen Zeichnungen
meistens verzerrt.

Wir wenden uns jetzt dem Teil der Analytischen Geometrie zu, der sich mit der Berech-
nung von Lingen und Winkeln befafit. Er heilt metrische Geometrie. Fiir das Folgende
setzen wir zur Vereinfachung ein kartesisches Koordinatensystem voraus. Seine Basis-
vektoren haben die Lange 1 und stehen paarweise aufeinander senkrecht.

Das wichtigste Hilfsmittel der metrischen Geometrie ist das Skalarprodukt.

1. Lange eines Vektors

Die Linge eines Vektors a bezeichnet man mit| a | oder kurzmita: | a |=a.
7 ay

| "2’ | heifit auch Betrag von a . Die Lénge von a =| as 1 ist die Lange der Raumdiago-
\ @3 )

nale im Quader mit den Kantenldngen | a,|, | a,/ und | a;| . Wir finden sie mit

Pythagoras:
A =a% +a,°

a’=d*+a,”=a%+a,2+a,° (Lidngenquadrat)

, B 0 Sl
| Lingevon a:| a| = a = ya,®+a,? + a2

| Vektorlinge a=\a’+ a,” + a,’

'

. (6 R
Zum Beispiel hat a = [—2] die Linge a=V36 +4 +9 =7,
3
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Ein Vektor der Lénge 1 heiflit Einheitsvektor,
rly 0 213
Zum Beispiel sind | 0 |, [-1 |und | 1/3 W Einheitsvektoren.
o) (o —2/3 |
Den Einheitsvektor in Richtung a bezeichnet man mit a ° (sprich "a oben null").

a ¢’ ergibt sich aus a , in dem man a durch seine Liinge a teilt:

|Einheitsvektor a°= 13| ﬁ
£

L LY a
LEinheitsvektorijchhmg as el
(6 . (610 /6
Zum Beispiel ist in Richtung L—:EJ der Einheitsvektor | 2| = 7|2/
3 L 3) 3

Streckenabtragen

Mit den Einheitsvektoren kénnen wir im Raum Strecken bekannter Linge in vorgege-
bene Richtungen abtragen. Als Beispiel berechnen wir den Endpunkt Z einer Wanderung
Pl I

im Raum. Wir starten bei S(1|-2|-2), gehen 27 Einheiten in Richtung u =| 4 |, dann 15
\ 4 )

i =11y . - ; . . ™ ;
Einheiten in Richtung v = [_m | und schlieBlich 18 Einheiten in Richtung w = [—ﬂ.
2 ) ,\_L |'I

=~ 7 3 LT L T R :
= [_2 i{. 017, 5[4 ]|+ 15. ‘ﬁ! = 014. 18- 5 _41: — & |. Wir landen bei 7(13| -8 | -4).
-2 ) 4 ) \

Streckenliinge

Mit der Formel fiir die Vektorlinge berechnet man auch die Entfernung zweier
Punkte oder die Linge einer Strecke
[ Zum Beispiel haben die Punkte A(—4 |113) und B(0|-23)

G

X I'_ : | =
die Entfernung AB = =16 +9+0 =5.
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Dazu noch ein anspruchsvolleres Problcm' Abstand Punkt-Gerade
T \

Gegeben ist die Gerade g: % = | | und der Punkt P(0|-2]1).

1

-i-}.l

‘.3

4

a) Welche Geradenpunkte haben von P (Iu, Entfernung e = / 66 2
b) Berechne den Abstand d von Punkt P und Gerade g, das heifit,
die kleinste Entfernung e, eines Geradenpunkts X von P.

Welcher Geradenpunkt F liegt P am nichsten ?

4

iT 4+ 2
i, : : ¢ e W
Fiir die Losung brauchen wir den allgemeinen Geradenpunkt X = | T

3

+M+

aus dem Verbindungsvektor P X ‘ zp * 2 | beschaffen wir uns das Entfernungs-

8+3u |
quadrat e’= PX %= (7+2u2 + (2-2w2% + (8 + 3W? = 17p® + 68u + 117.

a) Bedingung: p ' + 68 + 117 = (\66)?
172 + 68 + 117 = 66
17u% + 681 + 51 =0
W+4p+3=0
(L+1)p +3)=0,also u=-1 oder p=-3
G_4(5/2]6) und G 4116/ 0) haben von P die Entfernung /66 .

7\ [ 2 ‘!

- X
N )

P0l-2l1)e :‘I,'ﬁﬁ

=

Abstand d=e,.=7

: 4]
NGL(5I216)

P/ JF(31413) = G,

G.(11610)

b) Bedingung: e®=f(u) = 17u” + 68y + 117 mufl minimal ‘vin
also mul f'(p) = 0 sein: 34 + 68 = 0, also u=-2

= fl—2) = 49 ist das Minimum von f wegen f"(-2) =34 >0, e_._ = 7.
I =G 53 14|3) liegt P am néchsten.

P und g haben den Abstand d = e, = 7; [PF] ist die Abstandstrecke.

Wenn man a) gelist hat und sich an einer Skizze vorstellt, wie g, P, G_, und G 4
liegen, dann findet man F viel schneller als Mittelpunkt der Strecke [G_,G 5 |.
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Dasselbe Problem hitte man auch so einkleiden kénnen:

a) g schneidet eine Kugel um P mit Radius 66 . Berechne die Schnittpunkte.
b) g ist Tangente einer Kugel um P. Berechne Kugelradius und Beriihrpunkt.

Winkelhalbierender Vektor

Aus der Elementargeometrie wissen wir, dal die Diagonalen einer Raute die Innenwin-
kel halbieren. Addiert man also zwei gleich lange Vektoren, so ergibt sich ein Vektor, der
den Winkel zwischen den beiden Vektoren halbiert. Man kann aber auch den Winkel
zwischen zwei verschieden langen Vektoren halbieren; man mufl dann vorher die Vek-
toren durch geeignete Multiplikation gleich lang machen.

= [{ﬂ (2)

Beispiel: Bestimme die beiden Winkelhalbierenden der Geraden

o — f 1 S = rl
g Kn=y +?\.‘- IWund hi X =S +u‘ﬂ
| 1 \

|
A

P

I

=g v

|1
Lingen: | u | = H—ﬂ

1.

Die Richtungsvektoren der beiden Winkelhalbierenden sind

(4 e a - f—:ﬂ\
WT: v‘+3'ii‘:[21 und Wy, = V —31u :lfi
4,- ';‘2'_-'-

-

Y %

{ 2 % ~ Y i i1
Gleichungen der Winkelhalbierenden: wy: Lo=8 +rr| i ‘ wy X =8 + r‘ 4 |




Aufgaben

L

3.

W
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Berechne die Betrige von

£ Fa- T r 12 5 1L =14>
a) 4] b) |_:12| ¢) [-15 d) [ 0 e) ..2J ) —17}
12 ) \-3) L 16 | 7 ~23 | 56 )

Zeige, daB fiir rationales a der Vektor

\ala+1))

Berechne die Einheitsvektoren in Richtung

i B 7T 0,55 ¢ 0y =1 8
a)|2| b) {14J c}{ 1 | d}{—z e)|—i f) [—1\
2] 14 1) 0 e 4 )
lrﬂ‘\ Fitd b s f.fl\ i i —3a
© B[] b | IJ i) {-1 | sefie]looB —[_1‘ N [2,4;1}
F ) 2,3 112 | /5 74 3.2a

Berechne a

7 da y| £ any (11/5 oAy
a) —6&1 =14 b |[2]=7 & [[Fa } -2 d) L 2 =3
| 2a y \a-1 !\\ 2 ) ﬂ-—]J
a+9y f 2a y (a’~5Y
[- =15 9 |[a =9 g) L“:\_ﬂ W |[a |[=13
\a—3 | a-3) 4d+10| Igaz+3JI

‘1|+?-.. 1] X =

7 r 3
16 |+ LL]- 1
] ‘)3

He]echne dle }mt{ernung der Punkte A auf g und B auf h,
die zu den Parameterwerten A = =2 gehéren.

Berechne den Umfang des Dreiecks ABC:

a) A6|3|-4), B(B|6|2} C{2|9|8)

b) Am-al—e} ,C0]-2]2)

c) A(g'glm,m 613]9) ,([U|—E-|—h},Umkruisradius ?

Zeige, daf} die Punkte auf einer Kugel um den Ursprung liegen,

und berechne den Kugelradius r.

a) A26-7|2),B@25/10(-2), C2]14|23), D(=7|-14 | -29)

b A(12/4139),B33/4/24), C32|9]24) Ddl|24|12] E(23|24|24)

Zeige, dafl die Punkte auf einer Kugel um M(-20 | —20 | —4) liegen,
und berechne den Kugelradius r.
,B(12|-13|0), C(8|-3/0),D(8|-4|3) . E5

0|4) und
Fo|ol13).




11.

13.

14.

15.

16.

» 17.

.
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Zeige, daB die Punkte auf einer Kugel um M(30|20| 10) liegen,
und berechne den Kugelradius r.

A(-18[11|6), B(-6|-13|6), C(—-6]-12| 1), D(-11|-4|-2),
E(-6|-111|-2) , F(-10|-4|-5) und G(-6| -4 | -13).

| Durch A(4|-5|3) und B(6|-3| 2) geht die Gerade g.

Bestimme die Punkte auf g,
a) die von A die Entfernung 9 haben b) die von B die Entfernung 9 haben.

Durch P(-2|5| 1) und Q(-1| 13| -3) geht die Gerade h, F(0 | £, | f,) liegt auch auf h
und ist Mittelpunkt einer Kugel mit Radius 18.
Berechne die Schnittpunkte von Gerade und Kugel.

Berechne alle Achsenpunkte, die von A(4 | 1|7) und B(-8|-7] 1) gleich weit
entfernt sind.

Berechne Mittelpunkt und Radius des Umkreises vom Dreieck
A©loloy,B7|1|0),C@3|9]0).

Berechne Mittelpunkt und Radius einer KuFel durch
A2[0/0),B(-1]1114),C@l1]|0)und D(-3[7]6).

Berechne die Koordinaten eines Punkts S, der vom Ursprung die Entfernung \50,
von A(7| 1] 0) die Entfernung /38 und von B(3 |9 0) die Entfernung \ 62 hat.

Welche Punkte der Gerade g durch A(8|3|10) und B(5| 12| —2) haben vom
Ursprung die Entfernung 11 ?

sessy 2 0
P2[8|T), gX = [2W+u(2w

all =3
a) Pist Mittelpunkt einer Kugel K mit Radius r = 3y14 .
Berechne die Schnittpunkte von K und g.

4

b) Eine Kugel um P beriihrt g. Berechne Radius und Beriihrpunkt.

Ein Wiirfel hat die Ecke (1]1] 1), seine
Kanten haben die Linge 2 und sind par- X
allel zu den Koordinatenachsen. Ihm ist L T 2
ein regelméBiges Tkosaeder so einbe-
schrieben, daB in der Mitte jeder Wiirfel- AN
fliche eine Ikosaederkante parallel zu T e
einer Wiirfelkante liegt. Berechne die /AL ]
Koordinaten der 6-2 Ecken des Ikosa- el [
eders.
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19. Bestimme die Winkelhalbierenden w; und w, von e und f und zeichne diese vier
Geraden in ein ebenes x;x,-Koordinatensystem.

x ‘3 b \ L8 s 3N

a) aX :{—]|+h . f X =|-1 +Ll[—4

0) Lo Lo)

s rl\ 2 r11y

b eX = ‘+R 2 PR :.HW-i-_u—El

nJ L0 0,

20.] Bestimme die Winkelhalbierenden w; und w; von e und f.

B -"I e r1y 16
e X =[2]|+A '3‘ f:X:|'J|+;111
\3!| \3f, 8

» 21. A(6/3|6),B(-4|-8|8) und der Ursprung sind die Ecken eines Dreiecks.
BLf-.tmmm Gleichungen der Winkelhalbierenden des Dreiecks OAB und den
Inkreismittelpunkt I.

* 22. Durch U(16 | -16 | 8) und den Ursprung geht die Gerade u.

a) M(10(?|?) aufu ist der Mittelpunkt einer Kugel mit Radius 9.
Berechne die Schnittpunkte von Kugel und Gerade u

b) Eine Kugel mit Radius 6 hat ihren Mittelpunkt auf u und schneidet u im
Ursprung. Berechne den Kugelmittelpunkt und den zweiten Schnittpunkt.
i £ 4 \
¢) Durch C(?|?|-38) auf u geht die Gerade f mit Richtung
4 )
Bestimme Gleichungen der Winkelhalbierenden von u und f.

2. Winkelberechnungen

Zwei Vektoren legen zwei Winkel fest, von denen einer im allgemeinen iiberstumpf ist.
Den andern bezeichnen wir als Winkel ¢ = < (‘a’, b ) zwischen den beiden Vektoren a

und b.
ot
/ | ¢=90
b .
0<p=<180
y £ 9= JA(a,b) e ¢ =180
= \\\\\{p a b P o
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Weil wir Léngen schon berechnen konnen, liegt es nahe, den Kosinussatz fiir die

Winkelberechnung einzuspannen. In einem Vektordreieck sieht das so aus:

a, . b,
Mit a =| @z |und b =| bs | ergibt sich
dg ba

(a;—by)* +(ag—bo)* + (a3 —bg)*=a,> +ay° +a" + by + by” + bs° =21 a || b|cos

Kosinussatz

¢’ = a’ + b’ - 2ab-cos ¥

a=lal bz=bl c=|a-b

a-bl = [af + bl - 2/alblcos @

Nach dem Ausquadrieren fallen alle Quadrate a;* und b;* weg und iibrig bleibt:
—2(a;by + aby + agbs) =—2| & || blcos ¢
ahy + agb, +asby=| 2 || b | cos ¢
Den Term a;b; + a,b, + azb, kiirzt man ab mit a - b. Weil seine Eigenschaften an ein

Produkt erinnern, nennt man ihn auch Skalarprodukt von'a und b.

Definition:

al (bl
| DieZahl acb = | @ |o| bz |:= a;b; + asb, +asbs

dg by

| heift Skalarprodukt der Vektoren a und b.

Damit gilt

— A

& [ |
asb=|all blcosg |

Winkel zwischen zwei Vektoren

Ist weder @ noch b der Nullvektor, Sy aob
d . cos<(a,b) =
80 findet man ihren Zwischenwinkel <(a ,b)
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Die Kosinusfunktion ist fiir 0°< ¢ < 180° eineindeutig; deshalb liefert die Formel gerade
den Winkel, den wir oben als Winkel zwischen zwei Vektoren eingefiihrt haben.

=1 S 6 s
Beispiele: a = L—G], b = [—3}, 4(a,b)="?
6 -2
—T 6 At =
6 D[_:j SO T e SN SR T D e T,
6) |-2
AR T 36 AT RS o : !
cos<¥(a,b) =137 =— 77 ; = ¢=117,9". Wir geben Winkel immer auf 0,1

gerundet an und schreiben aus Bequemlichkeit = statt = .

L aasen o 1y AL
u=,\|35 ,v:[EI. F(a,v)="7
\_33’ 4-"

Wev =2+10-12=0; Cos (p = li‘,:(); = ¢ =90°

Orthogonale und parallele Vektoren

Wegen cos ¢ =0 & ¢ =90° gilt ‘ 2ob =0 alb

i S =
fiir a,bzo

Mit dem Skalarprodukt kann man also mit einem Blick iiberpriifen, ob zwei Vektoren
aufeinander senkrecht stehen. Zwei Vektoren a\,_b mit 4 (a,b) = 90° nennt man
auch orthogonal. Fiir parallele Vektoren gilt ¢ = 0" oder ¢ = 180°. Wegen cos 0° =1 und
cos 180° = -1 ist dann

a‘b = ab 139 ¢=0°
oder

ab=-ab 2 b ¢=180°
Linge und Skalarprodukt

Wie bei Zahlen schreibt man beim Skalarprodukt auch a ? statt a e a . Hohere Poten-
zen als die zweiten sind allerdings sinnlos, denn zum Beispiel bei (@ a ) a miiBte die
Zahl aca durch ein Skalarprodukt mit dem Vektor @ verkniipft werden.

Wegen a’=a>+a,”+a,°=| a|? ergibtsich | a| =4/ a2.

Diese Formel erinnert an die Formel fiir Zahlen | x| = \fxT
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Geometrische Deutung des Skalarprodukts
Bezeichnet man mit a, die senkrechte Projektion von b in Richtung a , dann kann
man der Zeichnung entnehmen:

[ — — _ﬁ-
a, =b cosp a’ b,=acospb
b, i)
= *
b
2\ b eos g |-\ IE! ._a
Q < 9° B @ < 90°

aob = ﬁcﬁ; = a-a,; _a-ob = bcba = b.ba

— e

a,=b cosg a’

—— s L
: o> 90

a T

a,,

a-b = b-b, = -b-b,

Fiir 0° < < 90° ist das Skalarprodukt zweier Vektoren gleich dem Produkt der Lénge
eines Vektors und der Lange der senkrechten Projektion des andern auf ihn.
Fiir 90° < ¢ < 180° muf man das Produkt der Léngen mit —1 multiplizieren.

Diese Interpretation verwenden die Physiker manchmal zur Formulierung von Geset-
zen, Beispiel: die mechanische Arbeit W als das Skalarprodukt des Kraf'tvekmrs F }111(1
des Streckenvektors . So gilt zum Beispiel fir die frei wcrde;nd::! Lageenergie E einer
Walze vom Gewicht G, die eine schiefe Ebene herabrollt: E= G ° 8

| W =FcosQs =F-8

Yui

;i : .G =0
¥ Lageenergie: [s||Gl-cosy=58:G
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Winkel zwischen zwei Geraden
Als Schnittwinkel zweier Geraden definiert man den nichtstumpfen Winkel der Gera-

denkreuzung. Wegen cosc = —cos(180°—c)=—cos 6 =|cosa | gilt
oV | Schnittwinkel o zweier Geraden mit den Richtungsvektoren
080 = T w u und v . Der Betrag garantiert, daB ¢ nicht stumpf ist.

A(g,h) = A(k,h)

Auch beil windschiefen Geraden kann man mit dieser Formel einen Winkel berechnen.
Es ist der Winkel, der sich ergibt, wenn man eine Gerade parallel so verschiebt, dali sie
die andere trifft.

Richtungswinkel und Einheitsvektor
Die Koordinaten eines Einheitsvektors a ” entpuppen sich bei genauerem Hinsehen als
Kosinuswerte der Winkel, die a ° mit den Richtungen der Koordinatenachsen, das heifit
mit den Basisvektoren, einschlieflt. Es gilt ndmlich zum Beispiel

(301 (1)

agg (2 | 0
L33 ) \0) : -
COS ) = s = — =8y (die Wurzel hat den Wert 1)
Nag +ag +ap -1

cos o
=y . 2 g 2
Daraus folgt a = | cos oy [ mit (cos o;)* + (cos o) + (cos oy)* = 1.

CO8 Oy
a' IA
&1\

180 (cos & cos )
A = | BN A 05 @

= sin o
ETI:,‘"E-*_ _é;'”l 2 5 ~ o é: 1

- e = _-_L'— Y . 1 o - i .

X, e : X,

ol
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Wir nennen «; den i-ten Richtungswinkel des Vektors a ;

0, ist also der Winkel zwischen a und dem i-ten Basisvektor.

oAy g NG ceoB 636
Zu a=|8 } |k =8 = [cns 27,3°
-1) —1/9) | cos 96,4°

Oft ist ein Richtungsvektor durch seine sphirischen Koordinaten ) und ¢ festgelegt. | ¢|
(aq .
az} und seiner senkrechten Projektion a, in
|83

die x,x,-Ebene. Die ¢-Werte liegen zwischen —90° und +90°, ¢ und a; haben dasselbe

Vorzeichen. A ist der Winkel, um den man €, in Richtung ‘e, drehen muB, bis er die

ist der Winkel zwischen dem Vektor a =

Richtung von a, hat. Die A-Werte liegen zwischen —180° und +180°. ¢ und A entspre-
chen der geografischen Breite und Linge auf der Erde. Zu jedem Paar (Al @) gibt es ge-

cos A cos @
nau einen Einheitsvektor, fiir ihn gilt a °= | sin A cos ¢ |-
sin @
Aufgaben
|ﬂ Berechne den Winkel ¢ zwischen a und b
"4 - 2 L] = 1 — -3 e =15 a r1
a) a= ﬁ,b:{E} b) a= 41,1}:[—5 c) 21:[5 ,b:[?]
3 | 8 9 8 10 3,
P s TR T e O
d) ‘a:f&i],b: -7 e) a:[]?i,b:|—2ﬁi- f) az‘n';!.h: 2v3
\-88) 5 St ) o B

(]

Welche Winkel schliefien die Gerade g und die Koordinatenachsen ein ?

i 4 s 0
a) g X :pf-v] b g X :M(-SII
\=4 N

B ik

Zeige, daf die Ortsvektoren A, B und C einen Wiirfel aufspannen.

i 1 5. P e et 2 = # 10 > ~11 “ 2
a) A:P\\!. =f1],c=[,z] b) A=|_51,B=[_z}.c=[m}
2

=

f/l' =2 1) | 10 ) 10 ) 5 )
cpe repty — . f a+l el ala+1)
c) A= i arl ol Bis —-'i{a+1);, G = a
\ala+1) a ) —a-—1 |

|4 Fiir welche Werte vonuist a Lb,alc,blec

: ( T ; 2-3u
1 S NG s P w o ekl e Ln i \

D F=(u)b=[%)T=(21] BDE=[2u] b=uz) = v
2u _J; \—u) | 1 J \ i | ) I\-LH_fi’l \ 94+9u )
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5.

7.

12.
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Fiir welche Werte von u bildet jedes Vektorpaar einen Winkel von 45° ?

1y FRN TN e Lty B F1y =95
(2‘( 1 b) IL11.|D| ey |1 !,{—4 d) 'u},‘ 2u
2 (1) 1) fu ) \2u |8 8 )
fl . 71
a2 g‘.}{:t 1+u
1

\2, J 0] !
K sei ein gerader Kreiskegel mit dem Offnungswinkel 90°,

seine Spitze liegt im Ursprung, seine Achse verlduft in Richtung a .
In welchen Punkten schneiden sich g und K ? (Vergleiche 5. a) )

—

Fiir welche Werte von u bildet jedes Vektorpaar einen Winkel von 60° ?

sy T 1 -8 b o,
a).ui,m‘ b)‘ll[ | c)(qw,aw d}(fs,_:z
\2) \-u u/\1 \9) \u) \u/ \1
fuy 3 4y 71
e) | 4|, u b4 {9 o
\31.1’_. 4 | e \2u+1f
L s | S . - o A .
u =|y|, a=| 21, b =|1|. Bestimme 1 so,dafl u auf a und b senkrecht steht.
.\f’} 'lkg \[’}J
% _l\" =rk [T N -'2“
a = ( 2l =S| e = ‘ 8
\ 4 )I '\] \ t J

Bestimme r, s und t so, dal a, bund ¢ paarweise orthogonal sind.

Berechne die Winkel des Dreiecks ABC
),C(29]8)
b A(l|-6]|- —
¢c) A©|9/0),B-6/3]9),C0O|-6]|-6)

| Berechne den Winkel zwischen

a) einer Raumdiagonale und einer Kante eines Wiirfels
b) zwei Raumdiagonalen eines Wiirfels.

A4l113),B4|-216),C(11116),D(5/2|7)  Zeichnung im Koordinatensystem !
a) Zeige, dafl ABCD ein regelméiBiges Tetraeder ist.
b) Berechne den Schwerpunkt S.

¢) Berechne o= <(SA,SB)=<(SA,SC)

T, 2 — 3 2 b
g X [ 0 ]+ ?u.‘ X = _\;E] + 1 [ 2 |. Berechne den Winkel zwischen g und h.
ﬂ )

5 1)




14.

16.

17.

18.

19.

e X =[_3]+1(q, AG|1]0)
6 -2

Verbinde den Geradenpunkt fiir A = 2 mit A durch die Gerade h.
Berechne den Winkel zwischen g und h und gib eine Gleichung von h an.

3

Zeige, daB g und h windschief sind, und berechne < (g,h).

LS r‘l 1 ] ] fi
e 2 1]+?-~ g2l heX =[1|+il=5
1 3 il Llﬂ

a) Berechne den Schnittwinkel von g und h.

N f[}\, rl (
o) +1 1} hX =|-
0.-'l

'x“'.

b) Stelle Gleichungen der Winkelhalbierenden w; und w, von g und h auf
und zeige, dal} der Schnittwinkel der Winkelhalbierenden 90° ist.

¢) Berechne <(w,, g), <L(w;, h), <(w,, g) und <L (w,, h).

e B 1
d= |1 h=l=1
=1 1

a) Bestimme a,, die Projektion von b in Richtung a.
b) Bestimme b, , die Projektion von @ in Richtung b.

¢) Welche Besonderheit haben a und i; wenn gilt E: = b7

*

. T aob _,
d) Zeige allgemein: a, = - i
Deute gcomctnsch
a) ABoAC = b) ABo AC AB .- AC
¢©) AB-AC =-AB-AC Q)
Welche Winkel bilden der Vektor a und die Richtungen der Koordinatenachsen ?
o P . (V2 i
a) a=|L1]| b a=|[0 c) a=|1
i\\"z ) 72 \0)

Bestimme die fehlenden Richtungswinkel eines Einheitsvektors, von dem bekannt
ist:

a) o, =60 b o =90 ¢) o=7? d oy=0,=04
o, = 120° 0, =17 o, =7 wie grol} ist o, ?
Cf/; = I? (13 - BOJ (13 = 18[}

217

DT 7 S S R P e e R T e e Y e R e e e E e T




+ 21. Will man die Richtung eines Vektors mit den Richtungswinkeln festlegen, so sind
diese nicht beliebig wihlbar.
a) Fiir welchen Wert von o liegen o, und a4 schon fest ?
b) Welche Beziehung besteht zwischen o, und o, wenn durch sie o eindeutig
bestimmt ist ? Wie grof} ist o3 dann ?

¢) Welche Beziehung miissen o, und o, erfiillen, damit fiir &3 mehr als ein Wert
existiert ? Wie liegen dann die zugehérigen Einheitsvektorren ?

In Aufgabe 22. bis 26. bedeuten A und ¢ sphiirische Koordinaten.
N o8 A COS
22. Zeige, daB der Vektor @ ° =| sin & cos p | die Lénge 1 hat.

sin @

23. Bestimme einen zu A und ¢ gehorigen Richtungsvektor
a) A=90,0=60° b) A=120°, =45
¢) A=-11,5",¢ =481 d ¢=-90

&

Wie mufl man A und ¢ wihlen, damit die drei Richtungswinkel o, , o, und o, gleich

grof} sind ? (Al ¢) ist die Blickrichtung (=Projektionsrichtung) fiirs Normalbild in
Isometrie (gleiches Maf3 auf allen Achsen).

i (8 . . .
25. Der Vektor p = | 4 | erscheint in einem geeigneten Koordinatensystem als Punkt.

|5

In welcher Richtung (Al ¢) schaut man aufs Koordinatensystem ?

L 1]

¢+ 26. Bei der Dimetrie (gleiches MaB auf x,- und x53-Achse) ist der Projektionsvektor

o (VT
Bi= [ 1 ] In welcher Richtung (A|¢) schaut man aufs Koordinatensystem ?
1

3. Eigenschaften des Skalarprodukts

Die Korperaxiome EEW[I‘@ legen fest, wie man mit reellen Zahlen rechnet.

ADDITION MULTIPLIEATION

|Existenz
fiir alle a,b €R existiert

a+b| [@
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Eliﬁmmutativitét
fiir alle a,b €IR gilt

la+b=b+a| lab=ba|

@ssoziatiﬁtéit
~ furalleabceRgilt
(@+by+c=a+rb+o)] (@b =aba)|

E_ieutrales Element

es gibt eine Zahl 0eR, es gibt eine Zahl 1eR ,
S0 daB fiir aclR gilt so daB fiir aclR gilt

a+0—_ﬂ_;! a-].-—-fl

mnverses Element

zu jeder Zahl aelR gibt zu jeder Zahl aelR | a= 0
es eine inverse Zahl - a, gibt es eine inverse Zahl;l‘ 3
so daf gilt Ha
[a+(a)= 0] ia-inq
Dlistributivitit
fiir alle a,b,c eIR gilt

[(@a+b)c=ac+bc]

Die Gesetze IEHE_E’_H_ gelten fiir Addition und Multiplikation in gleicher Weise. Der

Unterschied dieser beiden Verkniipfungen zeigt sich erst im Gesetz j In |D| kommt

die charakteristische Eigenschaft der Multplikation im Vergleich zur Addition zum
Ausdruck. Man wird also einer Verkniipfung den Namen Produkt nur dann
zugestehen, wenn zumindest dieses Gesetz gilt.

Beim Skalarprodukt gilt

5 daj bl € a + bl\' Cy
(.a:. +b )c [':' - (82 44 bo|lo| o |=]|as+ by G(CQ_ =
.\33 b_q | Ca ag + b3 I\{J_q

"

= a,¢; + by¢; + 8,Cy + byCy + a3C3 + byCy

= 31(:1 + EiQCQ + 33[:3 -+ b 1€y + b2C2 + buc_-_; =

-31 Cl bl'\ L]\u
=|agfo|cy|+|ba|e|C2 =&UC+b°L
ag| |cg by| |¢eg

Also gilt das Distributivgesetz fiir das Skalarprodukt — was seine Bezeichnung nach-
triaglich rechtfertigt. Wie schauts mit den andern Gesetzen aus ? Man findet schnell,
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daf} nur das Kommutativgesetz gilt: @ °b= beoa. Beim Assoziativgesetz gilt wenigstens
eine schwiichere Form: (u-a )o b= p(a ¢ b); in ihm kommen drei Multiplikationsarten
vor

Zahl mal Vektor g-a S-Multiplikation
Vektor mal Vektor aob Skalarprodukt
Zahl mal Zahl W(aeb)  Zahlenprodukt.

Man kann also mit Vektoren fast genau so rechnen wie mit Zahlen; einige Ausdriicke
haben keinen Sinn, so zum Beispiel Produkte aus mehr als zwei Vektoren wie a ° und

—,

: . ol ! b i Sl e
Quotienten mit Vektoren im Nenner wie — oder — . Es gelten aber zum Beispiel die bi-
a a
nomischen Formeln: (2 +bP=a2+2ach + b?

(a—-b)e(a+b)=1al_p2

Bei der Untersuchung abstrakter Vektorrdume (zum Beispiel mehr als Dimension 3)
stellt sich die Frage, wie man die Begriffe Lange und Winkel verallgemeinern kann.
Ein Weg besteht darin, ein Skalarprodukt zu definieren, indem man bestimmte Eigen-
schaften fordert und sie im Axiomensystem eines verallgemeinerten Skalarprodukts
zusammenstellt, Dabei orientiert man sich an den Gesetzen, die fiirs Skalarprodukt im
R? gelten:

Sind a, b beliebige Elemente des abstrakten Vektorraums V, dann ist » + « mit asbhelR ein
Skalarprodukt von a und b, wenn die Axiome gelten:

1] furalleabgceVgilt (a + h)+c = axc+ bse
[II] firalleabeVgilt ash = bva
ﬁ‘ fiir alle pelR, ab eV gilt (u-a)+b = p-(ash)
LI\:J"_| fiir alle aeV, a =0 gilt a*a >0

Das IV. Axiom braucht man, um die Linge lal eines Vektors a
- = Frris e
mit der Formel lal = +/a*a zu definieren.

Einen Uberblick tiber die méglichen Skalarprodukte erhélt man, wenn man im Vektor-
raum eine Basis (g, , g;, ...) und damit eine Koordinatendarstellung hat. Wir zeigen das
fiir einen dreidimensionalen Vektorraum:

4= 04q€8; + 0ty + OBy
b=Pe, +Pae; + Baes
a*b =(oye; + 0pe; + 0ges) * (Bygy + Bogs + Baey)
= oyf; er%e; + 0ufs eores + OgPs eqtes +
+ 0Py e1%€5 + 0ufg €405 + 0P exve; + 0Pgegres + 0B egre; + s egte,
Die Produkte der Basisvektoren heiflen Strukturkonstanten. Kennt man sie. dann liegt

das Skalarprodukt fest. Allerdings mufl man sie so wihlen, dal die Axiome erfiillt sind.
Ein Vektorraum mit einem so definierten Skalarprodukt heifit Euklidischer Vektor-
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raum. Das einfachste Beispiel ist das uns vertraute Skalarprodukt. Man nennt es auch
Standard-Skalarprodukt. Seine Strukturkonstanten sind:

L e, e i

C]nC] = CQE’CQ = (.33“03 =1

o S § O = e
Das fithrt zu aca =a,°+a,” +a,°>0 fiir a#o.

Es gibt aber auch ungewohnliche Skalarprodukte mit Strukturkonstanten wie g#g, = 2
und g+e: = 1 fiir i #j. Dann gilt
ad+a = 2(312 Az Ugg + ‘-132} + (040 + Oty + 00y + 030k + 0404 + 04 0) =

= (0 + 0p)° + {0y + 0% + (0p + 00 > 0 fiira#0.

Bei diesem Skalarprodukt gilt zum Beispiel

s 1
-1 ( 1 1 B B e

I\ | 4 '\_lx

+1.1.1 + 1.(-1)1 + (-1)1-1 + (-1)(-1)1 +1-1. 1+ 1.1.1 =0

1

Der Vektor a = (—1] hat in diesem Skalarprodukt die »Léange«| a | * mit

1
L

: a eI 2 I/l 1
!ﬂl*“: W—ll ::—1]*—1 =112 + (=1)(-1)2 + 1-1-2 +
N1 (1)1

+ 1.(-1)1 + 111 + (=1)-1-.1 + (-1)-1.1 + 1-1.1 + 1:(-1)-1 = 4
also ist| a| * = 2. (Beim Standard-Skalarprodukt hitte a die Lange /3 .)

Auch einen »Winkel« kiinnte man mit diesem Skalarprodukt bestimmen,
wenn man den Winkel ¢* zwischen den Vektoren a und b definierte mit

i
i
d
Fat
=
|
L

W ash
SO S T B
I ( 1 r 1y k
Als Beispiel nehmen wir a = :—11, b=| 1 |
kl / \0;' I_'
s [ 1
ash= {_1 *H S B i B S E
X, 1_.-' D; .
+1.1.1 +1.01 + (-1)-1.1 + (=1)0-1 +1-1-1 + 1.1-1 = 2 :
— E . s i
lal* = 2, fiir b ergibt sich | b| * = /6, also cos ¢* = o = @* = 65,9".

(Beim Standard-Skalarprodukt wiirde sich ergeben cos 9 = 0, = ¢* =90".)

a+b ; k a+h .

Die Definition cos ¢* = T *fg hat nur einen Sinn, wenn -1 < 77— <1 garantiert

ist. Tatséchlich gilt fiir jedes Skalarprodukt die Ungleichung von CAUCHY-SCHWARZ:
(a+b)*<(a+a)b+b)
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Beweis: Fiir b = 0 stimmt die Beziehung.
Nun sei b # 0 . Wegen |IV| gilt fiir pelR
O0<(a+pb)+(a+pub)

€ £ Hh & =
0<a*a+2ua+b+u’bs+b;setzt manp=— ;i , 80 ergibt sich
(asb¥  (ashf
< A el
0<a+a-27%p +}p
(asb)*
0<ara-+o H bsb

0<(a+a)b+b)—(a+bh)?, g.e.d.

Baron Augustin Louis CAUCHY (Paris 1789 bis 1857 Sceaux) hat diese Ungleichung
formuliert und fiir endliche Folgen in seinem Cours d'analyse 1821 bewiesen.

Hermann Amandus Schwarz (Hermsdorf 1843 bis 1921 Berlin) hat sie 1885 im Zusam-
menhang mit der Untersuchung von Minimalflichen verallgemeinert.

Aufgaben

1. Begriinde: Die Axiome ﬂ[ﬁﬂ! gelten fiir kein Skalarprodukt aufer in
Vektorrdumen der Dimension 1.

;2'. Welche der folgenden Terme beziehungsweise Gleichungen sind mathematisch
sinnlos, welche Umformungen sind giiltig ?
a, b und ¢ seien Vektoren, a, B und yseien Zahlen, auflerdem sei a « b ein Skalarpro-
dukt, o a eine S-Multiplikation und o.p eine Zahlenmultiplikation.

a) (a+b)+bh = as=b? b) (a*b)-b = a-b?
© asb=y,»a=p d a@sb=p>a=-L
e) (a+blc+a-(bxc)=a.(b+c+b+c)=2a-(b+e)
a*h ;
Dty = g .5 =b h) 35 =7

3. Beweise: 0xc=0

* 4. Untersuche, ob mit folgender Definition ein Skalarprodukt im IR® festliegt:
a) a=b=a;b;, —3ab,—3ab, —a,b, :
b) a+b=3ab, —4ab, —4asb, + 8a,b, — a,b; —ash, + 4asb,
¢c) asb=a°+a’+a°+b*+ b,?+b:?
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Liegt tiberhaupt ein Skalarprodukt vor ? Bestimme gegebenenfalls die
Strukturkonstanten des Skalarprodukts im R?

a) a+b=2a;b;, + W.IFF; (a;bs + ashy) + Hagb,

b) a=+b=2a;b, —3(a;b, + asb;) + 5ab,

¢) a=b=4a;b; +5(a;b,—ash;) + 3asb,

Bestimmen die Strukturkonstanten ein Skalarprodukt ?
a) e’=cundo;>0, g=e=0fiirizj

b) e’=1, e +e;=caundlol<l, e*e;=eyxe;=0
¢ e’=1 e’=2, e2=38, e +g=1firi=#j
d) e’=1, e +e;=2 @ere3= e3+e;=0

Ist in einem n-dimensionalen Vektorraum durch den Term
— XY + Xo¥p — Xg¥3 + ... + (=1)°x,y,
die Koordinatendarstellung eines Skalarprodukts gegeben ?

In einem Vektorraum mit der Basis (e, , e, , 4} sei ein Skalarprodukt bestimmt
durch die Strukturkonstanten

e=16'=2 e =3, e *e=1, €y*e3=g3% =0

a) Gib die Koordinatendarstellung eines Skalarprodukts an.

b) Zeige: a* > 0 fiira > 0.

¢ 4 71
¢) Berechne damit das Skalarprodukt der Vektoren a = [—23} sh=It2 }
-5

b

d) Berechne die »Lingen«von gund b.
e) Berechne den »Winkel«von aund b.

Berechne im IR? einen Vektor n der »Linge« 5, fiirden gilt a*+n=b*n=0;
verwende das Skalarprodukt von 6. ¢). (n ist »Lotvektor« von a und b.

il 3
T

—1 4
Zeige die Giiltigkeit der CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung fiir das
a) Standard-Skalarprodukt b) Skalarprodukt von 6. ¢).

—

4. Anwendungen der Orthogonalitiit

Vektor, der auf a senkrecht steht: Normalvektor von a

Vor gut 200 Jahren ist das Wort »normal« aus dem Lateinischen iibernommen worden.
Es leitet sich ab von nermalis = der Norm entsprechend, im rechten Winkel gemacht.
Die Bedeutung normal = senkrecht findet man zum Beispiel in »Normalprojektione,
»Normalbild«, »Normalkraft« und »Normalvektor.
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1, ... 0, sind Normalvektoren von a

fied =0

Die Aufgabe, Vektoren zu finden, die auf a (#0 ) senkrecht stehen, ist nicht eindeutig
losbar. Normalvektoren T (#0 ) von a miissen die Gleichung nea =0 erfiillen:

n;8; + Nyay + Nyay = 0. Weil man zwei Koordinaten von m frei wihlen und dann die
1%1 e 343

1 3
dritte daraus bestimmen karm_. ribt es o0? Lisungen. Zum Beispiel er ribt sich fiira 2

0y [-3\ ra2y =2y

die Gleichung n;+ 2n, + 3ny; = 0; mogliche Losungen sind |—3' . |0 =
z‘ (g ISRy e
e e
und |25 |. Besonders leicht findet man Normalvektoren zweidimensionaler Vektoren.
\—2 )

s f— 8oy, ; ) e, a : v
a, = L a, }.mt ein Vektor, der senkrecht istzua = [a;] und genau so lang ist. Die Koor-

dinaten von a und a, lassen die Bedingung aus der Analysis fiirs Senkrechtstehen von

. i - Z de <
Geraden erkennen: Geraden parallel zu ‘a haben die Steigung m = a, » und die parallel
|

e : : ay . 4 : :
zu a, haben die Steigung m = — s aber nur, wenn keine Koordinate gleich 0 ist.

a, _
-—3;@: a" | = 0
ae, a
a,e,
a,e,
P Q)
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Vektor, der auf a und b senkrecht steht: Normalvektor von a und b
Sind a und b linear unabhingig, dann ist der Normalvektor n bis auf einen Faktor
eindeutig bestimmt. Um n zu finden, muf man das Gleichungssystem:

nea =0

T ob =0 losen. Dieses 2,3-System hat e' Lésungen.

o - e ( ] \ - & _] 3
Beispiel: a = |2, b= 3
\ :-3 / LY 2 g

n+ 2ns + 3nz =0

-1+ 30, + 20y = 0 Losung m, =s[-1
6 1

= &[]

|
i,

}

Normalvektoren von aund b

Abstand von Punkt und Gerade; Lotfulpunkt
Der Abstand d ist die Lange des Lots von P auf g. Ist X allgemeiner Punkt der Gerade g:

X =0 uu, dann bestimmt man den Lotfullpunkt F aus der Gleichung P Xou =0,
Der Abstand ist dannd = PF .

3

}l.i:
Sl d(P,g) =PF =17

G(51216)

S
P(0I-211) -—___l_ '}. F(31413)
: _—\\

PF-i=0 E 1




5 5'\ 2“1
Beispiel: & X = (2J|+11[---2 JPOOI=2]1)
3

\6 \ 3 )
—= B+ 2 — -~ B4 2y
K= [P Dy lE P =ttt
\ 6+ 3p \5+ 3

PXo® =0: 205+ 21)—2(4—2) + 3(5 + 3u) = 0
171+ 17 = 0 = p = -1 eingesetzt in P X :

— 1 2 fs\ e

PX = PF = Lﬁ |, Abstand d(P,g)=| PF |=7
(J |
=

zu | = —1 gehort der LotfuBBpunkt F(3 | 4| 3).
F ist derjenige Geradenpunkt, der P am nichsten liegt.

Der Abstand laBt sich auch trigonometrisch berechnen. Man bestimmt cos Q:

uo- GP = SABy Sttt
A GP ,und ausd = GP -|sin ¢| ergibt sich: d = GP /1 - (cos 0)>.
u: \x
Im Beispiel von oben sieht das so aus:
— F—D L
GP = [—4 | GP =466, u=+17
(-5 )
=17 17
cos Q= — =7 :

V6617~ +es

d=661- 5 = 6617 =7

Abstand zweier Parallelen

Man fiihrt das Problem zuriick auf die im letzten Abschnitt behandelte Aufgabe:
Man berechnet den Abstand eines Punkts der einen Gerade von der andern Gerade.

xa 5
A \rﬂt—ﬁlmaj
& S g

h = (0 .(2) Gbstidne
g:X =2+ 0l-2| / s
| o el (R

d/

\1’}[{”2'33 :I;"
-l.--.-.-"""--._ - .".‘. >
A')”/i—fj
Xh = . =

> i W
F-2141) =L

dig,h) = d(g,H) = d(G,h) = AT = §
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Abstand zweier windschiefer Geraden

Der Abstand d(g,h) zweier windschiefer Geraden g und h ist die Linge der kiirzesten
Strecke, die einen Punkt von g mit einem Punkt von h verbindet. Legt man durch jede
der beiden Geraden eine Ebene, die parallel ist zur anderen Gerade, dann haben diese
Ebenen den Abstand d(g,h). Die Normalprojektion g von g in F schneidet h im Ful3-

punkt V des gemeinsamen Lots n. (g' und h sind nicht parallel, weil g und h windschief
sind.)

Also gilt: Zu zwei windschiefen Geraden g und h gibt es genau eine Gerade n, die beide
senkrecht schneidet. Die Entfernung der beiden Schnittpunkte ist der Abstand von g
und h. Die Gerade n heifit Normale oder gemeinsames Lot von g und h.

Es gibt mehrere Verfahren, die Schnittpunkte U und V, den Abstand d und die Normale
n zu bestimmen. Zunéchst fithren wir zwei vor.

\ T wli
|h:X :|-1|-‘r ne
LA | 7y e Y

f1 U@IsI®

A

e e




Methode »Allgemeiner Punkt«

...... s r=8Y _ran TN
g X =|9 [+A]-1], h: X =|4|+pu|3
gl g 4] (4]

< —3+4) \ 8+4p)

Xg = 9-x |5 Xy = 4 + 31

8 4+ 4y

. (13 41— 4%
Allgemeiner Verbindungsvektor X, X, = | -5+3u+4

4 + 41— 8A

\
uund A mufl man so berechnen, dafl X, X, aufden Richtungsvektoren von gund h
senkrecht steht:
XX, 0w =0 4(11 + 4 —43) — (=5 + 3u+A)+8(4 + 41 —8X) = 0
ith oV =0: 411 +4p—40) + 3(=5 + 3 + A) + 4(4 + 4p—-81)=0
Das Gleichungssystem 81 + 451 — 81\ = 0

45 + 41— 451 = 0 hat die Losungen A =1, u = 0.

A =1in g eingesetzt liefert U(1/8/8), pn=0inh eingesetzt liefert V(8|4 | 4).

P

f [
-4
\—4

Abstandvektor _UV\ - , Abstand d(g,h) = | I_J_\F =9

g
: e F8N =T

Gleichung der Normale n: X = [ 4 |+ v{ 4
L4 ) 4

Methode »Vektorkette«
Zuerst bestimmt man den Richtungsvektor n der Normale, n steht senkrecht auf &
und v:

—
neu =0: 4n; — ny+8ny=0

nov =0: 4n, +3n,+4n,=0

i

\ /

i

—T
Das Gleichungssystem hat die Losung v | 4 |: wir wihlen T =
)

Geschlossene Vektorkette

GH + HV 4 VU + UG =%

GH + uv +on + Au = o H;-,n

LS - L LY LY . » L9
n°GH + netv + necn + neiAu =0

. : it
=0 =)
n o GH y (o
g= — == - - a1 4 la|l=5]|=1
T \4) | 4]
Abstand digh)= | VU| = lon | =9
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Braucht man auch noch die Punkte U und V, dann setzt man o und 7@ in die Vektor-
kette ein und lost das Gleichungssystem fiir p und A:

B L LA e o L

|—5J+u‘:s -+-'4I+1{1_]= 01

| 4 \4) |4 -8/ (0]

dp— 4\ =—4

3u+ A=1

4 — 8L =8 Losungen A=1,u=0 (Zwei Gleichungen geniigen!)
UG = A% = U=08 =ku, Udls]s

HV =uv = V=H+uv, VEl4la

Diese Aufgabe hatte man auch so einkleiden konnen:

g und h sind Tangenten einer moglichst kleinen Kugel K.

Bestimme die Beriihrpunkte sowie Radius und Mittelpunkt von K.
Die Beriihrpunkte sind U und V.

Die Kugel hat den Durchmesser [UV]; der Radius ist r = gdtg,h Ji=d 5

ik,

Der Mittelpunkt halbiert [UV]: M = 3 (U + V), M(4,5]616).

Aufgaben

1. Bestimme drei Normalvektoren von a , von denen jeder zu einer
Koordinatenebene parallel ist:

: =2 . 1 . (0
a) a = 3| b) Tj:[ol c) a:|9:
\4’, \_'1)1 .l' J

2. Bestimme einen Normalvektor von a und b mit teilerfremden,
ganzzahligen Koordinaten:

o (B s 3y e Ty = r=an Bt 1[0 e
a]'a:—l,.,bzl‘ b)'ii:;—?,b:{ﬁ| c}a:[D,b:{O
3) 6) -2) r ) =7 99 )

’_3_-—| Zeige: Sind 0 und v linear unabhiingige Normalvektoren von a,

dann ist auch jede Linearkombination von u und v ein Normalvektor von a.

£

4. Bestimme alle gleichlangen Normalvektoren von a =|-2| mit ganzzahligen
L)

A

Koordinaten.

5. Bestimme einen Vektor, der senkrecht ist zu u und v, und untersuche,
welche der Vektoren a, b, ¢ und d komplanarsind zu u und v:

33 2N = T 5 1\I PN, Fllis s =Ty
Li\:[rl ,v‘:[_z 'a:[ﬂ b=|—2 c :---1| d =| 8

o) = .3 L 1)

=1




3

®

30,

[+11]

« 12,
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b g 20 rl b
g X =|1 1+_LL|—4 , P4|8|-8)
12 L3 )
a) Berechne den Fullpunkt F des Lots von g durch P und den Abstand von P und g
b) Berechne den Abstand von g und Ursprung.

Gib die Gleichung einer Ursprungsgerade u an,
B 2

5|+ .u{l | senkrecht schneidet.

1 3

\ r

—

dieg: X =

P(11-111) Zeichnung im Koordinatensystem !

a) Berechne den FuBlpunkt F des Lots von g durch P.
b) Gib eine Gleichung der Normale n von g durch P an.
¢) Berechne den Abstand von P und g.

d) P und P sind symmetrisch beziiglich g. Berechne P'.

Berechne den Abstand d(P,g) und die senkrechte Projektion F von P auf g:

i =20 4 0
a) g X =|-10 |+u|-2|, P(50|55]|51)
%5 ) 5
S 1 4 r”l\
bR [u +uf 1|, P(1000]110]120)
\ 111 ) L )
\ 1 —n ."-3 fﬁ'\
g:}(:_u,[l}_h:}{: 2 +A|5 P(1|/2]3)
1) L]a' \—=L /)

a) gan P gespiegelt ergibt g'. Gib eine Gleichung von g an.
b) P an g gespiegelt ergibt P'. Berechne P

¢) han g gespiegelt ergibt h'. Gib eine Gleichung von h'’ an,
[ 2

—zj.hf X =
| 1

LS f

g X =

ol

:-’_J. \ f—r:) 1
5[+ A 3 |+ p| -1 |. Berechne d(g,h).
1 3] " los)

/

X,

A(29|-5|-4) , B(-3 —27112), M(16|111-8), P(4|8]19), Q(1|-19|31)
g ist die Gerade durch A und B.

a) Bestimme den Punkt N auf g, der P am niichsten liegt.

b) g ist Tangente einer Kugel um M.
Berechne den Bertihrpunkt T und den Kugelradius s

¢) Berechne Radius r, und Mittelpunkt M. der kleinsten aller Kugeln,
die durch M gehen und deren Mittelpunkte auf g liegen.

d) Berechne Radius r; und Mittelpunkt M, der kleinsten aller Kugeln,
die durch M gehen und g beriihren. Berechne den Bertihrpunkt T.
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e) Berechne Radius r, und Mittelpunkt M, der kleinsten aller Kugeln,
die durch @ gehen und g als Zentrale haben.
Berechne die Schnittpunkte von g und dieser Kugel;
was fiir ein Dreieck bilden der Ursprung und die Schnittpunkte ?

f) Bestimme eine Gleichung der Normale n von g durch Q.

g) Q an g gespiegelt ergibt Q'. Berechne Q'

* 13. gist die Gerade durch A(8| 13| 3) und B(14| 20| -3),
h ist die Gerade durch C(10| 19| 12) und D(-8| -2 30).

a) Berechne den Abstand d(g,h) von g und h.
b) Bestimme eine Gleichung der Mittelparallele m von g und h.

¢) gan h gespiegelt ergibt u, und h an g gespiegelt ergibt v.
Bestimme Gleichungen von u und v.

d) Wo liegen die Mittelpunkte der Kugeln, die g und h beriihren ?
e) Wo liegen die Mittelpunkte der kleinstmoglichen Kugeln,
die g und h bertihren ?
L T 1 bt
*14. g: X = [a J+u[—2!,n52, M(-5|5]5), V(6| 18|6), W(-6|12|0)
a 0 ,i-

a) Beschreibe die Schar g, , welchen Abstand haben benachbarte Schargeraden ?
Welche besondere Lage im KOSY hat die Mittelparallele von g; und g ; ?

b) Welche Schargeraden haben vom Ursprung den Abstand 7 ?
¢) Welche Schargeraden beriihren die Kugel um M mit Radius 9 7
d) Beziiglich welcher Schargerade sind V und W symmetrisch ?

:' SJ Untersuche, ob g und h windschief sind, berechne gegebenenfalls den Abstand
d(g,h) und die Endpunkte der gemeinsamen Lotstrecke.

e —4 -3 _. 4 (4\
a) g X :[1J+l.—1J. h:X:“}]+pli SJ
\ 4 e

5 1 13 a 0 04
b gX :[—21+?., 1|, h: X =(51+p[0‘
L3 ) \ 8 ]

i

L0) ) 1
LY T3 4 % 1
c) g X .—_-‘8 + A 5}__ h: X =p[2]
l9) \8) 3
5 2 yi2 > By A A
d) g¢X = {J‘+l—21. h:}{:|6+u—l
.\'3,, 150 0 2l
N -'-2 a’l‘]l = f—::] I_J
e) g X =|18|+17|8], h){:[a +p-4]
8 ) 4) \ 19 \ 4,
e £5 \ a0 ~ i 6 —2
f) X =|[2[|+A[-1 R e = l::}+u 4]
0) 7) |17 -1

231



s . L s = Y —8x
¢16. g X =A|-10|, h: X = 16|+|u_ 10 |
; 5 ) 1)

g ist die Achse eines Zylinders Z mit Radius 11.
Berechne die Schnittpunkte von Z und h.

0y il a =T -3
o7 g X = 17|+ A8, X =| 9 -I-|l1|*i |
LD ) (4 | 16 | \ 4

e a) Die Kugel hat ihren Mittelpunkt auf h und beriihrt g.

Bestimme ihren Mittelpunkt M und Radius r in Abhéngigkeit von .
Fiir welchen Wert von y ist der Radius minimal ?

b) Bestimme Mittelpunkt M und Radius r der kleinsten Kugel,
deren Mittelpunkt auf h liegt und die g als Tangente hat.

¢) Bestimme Mittelpunkt und Radius der kleinsten Kugel ,
die h und g als Tangenten hat.

0. Beweise

Mit dem Skalarprodukt ist es auch méglich, geometrische Sitze durch Rechnung zu
beweisen. Drei Beispiele sollen das zeigen.

1. Beispiel: Hat ein Tetraeder zwei Paare orthogonaler Gegenkanten,
dann sind auch die beiden restlichen Kanten orthogonal.

Vor. ae(C—b)=0 (1)
el =T)=0 (2)
Beh: TCof l;— a)=0
Bew.: a o C‘—_i-i'\-b_]‘-;z 0 (1) : S it :
bea-bed =0 (2) 8%135}”’00'33_
(1) +(2):: @ec—boc =0 ' '
0

(a—b)s¢ =0 ged.

Genauso elegant lassen sich viele bekannte Sidtze aus der Planimetrie mit dem Skalar-
produkt beweisen.




2. Beispiel: Ein Parallelogramm-Satz und seine Verallgemeinerung:
In einem Parallelogramm sind die beiden Quadrate iiber den Diagonalen
zusammen genau so grofl wie die Quadrate iiber den Seiten zusammen.

e

C C

eah
5
-

a a

1+2=0+@+®+®

Vor.: (j’: = CB‘ =

Beh.: OB 2%+ ACZ2= OA2+ AB%+ BC?+ CO?
Bew.:OB2+ ACZ =(a+c F+(t—-a)= :2.'5?E +2¢?2

OAZ+ AB%2+ BC2+ CO2=a2+c?+a’+c’ ged

Jetzt verallgemeinern wir den Satz auf beliebige Vierecke:
Summe der Seitenquadrate:

224+ b2+ T2+ (a+b+c)’=

9524+2b2+202+2Bob + et + adC)

Summe der Diagonalquadrute\: .

{E\-t-_l;‘)z +( 1:;+7:\']2 - 224+2b%+c2+2(ach + bee)

Diese beiden Summen sind im allgemeinen nicht gleich grof,
sie unterscheiden sich um den Term a*+ ¢ *+2@acc =( a+c)
Dieser Korrektur-Summand hat eine geometrische Bedeutung:
Sind M und N d:c Mitten dcr Diagonalen, d'mn gilt

NM=M -N = 3{2a+b+c ) — 2{a+hJ_ s(a+0c)

Damit haben wir einen Satz gt,f"undcn und bewiesen:
Die vier Quadrate iiber den Seiten eines Vierecks sind zusammen so grofi wie
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die Summe der beiden Diagonalquadrate und des vierfachen Quadrats iiber
der Verbindung der Diagonalmitten.

a'+b'+c’+d* = e'+f'+4m’

3. Beispiel: Die Euler-Gerade:

t2

In jedem Dreieck ABC liegen der Schwerpunkt S, der Héhenschnittpunkt H
und der Umkreis-Mittelpunkt M auf einer Gerade. S teilt die Strecke [HM]
im Verhiltnis 2:1.

Wegen o é(?";+ B+C)wird A+B+C = o (I,

wenn wir S zum Ursprung machen.

M ist von A, B und C gleich weit weg: AM=BM=C M (IT)

Fir zwei gleich lange Vektoren u und Vv gilt w2— v2=0

beziehungsweise (W -V )o(u +V ) = 0: damit folgt aus (II):

(AM-BM)o(AM+BM)= (B=A)o(2M —A—B)< 0 (III)

und (C-B)e(2M -B-C)=0 (IV)
und (A-C)e(2M -C-A)=0 (V)
Wir setzen G := —2--1'#_15; aus (I) folgt: = e - €. Damit wird
aus (IIT);: (B-A)*(C-G)= ABoGC =0
aus (IV): (C—-B)o(A-G)= BCoGA =0
aus (V): }-’:—-_(_]\)s{ B - G)= EA\U GBE = 0
Demnach liegt G auf allen Hohen, ist also identisch mit H: G = H.
Aus H =2 M folgen beide Behauptungen.
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Aufgaben
Beweise folgende Siitze mit dem Skalarprodulkt

1| Injeder Raute stehen die Diagonalen aufeinander senkrecht.

2._| Thales-Satz: Wenn ein Dreieck OVU rechtwinklig bei O ist,

dann liegt O auf dem Kreis mit Durchmesser [UV] .

r.] Umkehrung des Thales-Satzes:
Wenn O auf dem Kreis mit Durchmesser [UV] liegt,
dann ist das Dreieck OVU rechtwinklig bei O.

* 4, Satz iber die Hohen im Dreieck:
Die drei Hihen eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt.

5. Satz iiber die Winkelhalbierende im Dreieck:
Jede Winkelhalbierende teilt die Gegenseite innen im Verhiltnis
der anliegenden Seiten.

+ 6. MITQUADRATEN
[CP] und [CQ] sind gleich lang und stehen aufeinander senkrecht.
MITQUADRATEN QUADRATMITTEN
CP = (_m und [:i'J_CQ XY =CZ und XYL CZ
Guadrat
Quadrat C QI.:I
% Quadrat {al“j”r_{. 3 X
Y \
A 1}“‘\_\ i B
"/ \‘\\
P +  Quadrat - N\
Y 1
L]
Q A
Quadrat
¢+ 7. QUADRATMITTEN

X, Y und Z seien die Mitten der Quadrate iiber den Seiten eines bei C
rechtwinkligen Dreiecks ABC.
[XY] und [CZ] sind gleich lang und stehen aufeinander senkrecht.

+ 8. Der geometrische Ort der Punkte, deren Entfernungsverhiltnis zu zwel festen
Punkten O und P gleich 1 (#1) ist, ist ein Kreis. (Apollonios-Kreis)

9. Injedem Spat sind die Quadrate iiber den vier Raumdiagonalen zusammen
genauso grofl wie die Summe der Quadrate tiber den zwolf Kanten.

$ 10. Die Hohen eines Tetraeders treffen sich genau dann in einem Punkt,

wenn je zwei Gegenkanten senkrecht s-;Lehc_n. ) _ L5 i
(Eine Hhe ist das Lot von einer Ecke auf die gegeniiberliegende Seitenfléche.)
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*X. Vektorprodukt




1. Normalvektor und Parallelogrammfliche

Zwei nichtparallele Vektoren a und b spannen ein Parallelogramm auf. T sei ein
Vektor, der auf a und b, also auch auf der Ebene senkrecht steht, in der das Parallelo-

gramm liegt. Dieser Normalvektor n liegt bis auf einen Zahlenfaktor eindeutig fest.

Solche Normalvektoren sind in der Geometrie und in vielen Anwendungen der Physik,
der Elektrotechnik und des Maschinenbaus sehr gefragt. Man hat deshalb eine Formel

Fay . by Mg
{'_‘Ilt-"."r’:lf,'kﬂlt, die zu gcgebpnen] = | dg und b= ‘ hg SChT‘lC” einen Normalvektor Ig
\ 23 ) (b3 \0a )

liefert. Um sie herzuleiten, kénnte man das 2,3-System nea =0, necb = 0 losen.

X,

Schneller gehts mit einem kleinen Trick: n steht auf a und b senkrecht, also auch

LS

auf jeder Linearkombination 1 von a und b. 1, a und b sind komplanar, also gilt

LA % ]] daq b] |
det(1,a,b)=0,also |l»as bs| =0, entwickelt nach der ersten Spalte
I3 ag by
ag by ay by | ay by | _




Diese Zeile deuten wir als Skalarprodukt orthogonaler Vektoren

ag by |

ag by
N b { agbg— aghg
a | : M s |
o] - '1] h] = 0 und nehmen den zweiten Vektor als Normalvektor n =| asb,—a,bs |
R a;by—ash |
| 21by—agh; |

| a1 by

| a5 by

Wie wir gleich sehen werden, hat n Eigenschaften, die an ein Produkt erinnern,

in dem a und _E:l die Faktoren sind. Deshalb die

Definition

Zu zwei Vektoren a und b heifBt das Produkt
. fa;y (b ( aghg —agby
a » l] = dg | ¥ b-z W =i a'd-bl E‘lll}l-_{
L a3 | |,| by el a;bg —ash, HI

Vektorprodukt oder Kreuzprodukt von a und b. ;
(sprich a kreuz b)

Nach dieser Definition diirfen a und b auch parallel sein. Als Vektorprodukt ergibt
sich dann der Nullvektor. Ist némlich b, = pa,, dann folgt a;b, — ayb; = a, pa, — a, pa; = 0.

Die Koordinaten von axb sehen et-

a,b; — asb,
s El,-;b; = albf’;
a,b, - a,b,

was kompliziert aus, lassen sich aber
iiber eine Eselsbriicke leicht berech-
nen. Man schreibt die ersten beiden
Zeilen des Produkts noch einmal unter

das Produkt. 5 it
e

Die i-te Koordinate ergibt sich, 5

wenn man bei den (Vektor-) = 2-6 - 3-5 -3

Faktoren die i-te Zeile streicht =(34-16|=|6|= _3 -2

und die Determinante aus den 1.5 -2.4 -3 1

beiden folgenden Zeilen berech-
net.

i el
Kontrolle: |-2 |
Bl

W) i

| il lf‘1 )
=0 und |—2 lo| 5 | =D
g \1} \6)

Lok
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Geometrische Eigenschaften

Jedes Vielfache des Normalvektors a x b ist auch ein Normalvektor von a2 und b. Die

Léange | a x b | hat eine bemerkenswerte geometrische Bedeutung; das erkennt man
nur mit trickreicher Algebra:

E\){ h\' ¢ — (ﬂzb:; — a:;bz)z + (a_qb] = a-_b‘g)?. + (ﬂ]hg = ﬂgb]]Q

= a,’by® + a,°b,” + a3°b,% + a.’bg” + a,°b,” + a,b,”
2 Dy ; Dy 1 1 Dg 1 Dg 9 Dy
— 2(agbgagb, + azb;a;b; + a;bsash,)

+a /b2 +a’bs +asb— (@b’ + afb,? +a’by) (Trick!)

= a,.2(b2 + b2 + b2 + a,2 (b;? + b, + bs?) + a;” (by® + b, + by®)
— (a,%b,? + a,%b,? + a,°b,” + 2a,bsasb, + 2a3b,a;b, + 2a;boash,)

= (a2 + a2+ a,>)(b,? + b? + bs?) — (a;b; + azb, + agby)’

22| b|2= (&0 b)? = a?b% (ab cos ¢)? = a*bX(1 — (cos ¢)?) = ab*(sin ¢)?

P
.4
=
[ ]
1

| xbl=absin¥(@,b) | B Flﬁcheninhalt
I ol F =ah=absing
=laxbl

- 1"\..
q) 2\ ﬁ

Die Linge von a x b ist gleich dem Flicheninhalt des von aund b aufgespannten Pa-
rallelogramms. Das ist eine anschauliche Erkldrung dafiir, dal das Kreuzprodukt
paralleler Vektoren den Nullvektor ergibt; das zugehdorige, zu einer Strecke entartete

h=bsin@

Parallelogramm hat den Fldcheninhalt 0.

Auch der Fliacheninhalt eines Dreiecks 1a8t sich jetzt einfach ibers Kreuzprodukt der

—

: 3 | < -l — —_—
Vektoren berechnen, die es aufspannen: | Fype =3/ ABxAC|

Beispiel: A(1]0]1),B(2|-3]1),c(0l0l5)

e 17 - re=EN L ."r 15 =y i 1"“12 \ : po 19N -
AB=[—3\,AC: 0 |; ABxAC=|-3|x| 0 =|_4 : Fage= 5|[-4 [=2
) 4 ) L0 et =] =4

Zu jeder Linge gibt es zwei Normalvektoren vonaundb: kaxb und —kaxb. Ar-
beitet man in einem Koordinatensystem, dessen Basisvektoren e, ,e;,e; ein Rechts-
system bilden, dann bilden auch die nichtparallelen Vektoren a, b und axb ein

Rechtssystem: Dreht man a auf kiirzestem Weg in die Richtung b, so bohrt sich eine
i 1 \ f (} hY I U b
| | S

Rechtsschraube in Richtung a x b.Insbesondere gilt: e; Xe; =|0 [X [‘[ =10 |="e;.
' o) (o) (1)
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Zusammenfassung s
Fiir nichtparallele Vektoren a und b ist:

a x b senkrecht zu aundb,

| | a xb/| der Flicheninhalt des von & und b
aufgespannten Parallelogramms,

a, b,axb ein System, das so orientiert ist

el

wie das Basissystem e, , e,, e;.

Das Vektorprodukt gibt es nur im dreidimensionalen Raum. Im zweidimensionalen
Raum (Ebene) gibt es ein analoges Produkt; es heifit nach einem der Viter der Vektor-
rechnung GraBmann-Produkt oder Schiefprodukt. Man definiert:

0 rb]\

aab=| a, |7 | b, )= det(a,b)=ab,—asb,

\
,

Auch fiir @ A b (sprich a schief b) gilt
| @ Abl=absin«(a,b) = Flicheninhalt des Parallelogramms,

das von a und b aufgespannt ist.

fay by 0 )
Begriindung: |a,|[x|by |= 0
0) [0 | \81bg — ash

Produkteigenschaften von a x b

Die Bezeichnung Produkt beruht vor allem auf der Giltigkeit des
Distributivgesetzes. Wie eine mithsame Koordinatenrechnung zeigt, gilt

ax(b+ec)=axb+axc
Von den andern Produkteigenschaften bleibt kaum was tibrig.
Beim Vertauschen der Faktoren dndert sich das Vorzeichen:

( aghg—agbs b

5

axb = a:].?] —ajby = —_hxa Anti-Kommutativgesetz
a;by— agb, | i




Das Assoziativgesetz gilt liberhaupt nichL wie man schon an einem Zahlenbeispiel sieht:
e Cil e S

| 2

1

1)

2|'x‘ t}:=L 3|x| 0 |r
el ML 2) 6 W el
g2 |[r=1ey dr—2il e e B,
% Plli2 x5{1‘=z|x|u=| -4
1) 1l 1 2 Il o =8

X

| 3
i ¥ N

.ﬂahlaniakmr—en lassen 51-::h qllerdmgs beliebig ausklammern:
(na )X b = ax{pb}—Ldehr
Ein neutrales Element kann es nicht geben, weil der Produktvektor senkrecht auf den

beiden Faktoren steht und deswegen nicht mit einem der beiden identisch sein kann.
Weil es kein neutrales Element gibt, ist auch die Division nicht sinnvoll.

Das letzte Beispiel hat gezeigt, dall das Assoziativgesetz nicht gilt. GRABMANN hat eine
Beziehung gefunden, die das Produkt a x( bx¢) mit dem Skalarprodukt und der
S-Multiplikation ausdriickt. Diese Beziehung heifit auch Gralmann-Identitiit
2x(bx¢)=(3-C)b = (8eb)T ()
Nach LmSLellung und Umbenennung ergﬂnt sich der Reihe nach

(bixe) x5 =(asb)c -(asc) b (Anti- Kommutativgesetz)

| |
+ M +*

5

a b ¢

(axb)xe =(ceca)b —(Ceb)a ()

(axb)xe = (¢c-alb- (¢-b)a

Foa
= e i
Axblxe=|-12

: .;____'_3 :
|Zg) == e / iy e

7

5 |

Axibxe) =

e

Der Vergleich von (+) und (*) zeigt, daf} das Assoziativgesetz nicht gilt.




i

Zum Beweis von () iiberlegt man sich, dali der Vektor a
Lot von b und ¢ steht, also eine Linearkombination von b und ¢ sein muB:

x( bx'c ) senkrecht auf dem

ax(bxc)=Ab +uc | -a

0=2Xa-b+ua-ec.

Eine Losung dieser Gleichungist A= acc, |t = —aob.Damit gilt

ax(bxc)=k[(a.c )b ~(Bob)T | . Die Koordinatenrechnung zeigt: k = 1.

Als Anwendung beweisen wir einen Satz aus der Raumgeometrie:
In jedem Tetraeder ist die Summe der nach auflen gerichteten
Flichenvektoren gleich dem Nullvektor.

S e
i1SExSc=03] X,

Asmloln

| o= "l.'.'.".i K ;

2SC x SA = |_;;,=—,] XN .
= W05 S | \ 'q\:x SB = l rll_z:‘:'l
e f VN = | 0,25 )

———— I

C01-110) —&— = |

e : "‘ié.f_h__ ||

§i A(110,510)

e N
’ ACX AB = ( 0 i
: o) W

Mit Fldachenvektor meint man einen Vektor, der senkrecht steht auf einem ebenen
Flédchenstiick und dessen Linge gleich ist dem Inhalt dieses Fliachenstiicks.

— ].__—\ —_— ] ™ — ; — LN S — 3 —

F =5SA%SB +3SBxSC +3SCxSA +;AC x AB
Beweis: 2F =(A-S)X(B-S)+(B-8X(C-8)+(C-S(A-S)+(C - A)x(B-4
AXB-AxXxS—-SxB+SxS+BXxC-BxS—SxC+Sx8 +

+CxA-CxS-SxA+SxS+CXxB—CxA—-AxXxB+AXA =0
Dieser Satz stimmt nicht nur fiir Tetraeder, sondern fiir beliebige Polyeder:
[st n; der nach auBen gerichtete Flachenvektor der i-ten Fliche
k

(von insgesamt k Fliachen), dann gilt Z n = 0.

i1
Zum Beweis denke man sich das Polyeder in lauter Tetraeder zerlegt.
Flédchenvektoren spielen eine grofle Rolle in der grafischen Datenverarbeitung. Zum

Beispiel ist eine Seitenflache eines konvexen Vielflachs genau dann unsichtbar, wenn

ihr Flachenvektor mit dem Blickvektor OA,.. einen stumpfen Winkel einschliefit.
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Aufgaben

1.| Berechne

R 8 SO (TN (104
a) [2 X 21 b |2]|x|5 ¢) lb‘x 11
\-1) 2 ) 3] (6 B

: s S a \ sa+dy

| 12 e) l—lﬁ * —]2| f) a+l | X| a+4
20 | a+2 | |a+5 )
|2.| Berechne mit dem Vektorprodukt einen Normalvektor der Ebene:
17 ~ F1N

n‘u e f]‘-l =

% | % ri| | ?‘\
a) X :[—21;-:45 2 (+1|8 b X =ofo|+1]| 1
13 ) \3 \2) b4 B ET

2y 2 (LY (B
ki a = =1 |_ = =]
i L3 ) LH_}

a) Berechne (axb)xc und ax(hx¢).

b) Stelle (axb)x¢ alsLinearkombination von a und b dar.

% H_G\] e F4 A o iy LS e i 0
4, Bestatige fiir a :| 3 |, b=|-20|die Beziehung (aob )* +| axbl|?=a’b%
E] :'s
| 2 L 5 )

* 5. Zeige:
a) U, v linear abhingig & uxv =0.

L

b) T, v linear unabhingig < u, v,

B Sy . ey o -
u X v linear unabhéngig.

* 6. Welche besondere Lage haben u und v, wenn gilt:

a) |uxv|=uv b | axv]=|u-v|

* 7. Berechne (v + w ) x (v —w ) und deute das Ergebnis elementargeometrisch.

* 8. Wo liegen die Punkte X, fiir die gilt: et L,
a) XxA=0 b) X-(AxB)=0
& 2| XAl =E = Al=1 d Xx(AxB)=0o

Y

9. Zeige: Die Punkte X, die der Gleichung vxAX =0 geniigen (V#0),
bilden eine Gerade g.

i

J und A(2] 3| -1).

£l
| 0
\—

Stelle eine Parametergleichung von g auf fir v =

ba
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|10, Berechne die Fliche des Parallelogramms ABCD

a) AW|0|0),B(1l0|-3),C-4]6]|-1)
b Alol-1),B(1]-3]3),C513]|2)

|L1 Berechne die Fliche des Dreiecks ABC
a) A(-2/2|-3),B0]|olo), ci3l-2]|0)
b A@|2|l1), BGl-2|1,.c7]|-2|=5)

(=25% =5y Bestimme den Abstand von Punkt P(11111) und Gerade g,
6 J+ K| 8 | indem du den Flacheninhalt eines geeigneten Dreiecks GHP
v © 7/ (Gund H liegen auf g) und die zugehorige Hohe h berechnest.

13. Zeige: Der Abstand d eines Punkts P und einer Gerade AB errechnet sich

| AP x AB
mit der Formel d = —
‘:l:\.” —irs 718 ,fI:‘z 3
Berechne mit dieser Formel den Abstand von Ursprungund g: X = {—2 - _LL| 3 |
2 L4 )

14. Zeige: Der Abstand d der Parallelen g: X 26 UKD und

- — = . i K i TA ;.
h: X = H +pu errechnet sich mit der Formel d =;| GH xu |.
Berechne mit dieser Formel den Abstand von

Ty I.fB\ Al —s e 8
g X =13 +l57‘11ﬂd}11}(: 19 [+ 7
13) |-6) 2] -8

s 8N =3
* 15. Bestimme die Losung von X x‘ 1 |:| 5 ‘,ﬁalis =i
(14 | 4 )
116, A(512(6), B(7]0/9), C(0| -2/ 1). Bestimme die Linge der Hohe h, im Dreieck ABC.

5 i
* 17. A61316),B(4[8(-8), & X =p|-2
2

L

\,

Bestimme C auf g so, dal das Dreieck ABC den Flicheninhalt 54 hat.

e 18. Zeige: (UXV)XW = ux(V xw) < u und w sind kollinear,
wenn kein Nullvektor darunter ist.

[+19] Ac0l0l0),B(619]1-6),C(6]3]6),D(-4]-8|8)
a) Zeige: Das Viereck ABCD ist eben.
b) Zeige: Das Viereck ABCD ist nicht iiberschlagen,
das heilit, keine Seite kreuzt eine andre.
¢) Berechne den Fliacheninhalt des Vierecks ABCD.
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¢ 20. Begriinde:

a) Ist P,P,P;PP; ein ebenes konvexes Fiinfeck, dann sind die Kreuzprodukte

.2 aufeinander folgender Seitenvektoren gleichsinnig parallel.
St.lmmt (l]{.‘b(}? Satz auch fiir konkave Fiinfecke ?
b) I liege im Innern eines ebenen konvexen Fiinfecks P,P,P;P,P:

= f'ur aile Iuckcn P. mit P, = P; gilt:

'PPH bY l’I ist bis auf einen positiven Faktor gleich P P X P?P
Wie merkt man, daB ein Punkt auf dem Fiinfeck liegt ?

21. A(4]1310),B(6]0]1),C(-4/0[6),D(-8|6/4),E0|6]0)
a) Zeige: ABCDE ist ein ebenes konvexes Fiinfeck.
b P(-8/316),Q(-21313),R-6/3]5),8 4),T(0|32) ,U-6|3]4).
Welche Punkte liegen innerhalb oder aulerhalb des Fiinfecks ABCDE ?
Welche liegen drauf ?

22. A(1|-2|0),B(-3|-616),C3|10/12),D(516]0)
a) Zeige: ABCD ist ein ebcnea konvexes Viereck.
b Pwol2]9),Q-4/-18/-9),R0l0]0), S(2]|2]3)
Welche Punkte liegen innerhalb oder aulerhalb des Vierecks ABCD 7
Welche liegen drauf ?

2. Spatprodukt und Spatvolumen

Das Volumen eines geraden Prismas berechnet man mit der Formel Grundfldche mal
Héhe. Schert man ein Prisma parallel zur Grundflache, dann bleiben Grundfliche G
und Hohe h — und nach CAVALIERI — auch das Volumen V = G:-h gleich.

Drei nicht komplanare Vektoren a, b und T S ein Spat auf. a und b spannen

eine Seitenflidche vom Inhalt G =| &% b | auf; ax b ist senkrecht zu dieser Seitenfli-
che, also parallel zur Hohe h. Diese ist die Lénge der senkrechten Projektion von ¢ auf
s 1 . I(axb)ee |l I(axb)ec |
axb: h=|¢l|leosol =l |l -—F=—7=7= =

laxbl: el laxbl

& l@sb)scil

=Gh=|axb]|-- - =|axb el

s e
S laxb |
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V=I(axh)-¢l = | det(@,b,8) |= 30

Spatvolumen X3
- = [0)
axb=|g e
g A 21
‘ \BJ e g —
LB _,,-_;"

DR Y
h=1¢l-leospl h/xl

Das gemischte Produkt (& x b)e< heibt auch Spatprodukt von a, b und ¢; man
schreibt es einfach a bc.Der Ausdruck a b ¢ ist eine Zahl, deren Betrag das Volu-
men des von a,b und ¢ aufgespannten Spats angibt. a b ¢ ist positiv, wenn cos @
positiv ist, das heilit, wenn © und axb einen spitzen Winkel einschliefen. Das bedeu-
tet,daB a, b und ¢ ein Rechtssystem bilden.

Die Schreibweise @ b © enthiilt keine Klammern, 14t also nicht erkennen, wo » ¢ « und
wo » X « steht. Tatsdchlich kommts nicht drauf an, solang man die Reihenfolge der
Vektoren nicht dndert. Es gilt ndmlich:

@ %xb)oc =(bXC)sa (andere Grundflache) = B (bxT).
Berechnet man das Spatprodukt aus den Koordinaten von a, b und ¢ , dann macht
man eine iiberraschende Entdeckung:

dg bjg |
ag by |
Cy |a; by ¢
{___\ _l:;) % EI‘! b; ¢ ?n_ul bz: -n'.'ll hi E‘ii !)1 | ! b\.! 1
£ S — 7 — i — e | = | &c¢ A
S ag bg ‘ mflis2 €1 ay by €2 llaghs | %) a by | 2 %2 ©2
s "3 7 as by cg
a; by '
dg b\g
(Entwicklung nach der 3. Spalte)
Damit gilt: | Ve =l (@xb)oel=ldet(a,b,c)l ==l abe

Diese Volumenformel macht die Komplanaritdtsbedingung anschaulich verstidndlich:

3

a, b,c komplanar < det(a,b,c)=0.
Das Spat hat die Hohe 0 und entartet zu einem Vieleck.
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V=il(@xh)¢l=}ldet@b,e) =5 ¥,

Tetraedervolumen

Drei nicht komplanare Vektoren a, b und ¢ spannen
auch ein Tetraeder (= dreiseitige Pyramide) auf.

T 1 = 1y
\rrr'-'l-"ilt'd?-* = G’l‘l-trnt-tivr'h S (Jﬁpnt'h =g ‘V."v}mt
v = Y (@xDb)eTl= Lldet(s,b,7)
Tetraeder — taxp)ec|= glae Jdb.

Als Anwendung des Spatprodukts berechnen wir den Abstand eines Punkts und einer
Ebene in Parameterform:
e T ;
P(7/11/10),E: X :|1 +A +ul-1|= A +Au +pv
{) J i \ 0 )

o

0
\ 3

W,V und AP spannen ein Spat auf. Der Abstand d(P,E) ist gleich der Spathéhe,

die auf u und v senkrecht steht:

|(iix¥)-AP| ~13

aGYs e

P(7111110)

—7
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vV |f_ﬁ\)< v )o AP |
el e —~
G laxv |

4'\ '(r\1 ". 2 % £Y
T OJ£ -lﬂ Grundflache G = | XV ] =13
3
LY

'

'J
Volumen V =|(uxVv luhP|~ J ID|—1h9
4) (10}
7 169
d(P.E) = G =193 = 13.
Eigenschaften des Spatprodukts
Wegen der E1genschfifton des Skalar- und Vektorprodukts gilt:
3 hic =(axb)sc =t (axb)=(cXE)-b-C &b

also BbCc=Cab=bTa,
das hmﬁt zyklische VLrt'chhung dndert den Wert nicht. Andrerseits gilt:

abc—(dxb _—(h><'1 o"\:—bdf
also aljr::—bac

2bc=-Cba
und a Tg c=—-ac T; , das heiflt, Vertauschung zweier Vektoren dndert das
Vorzeichen.

Die Vertauschungseigenschaft des Spatprodukts fiihrt zu einer weiteren Beziehung von
Vektor- und %kdlarplodukt der Lagrange- Ifi::ntzza.t

R S

(Bxb)o(Exd)=(aoc)(bod)= (Bod ) boT)
Zum Beweis setzen wir ¢ x d = z . Damit ist:
(a‘xi;}cf?x—ti‘] :{'a;x_}';Jo'z‘m a b zZ=2a h =(zxa lb =
:H?xﬁmakb
(GraBmann) =[(eoa d —(dea }_L'Lj»T;
ﬂ24nmom—ﬁiﬁu&5}
=(3oC)bed)~(aed NDbec)

Aufgaben
|1 Berechne das Volumen V des von u,v und w aufgespannten Spats:
o L i e e AT R T T
a) u:|t]‘.v=!—.—3,w:2 b) 11:2.v:5,w:21
| 2 ) { o) \3) 13) L4 ) (1)

|i] Berechne das Volumen V des Tetraeders ABCD
a) A(1l111),B1l4]4),C4|1]4),D4|4]|1)
b A-1l-1l-1),B@lol-2),col-2]0,D-2]0]|0)
¢ Alolo),B@l213),cHl5]6),D7]8|9)
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3. a) Begriinde: Ein PunktP und eine Ebene ABC haben den Abstand
|det( AB, AC, AP )|
| ABx AC |
b) Berechne mit dieser Formel den Abstand von P(—41| 33| 25) und
der Ebene durch A(-7 |4|-17), B(-7|1|-13) und C(-3| 7| -14).

=

4. A(l1l5),B5|1]5),C215]5),D0|3[5), Spitze S(4] 1] -1)
Berechne das Volumen der Pyramide ABCDS
a) durch Zerlegen in zwei dreiseitige Pyramiden.
b) mit der Formel V = ; Gh

¢ 5. Zeige mithilfe der Gralmann-Identitat:
(PXQ)X(WxV) =udet(p,q,v)— vdet(p,q,u)

* 6. Jacobi-ldentitiit Zeige mithilfe der Gralmann-Identitit
(TXVIXW + (VXW)IXT + (WXUW)XV =0

* 7. a) Zeige: Die windschiefen Geraden g:-X = G+AUW undh:X = H+ v
la v aH\ |

~

—
laxv I

haben den Abstand d = -

b) Bestimme mit dieser Formel den Abstand von

—s =37 ot & — 8y r4n
g X =| 9 [+A|-1 undh:}&:|dl+|.1 31,
\ 0 8, a4z| 4)

8. Zerlegung eines Vektors v in seine Komponenten in Richtung a,b,¢:

a) Zeige: Sind a,b,¢ linear unabhingig, so gilt

i vbe n e TR N
R el v b =T =0
abe a b e abe

(Tip: Multipliziere die Gleichung Vv =aa +Bb +y¢ mit geeigneten
Vektorprodukten oder erinnere dich an CRAMER!)

« (2) g
b) Wende diese Formel an, um v =|- 3J als Linearkombination
\—1
=] ] | e L =4 .
von a :I--i 1 b=|2|und ¢ =| 5 Jzu schreiben.
—if -9 [ |
) LY g .
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Rechtfertige die Gleichheitszeichen
(@xb)e(exd) = abexd= bexda
{T;X {_C\X_d‘\l'_l ->_élh = [[' b Cd )'E‘ — [_h :JT:; _}.d I o a‘

>

(Bo¢)(bod )=(asd)(bet)

Il

. Quaternionen

William HAMILTON hat 1844 die komplexen Zahlen durch die Definition der
Quaternionen erweitert. Eine Quaternion q ist ein Term der Form
ag+ai+aj+agk mit aga,a,a8,eR ,i%=7=k¥=~1
undij=—ji=k, jk=-kj=1, ki=-k=j
Hamilton betrachtete eine Quaternion q als Summe einer Zahl a, (Skalarteil) und
' H] A\
eines dreidimensionalen Vektors @ =| a3 |, also q=8,+a.
(23 )
Zeige: Multipliziert man zwei Quaternionen g, = a, + a und qa=by+b,
dann entstehen alle uns bekannten Produkte:
agh, Zahlenprodukt
agb,bya  S-Multiplikation
ach Skalarprodukt
axb Vektorprodukt und es gilt:

(ag+a)+(by+b)=asby+ayb +bya — ach + axb.
» » « bedeutet (distributive) Multiplikation zweier Quaternionen.
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XI. Normalformen




1. Normalform der Ebene

Bisher haben wir die Lage einer Ebene im Raum durch Elemente wie Punkte, Geraden
und Vektoren festgelegt — also durch Bestimmungsstiicke, die in der Ebene liegen. Es gibt
aber auch noch eine andere einfache Moglichkeit: Man gibt einen Punkt A (Aufpunkt)
der Ebene an und fixiert die Richtung der Ebene mit einem Normalvektor r\1 mit einem
Vektor also, der senkrecht auf der Ebene steht. Alle Vektoren AX , die einen
Ebenenpunkt X mit dem Aufpunkt A verbinden, stehen senkrecht auf 7 . Die Ebenen-
punkte X werden beschrieben durch: m-AX =0

no(X - A)=0
neX —MnoA =0
;X 4+ NyXy + NgXg + Ny = 0

Die letzte Gleichung kennen wir schon als Koordinatengleichung der Ebene.
Thre Koeffizienten n,, ny, n, sind also die Koordinaten eines Normalvektors.

Definition
Ist A Aufpunkt und n Normalvektor einer Ebene E, dann heifit

i 5 S -
| ne(X — A)=0 |
vektorielle Normalform der Ebenengleichung |
beziehungsweise |

=

X, + NyX, # NgX; + Ny =0 mit ny= — no A

skalare Normalform der Ebenengleichung.

Die skalare Normalform der Ebenengleichung ist identisch mit der Koordinatenglei-
chung der Ebene,
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Beispiel: Gesucht ist eine Gleichung der Ebene E, die durch A(2| -3 | 4) geht und
£N f ]. b1 I 4 i
senkrecht steht auf der Gerade g: X = |-1 i+ Al 3 J

2 | \—5

Als Normalvektor nehmen wir den Richtungsvektor der Gerade und stellen
sofort die vektorielle Normalform der Ebenengleichung auf:

& T \ AN
E:| 3 J{ X —-1|-3 }: 0 . Ausmultiplizieren liefert die
-5 L4 )

skalare Normalform E: 4x, + 3x, —5x3+ 21 =0

Der Normalvektor zeigt einen neuen Weg, die Parameterform der Ebenengleichung in
die Koordinatenform umzurechnen: Man sucht einen Vektor 1, der auf den beiden
Richtungsvektoren © und v der Ebene senkrecht steht.n ist Losung des 2,3-Glei-
chungssystems n.u =0

nev =0
oder ein Vielfaches von 1 x v . Dann gehts weiter wie im vorigen Beispiel. Vier Beispiele
zeigen die Niitzlichkeit der Normalform beim Liésen geometrischer Grundaufgaben.

Abstand d(P,g) von Punkt P und Gerade g

Losungsidee: Man legt eine Hilfsebene H durch P senkrecht zu g. H schneidet g im
LotfuBpunkt F. F heiit auch senkrechte Projektion des Punkts P auf
(oder in) die Gerade g. Der gesuchte Abstand ist d(P, g) = PF .

¢ ‘

2
2‘
3

\ i

s
2 | + L
6)

H: 2%, —2x,+3x3-7=0

g in H eingesetzt: 2(5 + 2u) — 2(2 - 21) + 36 +3u-T=0= p=-1

Beispiel: P(0|-2/1), gX =

L%

o B e 5.
Loulpunit bl = [2 —'--z}, F(3]4]3)
\6;' kse

Y -"3 ) . —
Abstand: PF = {6 | d@®. g =B =%
2
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Spiegelung eines Punkts P an einer Ebene E

Losungsidee: Man legt durch P eine Normale der Ebene E. Diese Lotgerade schneidet E
im Lotfullpunkt F' (Parameter pp). F heiflt auch senkrechte Projektion
des Punkts P in (oder auf) die Ebene E.

n

Fiir den Spiegelpunkt P' gilt P' = P +2u:n

Beispiel: P(1/0]/-2), E: 2x,+x,+3x,+32=0

— i B 2
Lotgerade h: X = ‘ 0 |+LL 1 ‘
\—2 ) \3 )
hin E eingesetzt: 2(1 +2W +pu+3(-2+30)+32=0 = pp=-2
_ . AN pow _
Spiegelpunkt P' = |0 |—4|1 |, P(-7|-4|-14)
g ] g
Setzt man pp = -2 in die Lotgeraden-Gleichung ein, so bekommt man den
LN i 1 h {2
LotfuBpunkt F = ‘ 0|-2|1|, F(-3|-2|-8)
L5k kK
\

| 3_,‘

s
PF ist der Abstand d(P, E) von Punkt P und Ebene E:

PF = (—2|, d®,E)=|PF | =56 = 214
6

Schnittwinkel von Ebenen

Schneiden sich die Ebenen E, und E, in der Gerade s, dann versteht man unter dem
Schnittwinkel ¢ den nichtstumpfen Winkel zweier Lotgeraden h, und h, dieser Schnitt-
gerade s, wobei h, in E; und h, in E, liegt. Parallele Ebenen haben den »Schnittwinkel«
0°. Weil die zugehorigen Normalvektoren n, und n, aufh, und h, senkrecht stehen,
bilden auch sie den Schnittwinkel ¢ oder 180°— .




— Welamsiray 4 P e e e e i e S g R A =S T

el

Blick auf die Ebenen in
Richtung der Schnittgerade s

Sind n, und n, Normalvektoren der Ebenen E, und E,

| 7, oy

! und <(E, , E;) = ¢,dann gilt cos ¢ = j—=77=
| | ﬂ]

| |D-‘;|

Beispiel: Berechne den Winkel, den zwei Seitenflidchen eines regelméfligen Tetraeders
bilden.
Weil alle regelméBigen Tetraeder dhnlich sind, tiberlegen wir uns die Losung
an einem, der in einem giinstig liegenden Wiirfel verpackt ist: die Koordinaten
der Seitenflichenecken sind Wiirfelecken, das Tetraeder steht auf einer Kan-
te.
Seitenfliche 1: E;=E(A,D,C): X3+ X;—X3=0
Seitenfliche 2: E,=E(B,C,D): x;+Xs+X3—2=0

Y Y & IM e —a [ 1 o
n; on; =| 1 r:[11:1,| m, =1, [=v3; cosgp= 5 ©=7005.
1)

=

N Al T

N B(11110)

b3
o
D




¢ ist der Winkel zwischen den Ebenen E, und E,, nach Definition ist er nicht
stumpf; er stimmt deshalb nicht bei jedem Korper iiberein mit dem Winkel o,
den die Seitenfldchen bilden. Fiir konvexe Korper gilt: 6 = ¢ oder ¢ = 180°- ¢.
Um o zu berechnen, projiziert man je einen Punkt (A, B) der betreffenden Fla-
chen senkrecht auf die Schnittgerade. Die Projektionen seien F, und Fy. Die

L T

Vektoren F A und FyB bilden den Winkel . Beim regelmifigen Tetraeder

LS

& . £ v ot 11 . sy
ist aus Symmetriegriinden F, = Fg = Mgl =1 | 1). So ergibt sich

0
0,5 J und cos o = T

|

]:‘-\AA =I —015 3 1‘11.5]3 -
I\ =1 J =1
¢ ist tibrigens auch der Winkel zwischen zwei Raumdiagonalen des Wiirfels.

1 o
=3,alsoo=¢="705".

o

/—0,5 W T [-0,5 \

Jetzt noch ein anspruchsvolleres Beispiel:
Verbindet man die Kantenmitten der Deckfliche eines Wiirfels mit den Ecken
A5|5]0), B(-5|5/0), C(=5]-5]0) und D5 [ -5 0) der Grundfliche, so ent-
steht ein Wiirfelstumpf ABCDEFGH.
Fiir den Winkel ¢ zwischen der Deckfliche EFGH und der Seitenfliche HGD

) MN . MD

teosg= ————.

S s TN SMD

ey —_— |-"—5 \'. fe: = - i 2_'—

MN = GF =[ 5 |, wegen M(} |3 10)ist MD =|-25)
L o | - |-10 )

also cos ¢ =-_-—.--?-'-22—.- = —1 ¢=109,5°

5V 2-7,6W2

Fiir den Winkel y zwischen den Seitenfliichen AHD und AEH brauchen wir die
senkrechten Projektionen von E und D auf die Gerade durch A(5 | 5| 0) und

~ .',r)\l a1
H(510110): X =[5 |+pu| 1 |
L0 | _9

Die Hilfsebene H : x, — 2%, + 15 = 0 durch E, ist senkrecht zu AH und schneidet
AH in P(5| 1| 8), der senkrechten Projektion von E auf AH.
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Die Hilfsebene Hp: x5 — 2%3 + 5 = 0 durch D, ist senkrecht zu AH und schneidet
AH in Q(5|3]4), der qe‘nktcchtcn ij{,k‘rmn von D auf AH.

PE und QJJ bilden den gesuchten Winkel:

PE o QD )
cos \Jf = PF.--QDH =—aq, Y= 131,8%.

Der Schnittwinkel der zugehiorigen Ebenen ist 180°-131,8" = 48,2".

Schnittwinkel von Ebene und Gerade

Der Winkel y zwischen einer Gerade g und einer Ebene E ist gleich dem Winkel zwi-
schen der Gerade und ihrer senkrechten Projektion g, in die Ebene. Weil die Normale n
der Ebene senkrecht auf g, steht, sind der Winkel zwischen n und g und der gesuchte
Winkel y komplementér: <(n, g) = 90"~y

| n ou |
cos (90" — y) =

Ist n ein Normalvektor der Ebene E und

1 ein Richtungsvektor der Gerade g und
| E‘ o

4(E, g) = v, dann gilt sin V=i=T=

Beispiel: Berechne den Winkel, den eine Seitenfliche und eine Kante eines regelmafi-
gen Tetraeders einschliefen.
Wir verwenden das Tetraeder von obon
Seitenfliche: E =E(A,D, C): 1+ Xo—%3=0
0y
1

o

Gerade: =0 G — J|+u_

[y

1 4 i ] N 2 LR | = J 2 a
nou :[ i 1:]1 |=2.] 5 [ li=n82; siny-= 7 W = 54,
—1) |\-1] :

N &

rye
i




Auch bei solchen Aufgaben mull man unterscheiden zwischen dem nicht-
stumpfen Schnittwinkel von Gerade und Ebene und dem Winkel, den eine
Kante eines Polyeders mit einer Seitenfliche bildet, denn dieser kann auch
stumpf sein. Im regelméafigen Tetraeder ist y spitz wegen 2y + ¢ = 180"

Aufgaben

Gib eine skalare Normalform an von

R 1A =6 [ -~ /6B
[X —|—2‘:|:0 G)|—53 .::LX = SHZU
\

\—2 ) —2) \ 2 )

i = 1y 3\
/

1y \ (2
a) —'2'{}(— 2 }:D b)‘ﬁ
=1

L1)

=
Stelle vektorielle Normalformen der Koordinatenebenen auf,

Gib eine skalare Normalform der Ebene E an, von der man weil3:

;9
a) E enthélt A(1|0|-3)und hat die Normalrichtung

g
| 3)

b) E enthdlt A(1/1]-2),B(=2|1|0)und C(0|1]2)

- 12 el
¢) E enthélt A(1|-1|—4) und die Gerade g X = {4 ‘ +A] 1
L O ! -,_._rl g
- 1 i 12 71 b
d) E enthilt A(1|-1|-4) und steht senkrecht aufg: X = |4 [+A[ 1 |
L0 ) 4
S N P LA e
e) Eenthilt g: X = | 0(+A-1|und : X =pn|-1
| 1) il 3
L3 f ] b ' .2 k) LS i ZP} ! I -‘1".
f) Eenthilt g2 X = [0 |+Ai]- 1| und h: X = | -2 [+p]| 2
A B i L —5
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i4._ E: 3%, + x;— 6 =0 enthalt P(1]|7]3), aber nicht Q2| 2] 1).
a) nseidas Lot von E in P. Gib eine Gleichung von n an.
b) m sei das Lot von E durch @. Gib eine Gleichung von m an.

|5.| Stelle eine Normalform der Ebene F auf, die auf E: 3x, —x, + 2x,-3=0

senkrecht steht und g enthalt

ks 4 F2s - rd Fay

a) gX :[1 +}L‘--1 b gX :‘1%%—1-
: 3

L

N l.l,-l 2.."

6. Bestimme eine Gleichung der Gerade g, die A(1| 2| 3) enthalt und
parallel ist zu E: 2x; —3x;—4x3+4=0 und F: x;—x,+x3+ 1 =0.

o 2\] 1 i > r3 r2 y
7. gX =|0|+ ?-.[1 [ X = [ 0|+u|1|. Bestimme eine Normalform der Ebene,
gl i Ll g
a) die durch den Ursprung geht und parallel ist zu g und h
b) die g enthilt und senkrecht steht auf der Ebene von a).

ik

e

= 1
8 gX =:«L[4
8

g liege in E und hin F. E und F bilden denselben Winkel wie g und h.
Bestimme Normalformen von E und F, eine Gleichung der Schnittgerade s
von E und F und den Schnittwinkel von E und F.

s r'l\ L% £y l,f]'m
*9, gX =1|2|, h:X:iz-r-.u-'2|
\3) e

g liege in E und h in F. E und F haben denselben Abstand wie g und h.
Bestimme Normalformen von E und F.

110.] Bestimme eine Normalform der Symmetrieebene von A(3 [ -1|4) und B(7 |=E |=2).
* 11. Bestimme eine Normalform der Symmetrieebene von

i L ral A fil B
g X :[D|+?\.‘21und h: X :‘41441 2 .
1. la) 4

J

W \_1,' Y

* 12, Bestimme eine Normalform der Symmetrieebene von
E: 2%, — %, +2x3—3=0 und F: 2x, —x, +4x3—-8=0,
die durch den Ursprung geht.

Eoes =% —255 -5
13| g X (e -+LL[8J.P(1|1|1}
etk Lo !

Bestimme den Abstand von Punkt P und Gerade g.
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14.

i B

1 3
2 +p| 0 | haben

Welche Punkte der Gerade g: X :£
3) (—1)

a) vom Ursprung die Entfernung o~/11 7
b) von der X;x,-Ebene den Abstand 3 ?
¢) von der x;-Achse den Abstand 2,5 ?

X f -*3 A\ | Y Fe
d) vonder Geradeh: X =|3 ‘+v 1 | den Abstand 2+/3 ?
\ i A 1 UJ
L s 2 4 Y f ; \
+ 15. In welchen Punkten schneidet die Gerades: X =|2 |+ 4|2
h 3 J | 3] J
_ Sl syl
den Zylinder um die Achsea: X = ‘ -2 |+ ].1| -2 ‘ mit dem Radius 6 ?
'\._]J \, 1 .y
B
16. ¢ X =(9|+pu|1 P(14|6/3)
6 | \ 4 )
A e N )

* 18.

a) gist Tangente einer Kugel um P.
Berechne Berlihrpunkt A und Kugelradius r,.

b) Auf g liegt der Mittelpunkt B der kleinsten Kugel durch P. Berechne B und
den Kugelradius r, und die Schnittpunkte S von Kugel und Gerade.

¢) Berechne Radius r, und Mittelpunkt C der kleinsten Kugel, die durch P geht
und g bertihrt.

Spiegle den Punkt P an der Ebene E:

a) P(4|2]|1), E:3x, —x,=0

(3-
b P(11]11]3), E-.{:;
2;’

ol X —|-2 lzﬂ
1”75
E: x,+2%,+ 2%, +30=0, P(0]| 2] 1)

a) E ist Tangentialebene einer Kugel k, um P.
Berechne Beriihrpunkt A und Kugelradius r,.

b) In E liegt der Mittelpunkt B der kleinsten Kugel durch P.
Berechne B und den Kugelradius r;.

¢) Berechne Radius r, und Mittelpunkt C der kleinsten Kugel,
die durch P geht und E beriihrt.

d) E ist Symmetrieebene der Kugeln k, (von a)) und k.
Berechne den Mittelpunkt M' von k'

e) Wo liegen die Mittelpunkte aller Kugeln, die k, und k' beriihren ?

f) Die Kugeln k, und k' lassen sich durch eine Halbdrehung ineinander
uberfiihren. Beschreibe in Worten die méglichen Drehachsen.

E und die Kugel um P mit Radius 13 schneiden sich.
Berechne Mittelpunkt M und Radius p des Schnittkreises.
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¢ 19. E: 4x; + 4%, + Tx3 — 81 = 0, k ist die Kugel um den Ursprung mit Radius 41

a) Berechne Mittelpunkt A und Radius p des Kreises,
in dem sich E und k schneiden.
b) Verkleinert man den Schnittkreisradius von a) um 16,

so ergibt sich ein Kreis, in dem sich E und Kugeln mit Radius 30 schneiden.
Berechne die Mittelpunkte M dieser Kugeln.

¢) Bestimme Gleichungen der Tangentialebenen von k, die zu E parallel sind.

o 1N PP
©2. g X = 1J+_u[si, P9 |-8]11)
! |6 )

a) Berechne Mittelpunkt M und Radius r der kleinsten Kugel,
die durch P geht und ihren Mittelpunkt auf g hat.
b) P sei die Ecke eines Quadrats, von dem eine Diagonale in g liege.
Berechne die restlichen Quadratecken und eine Gleichung ihrer Ebene.
¢) Wo (Punktmenge, Gleichung!) liegen die Mittelpunkte der Kugeln,
die das Quadrat in b) beriihren ?

L ]
b
p—

Spiegle die Ebene E: 2x, —3x, + 5x;,—-7=0
a) am Ursprung b) an der x5-Achse ¢) ander x;x;-Ebene

s 22, Spiegle die Ebene E: 3x; +2x3—-1=0
s ' l N
a) am Punkt P(1/2]3) b) anderGeradeg: X =p|2
13)

¢) ander Ebene F: x; + 2%, + 3x,=0

|23.| Berechne die Schnittwinkel ¢ von E und F:
a) E: x; +10x; +9x3—-4=0, F: 11x, +19 %, +8x3—-4=0

b) E: 2x, + 4%, +5x3—4=0, F: 8%, +%,+5x3—-4=0
¢) E: 3x, —4x,+5x3=0, F: %, +3%,+3x3-9=0
d E: x; +4x,+9%—-1=0, F: 3x; + 5%, —8x3+ 1=0

21 Berechne die Schnittwinkel ¢ von E und g:
g 73
a) E: bx, +5x,+2x3-6=0, g X :u;lZJ
L3
\
= f 13 b 3 b
b E: x, +x,—-3x3+13=0, g X :p!—?‘+--?'
L2 L
= 1 b I .‘3 b1
¢) E: —x, +5x,—10x,=0, g X =u 2i+_?
(R g
s 71 i :_:I' Y\
d) E: x+3%+4x; +111=0, g X =y ‘18 + ’F‘!
Szl Tt
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25.

|26.

27,

28.

29,

* 30.

» 31.

Berechne die Schnittwinkel von E: 12x, — 12x, + 17x; = 0 und den
a) Koordinatenachsen a) Koordinatenebenen

H: 2% —% 4 x—4=0. Acll2]2). Bial-3] 1)

a) Bestimme eine Normalform der Ebene E, die auf H senkrecht steht und durch
A und B geht.

b) Bestimme eine Normalform der Ebene G, die AB in A senkrecht schneidet.

¢) Bestimme den Schnittwinkel ¢ von G und H.

d) Bestimme eine Gleichung der Gerade g,
die durch B geht und parallel zu G und H ist.

e) Bestimme den Schnittwinkel y von g und F: x; + 8x, —x5=0.

A@B|118),B614]5),C(75
a) Berechne das Volumen.
b) Berechne den Fuflpunkt F der Hohe durch S und die Linge dieser Hihe.
¢) Berechne den Winkel o zwischen der Grundfliche und der Kante [AS] .
d) Berechne den Winkel B zwischen der Grundfliche und der Fliache [ACS] .

1| 6) und die Spitze S(4] 18) bilden ein Tetraeder.

A(21-312),B(-1|316),C(51-5]0)

a) Berechne den Fldcheninhalt des Dreiecks ABC.

b) A’, B'und C'sind die senkrechten Projektionen von A, B und C in die x,x,-
Ebene. Berechne den Flidcheninhalt des Dreiecks A'B'C',

¢) Berechne den Winkel ¢ zwischen E ¢ und der x,x,-Ebene.

E: 2x,+8x, +4x,+5=0, A(1|2|4), B(-2|2|-9), C(-2|7]9)

A', B'und C' sind die senkrechten Projektionen von A, B und C in E.

a) Bestimme die Bildpunkte A, B'und C',

b) Bestimme die Flicheninhalte der Dreiecke ABC und AB'C'.

¢) Bestimme den Winkel ¢ zwischen F und E, 5. und bestitige die
Beziehung Fypc = Fape - cos .

Die sechs Punkte auf den Koordinatenachsen, die vom Ursprung die Entfernung k
haben, bilden ein regelmélliges Oktaeder.

Berechne alle Winkel zwischen den Kanten, zwischen den Flichen und zwischen
den Kanten und Flichen.

Bei dem Quaderstumpf ABCDEFGH sind Grundfliche ABCD

und Deckflache EFGH quadratisch. Berechne den Winkel zwischen
a) den Seitenflachen HGF und HGD

b) den Flichen AHD und AFE

¢) der Kante HD und der Deckfliche.
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+ 32. ABCDS ist eine vierseitige gerade Pyramide mit quadratischer Grundfléche.
Berechne den Winkel zwischen
a) Grund- und Seitenfldche
b) zwei Seitenflichen mit gemeinsamer Kante
¢) zwei Seitenfldchen ohne gemeinsame Kante.

$ 33. Der Kérper ABCDEFGH entsteht so: man verdreht zwei kongruente Quadrate 45°
gegeneinander und verschiebt eines so weit nach oben, bis die Seitenkanten so lang

sind wie die Quadratseiten.
a) Bestiitige die Koordinaten von H5V2l 05V 2*\.5 ).
b) Berechne den Winkel zwischen Grundfliche und einer Seitenfldche mit

gemeinsamer Kante.
¢) Berechne den Winkel zwischen zwei Dreieckflichen mit gemeinsamer Kante.
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234, g

a)
b)

d)

e)

a)

b)
)

d)

- c}

X =i--2

2 r2an 0

X =|a+l 1
l. 1 / 3;

Untersuche die Lage von g, und E.

Welcher Punkt B in E liegt A am néchsten ?

Welche Schargerade liegt A am néchsten ?

E sei Tangentialebene einer Kugel k um A.

Berechne Radius und Beriihrpunkt.

Bestimme eine Gleichung der Ebene H, die die Kugel k von d) halbiert und auf
den Schargeraden senkrecht steht.

Bestimme eine Gleichung der Schnittgerade s von H und E.

, B: 8%, —6x,+2x,+4=0, A(15/1]3)

‘
+p|

) R

Y

+J.1I—1J, M(-1]0]-1)

.27
Beschreibe in Worten die Geradenschar und bestimme eine Gleichung der
Ebene E, in der die Schargeraden liegen.

Welche Schargerade geht durch M ?

Welche Schargeraden beriihren eine Kugel um M mit Radius 2 ?

Welche Schargeraden sind Sekanten der Kugel ?

Welche Schargeraden halbieren die Winkel der beiden Kugeltangenten
gyund g, ?

'.‘ a

Welche Schargerade hat vom Ursprung den kleinsten,
welche den grifiten Abstand ?

* 36. Bestimme von E,: x, + ax, + (a + 1)x, — 6 = 0 die Biischelebenen,

» 37.

38.

b3

a)
b)
c)

a)

e MESE L A Mt
nl i r ]
Laila®_alel X —|-1||=0

die mit der x,-Achse 45° einschlieBen

die mit der x,x,-Ebene 60° einschliefen

die mit der x,x;-Ebene 30° einschliefien

die 30" mit der Ursprungsgerade durch (-6| 7| 1) einschlieBen
die senkrecht sind zur Gerade durch (2|4 2) und (4| 0| 0)

die parallel sind zur Ursprungsgerade durch (1|10 -7)

die parallel sind zur Ursprungsgerade durch (1|1 |-1)

die senkrecht auf E, stehen

die mit E, 45" bilden.

cla+ 1y +la—1x=a

Bestimme eine Gleichung der Ursprungsebene,
die alle Scharebenen senkrecht schneidet.
Welche Scharebene steht auf E, senkrecht ?

o

la—4

Bestimme die Achsenpunkte A, , A, und A, von E,.
Welche Scharebene hat nur einen Achsenpunkt, wie liegt sie ?
Welche Scharebenen haben nur zwei Achsenpunkte, wie liegen sie ?




* 39.

= 40.

h)

i)

J)

E:

a)
b)

c)

d)
e)

of)

Welche Scharebenen gehen durch den Ursprung ?

Welche Scharebenen enthalten den Punkt P(1/1(6) ?

Bestimme a so, daf} die Scharebene parallel ist zu einer Koordinatenebene.
Bestimme a so, dafl die Scharebene parallel ist zu einer Koordinatenachse.
Welche Scharebene ist parallel zu F: x; + 3%, — 18, + 10=07?

Welche Scharebene ist senkrecht zu G: 3%, —2x, +x, =27

S e B
Welche Scharebenen sind parallel zu g: X = | 2 ‘+ 1 ‘ = | ?
\ 3 g '\12)'

» s 25 f—5H i
Welche Scharebenen sind senkrecht zu S: X = | 2 ‘+ ?'.[ 1 ‘+ T IR e
\ 1 / = | /

L1)'

Bestimme eine Gleichung der Schnittgerade s von E; und E,.

3x, — 6%, + 2%, =42, g X =[_3 +l2-2a

In welchem Punkt schneiden sich die Ebene E und die Schar g, ?
Bestimme eine Gleichung der Ebene F, in der die Schar g, liegt.

Bestimme den Schnittwinkel ¢ und eine Gleichung der Schnittgerade s von E
und F.

Bestimme Gleichungen der senkrechten Projektionen von g_; und g; in E.

Welche Schargerade ist identisch mit threm Spiegelbild beziiglich E ?

E ist Symmetrieebene der Schargeraden g, und g, .
Driicke a' mit a aus.
e 2?] b f 2 \
Q16| 1618), M(14[5/-2) g,:X:[a +;l{2|

a)
b)

c)

d)
e)
f)
g)

h)
i)

Welche Schargerade geht durch Q ?
Bestimme eine Gleichung der Ebene E, in der die Schar g, liegt.

Bestimme eine Gleichung der Ebene F,
beziiglich deren @ und der Ursprung symmetrisch sind.

Bestimme eine Gleichung der Schnittgerade s von E und F.
Bestimme Schnittpunkt S und Schnittwinkel ¢ von s und g .
Berechne die Punkte von g, , die von M die Entfernung 15 haben.

Bestimme Gleichungen der Tangentialebenen T,
die eine Kugel um M mit Radius 15 in Q und O beriihren.

Bestimme eine Gleichung der Gerade t, die in beiden Tangentialebenen liegt.
Berechne den Abstand d von t und g,
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2. Hesse-Form der Ebenengleichung

Ist P ein Punkt der Ebene E: 2x; — 2x, + %, + 6 = 0, dann erfiillen seine Koordinaten die
Gleichung und es gilt E(P) = 2p, — 2p, + p; + 6 = 0.
Liegt ein Punkt Q nicht in der Ebene E, dann ergibt sich fiir E(Q) eine positive oder
negative Zahl,
Beispiel: P(2|2|-6), EP)=4-4-6+6=0

Q.(81-2|2), EQ,)=6+4+2+6=18

Qx(-816|-5), E(Q,)=-16-12-5—-6=-27
Um die Bedeutung des Vorzeichens zu verstehen, betrachten wir die vektorielle Nor-
malform der Ebenengleichung:

E: mo(X —A)=0
meAX =0

E(X) = n- AX . cos @, wobel ¢ = <I{_h’,':f& Xh] ist.

Negativer Hdlhraunl
e R |cosp <0 |

+
+
+
ar
+

Lo e e *‘6@——
u}s[p:sﬁ + 4+ 4+ + + + + -+

Positiver Halbraum + + + + + + +

cos ¢ legt das Vorzeichen von E(X) fest. Die Ebene E teilt den Raum in zwei Halbriume:
Liegt Q in dem Halbraum, in den der Normalvektor zeigt, dann ist ¢ spitz, cos ¢ also
positiv. Diesen Halbraum nennen wir positiven Halbraum.

+ 4+ 4+ 4+ 4+ + + ++ + I_I‘:-(Qg}}ﬂ‘. Q.
BEJZ0|+ 4+ + + + F + + + + +
Pt Y A A+t
- + + +++++“/+++
Y Y
By AN 44 f o+ F
—/~—-———i"‘==~++++++
—————— e o

+

Ebene ist richtig orientiert

Unterscheidet man zwischen positivem und negativern Halbraum, dann nennt man die
Ebene orientiert,
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Enthilt die Ebene E den Ursprung nicht, dann orientiert man sie gewihnlich so, dafl der
Ursprung im negativen Halbraum liegt, das heifit E(O) < 0. In der Ebenengleichung E:
n;X; + NyXy + NgXs + Ny = 0 ist E(O) = ng. Ist also n, negativ, so ist die Ebene schon richtig
orientiert. Ist n, positiv, so orientiert man die Ebene um, indem man ihre Gleichung mit
—1 multipliziert.

Bei einer richtig orientierten Ebene weist der Normalvektor von der Ebene aus in den
Halbraum, in dem der Ursprung nicht liegt — oder anders ausgedriickt — zeigt der Nor-
malvektor vom Ursprung zur Ebene. Geht die Ebene durch den Ursprung, so sind beide
Orientierungen richtig, das hei}t gleichberechtigt.

Die Ebene E: 2x, — 2x, + %3 + 6 = 0 ist noch nicht richtig orientiert. Durch Multiplika-
tion mit —1 orientieren wir sie um: E: -2x; + 2x, — x5 — 6 = 0. Jetzt gilt E(O) = -6 < 0,
E(Q,) = =18 und E(Q,) = 27. @, und Q, liegen auf verschiedenen Seiten der Ebene, Q,
und der Ursprung liegen auf derselben Seite.

A
e/
&
o/n
[/ b,
e e I g
L] AQ /

Wir kennen jetzt die Bedeutung des Vorzeichens von E(Q) — was aber bedeutet der Be-
trag | E(Q) | ?

|B@) =7 :\Q~ |= 1. AQ | cos | . Aus der Zeichnung lesen wir ab:

AQ | cos ¢! = d, das ist der Abstand von Punkt und Ebene. | E(Q)
dukt des Abstands Punkt-Ebene und der Lange des Normalvektors.

= n.d ist also das Pro-

Der Mathematiker Ludwig Otto HESSE (Konigsberg 1811 bis 1874 Miinchen) hat
vorgeschlagen, als Normalvektor in der richtig orientierten Ebenengleichung einen
Einheitsvektor 1 ° zu verwenden. Setzt man in seine Ebenengleichung einen Punkt ein,
so ergibt sich sofort der Abstand von Punkt und Ebene (bis aufs Vorzeichen). HESSE zu
Ehren nennt man diese Form der Ebenengleichung Hesse-Form Ey ; den zugehirigen

Vektor n ° nennen wir kurz Hesse-Vektor.
a8
Beispiel: E: 2x;,—2x,+x3+6=0, n = —12 i,n =3
LY ‘.l

Umorientierung E: -2x; + 2%, -X3-6=0

{-—2\

. S 2 1. i e
Normierung ]a“:—ﬁxl+5x:q—jz;1—2—0, = 3| .J.]
N

Punkte einsetzen Ey(0) = -2, E und O haben den Abstand 2
14(Q,) = -6, E und @, haben den Abstand 6
Ey(Qy) =9, E und Q, haben den Abstand 9
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Zusammenfassung ) :
Von E:  ngx; +noX, + 03Xy + 0 = 0 ist

- Sgmii{ng)
Ey: — (N;X; + NpXs + NgXa + Nyl = 0

I

] s 2 _
mitn, #0 und n=yn,* + n,* + ny®

die Hesse-Form der Ebene E.

2 1 .
Istny=0, dannsind + _(n;x; + NyX; + NgXy + 1) = 0

die beiden Hesse-Formen der Ebene E.

Abstand Punkt-Ebene: d(Q,E) = |E4(Q) |

-

Erzeugung der Hesse-Form aus der allgemeinen Normalform in der Praxis:
Dividiere die Ebenengleichung durch den Betrag des Normalvektors.
Richte die Vorzeichen so ein, daff n, (falls vorhanden) negativ ist.

1. Beispiel: Die Ebene E: 2x, + 6x, + 3x4 + 49 = 0 und die drei Koordinatenebenen
begrenzen ein Tetraeder.
Gesucht ist die Lange der Hohe, die durch den Ursprung geht und auf der
Gegenfldche senkrecht steht, und der HohenfuBpunkt.

In dieser Aufgabe versteckt sich die Grundaufgabe Senkrechte Projektion
eines Punkts in eine Ebene. Diesmal 16sen wir sie mit der Hesse-Form.

1 A ; ; =
Ey: - 3 (2x) + 6%y + 3x3+49) = 0, E4(0) = -7,

Ebene und Ursprung haben den Abstand d = 7, und das ist die gesuchte
Linge der Hihe.

SAn
P - P = L s | A}
Um O in E zu projizieren, tragen wir den Hesse-Vektor n%=1|_g
=3
Tmal von O aus ab und treffen auf den gesuchten FuBlpunkt F:
. 1 2y
F=0+7n"|-6|,F-2|-6/-3)
-3
i

2. Beispiel: Gesucht ist der geometrische Ort G der Punkte, die von der Ebene
E: Tx) —4x,— 4x;— 18 = 0 den doppelten Abstand haben wie von der Ebene
F: 2%, + %, — 2x3+ 12 = 0.
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Eyy: :} (7%, — 4x, —4x5— 18) =0, Fy: 13 (—2x; — X5 + 2x3—12) =0

Fiir die gesuchten Punkte X gilt: | E4X)|= 2. | Fu((X)

das heifit: G,: Ex(X) = 2.F4(X) oder Gj;: Eyx(X) = —2.Fy(X)

Gy {: (Tx; — 4%, — 4x3— 18) = i (—2x;~ X5+ 2x3— 12)]| .9

Gy 19%, + 2%, — 16x3 + 54 =0

Gy 3 (Tx, — 4%y — 4%y — 18) = — 2 (2%, — %y + 2% - 12)[] 9

Gy: 5x%; + 10%,—8x3+90 =0

Der gesuchte geometrische Ort besteht aus zwei Ebenen G, und G, die sich
in der Schnittgerade von E und F treffen.

Weil das Skalarprodukt der Hessevektoren ng ° und np ° negativ ist, schlie-

Ben 0y und T ° einen stumpfen Winkel ein, das heifit, der Ursprung liegt
in einem der spitzen Winkelfelder von E und F. Weil G, aus E4(X) = 2.Fy(X)
hervorgegangen ist, liegen die Punkte von G, in den Winkelfeldern, in denen

sich die beiden positiven beziehungsweise negativen Halbridume iiberlappen.
G, und O liegen also im selben Winkelfeld.

Winkelhalbierende Ebenen

Wichtiger Sonderfall der Aufgabe aus dem letzten Beispiel:

Gesucht ist der geometrische Ort der Punkte, die von zwei sich schneidenden Ebenen E
und F denselben Abstand haben.

Er besteht aus den beiden winkelhalbierenden Ebenen W, und W,.

Fiir die gesuchten Punkte X gilt: | EqX) | = | Fu(X) |, das heifit,

W, : E4(X) = Fy(X) oder W,: Ey(X) = —Fy(X), anders geschrieben

W,: Ey(X) - Fy(X) = 0 oder W,:ExX) + Fi(X) = 0.

i

TR
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Fiir die Ebenen E und F des letzten Beispiels mit
Epp:g (7%, — 4%, — 4%, —18) =0,  Fy: 1 (2%, — %, + 2x3— 12) = 0
ergibt sich W,;: 13x, - x, - 10x;+ 18 =0
Wo: %, - Tx,+2%x,-54=0
Wie sichs gehort, stehen W, und W, aufeinander senkrecht:

U 3 il B e [
Nn;ons = | =12 _?|=0
\-10; | 2 )

Um zu entscheiden, welche winkelhalbierende Ebene im spitzen Winkelfeld liegt,
berechnen wir den Winkel o zwischen E und W, :
| rl}; GI_iT | a5 5 {
AR S e e e o=24,1
ng || my | w270 V30
und den Winkel B zwischen F und W,: = 90°— o = 65,9".
Also halbiert W, das spitze und W, das stumpfe Winkelfeld von E und F.

Aufgaben
1 (Gib die Hesse-Form an
a) Tx;—2x,+ 26x,+54=0 b) 6x; + 8x;=-50

2! Gib die Hesse-Form der Ebene E an,
die durch A(1]1[5),B(9[1]1) und C(11|4|-1) geht.

E: Welchen Abstand haben der Ursprung, A(12|2|-2), B(1|0]|-2) und
C(-9|1]2) von der Ebene E: x, + 8x, —4x; =9 ?

4. Welchen Abstand haben der Ursprung, A(1|-2|2)und B(1]1|-1) von der Ebene E:

ORGSR O
%80 =W [ +_u‘1 3
k],u' '-.1,4 '-.D.r

9. E: x;+2x%+2x,+3 =0 Zeichne den Ursprung, die Ebenen E bis H
F: %+ 2%, + 2x3—6 =0 (als Strecken) mit den richtigen Abstidnden, die Normal-
3 X+ 2%, +2%x,—9 =0 und Hesse-Vektoren von E bis H mit den richtigen
H: x, + 2%, + 2x, + 12=0 Léngen, Mafistab: 12 0,5cm.

6. A(1l0|-2),B(-114|-2),c0l6l0),D|?2]|?),83]|3]|-3)

Die Pyramide ABCDS hat als Grundfliche das Parallelogramm ABCD.

a) Berechne die Liange der Hihe h.

b) Berechne das Volumen der Pyramide.
‘ . 70

B 11x,—10%, +2%3+ 75=0, &« X =|-5 + Ul 5

) | 14 |
Zeige, dafl E und g parallel sind, und berechne den Abstand dig, E).

~1
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8. Berechne den Abstand der windschiefen Geraden so:
Bestimme eine Normalgleichung der Ebene E, die die Gerade g enthélt und parallel
ist zur andern Gerade h.
Berechne dann den Abstand, den irgLndvin Punkt von h und die Ebene E haben.

- (1". 1 f}\
a) g X =|-2 +],L{ W h: X :[ |+ [ J
)

\3) 0)
% % -0
—_ q +b
16

— ) 1
b g X =|17|+u[8]|,
|5 4
‘J Stelle Gleichungen der Ebenen auf,
die von E: 6x; — 7%y + 6x3 + 55 = 0 den Abstand 33 haben.

10. Bestimme den geometrischen Ort der Punkte,
die von der Ebene E: Tx, — 6x, + 6%, = 7 den Abstand 1 haben.

11. Bestimme den geometrischen Ort der Punkte, die in der Ebene E: 2x; + x, — 2x, = 12
liegen und von der Ebene F: x, — X, + 3x; = 0 den Abstand 3 haben.

12. E: 15x%; + 12x, — 16x, = 15, F: —9x%, + 12x, — 20x; = 35
Welche Punkte der x,-Achse haben von E und F denselben Abstand ?

et -5 F '3
¢*13. E: 6x, +9x,+2x=11, g X :[61
\__23. {H

Eine Kugel K mit Radius 22 bewegt sich so, dal} ihr Mittelpunkt auf g wandert.

a) In welchen Punkten beriihrt die Kugel die Ebene ?
Wo ist dann jeweils der Kugelmittelpunkt ?

b) Wo ist der Mittelpunkt des grofiten Schnirtkrciscﬂ von Kund E ?
£ 4 L
14I g, sei die senkrechte Projektion von g: | 2 +11(
\10)

in die Ebene E: 2x, —x, + 3x3—4=0.

Bestimme den Schnittpunkt von g und g, und eine Gleichung von g, .
_'15. Die Punkte P(13| —6]6) und P' seien symmetrisch beziiglich

der Ebene E: 7x, —4x, + 4x3 — 7 = 0. Berechne P".

'16J] T: 3x, — 4x, — 12x, = 0 sei Tangentialebene einer Kugel K um M(7 | -1|-12).

a) Berechne Radius und Berithrpunkt von K.

b) Bestimme eine Gleichung der anderen Tangentialebene T' von K,
die parallel ist zu T.

|1"i’ | H: 10x, — 11x, + 2x, = 1 halbiere die kleinste aller Kugeln,
die durch P(21|-21| 5) gehen. Berechne ihren Radius und Mittelpunkt.

18| Bestimme Gleichungen der wmkdhalbmrend{,n Ebenen von
E: x, + 2%, — 2%;+ 5 =0 und F: 5%, — 14X, + 2x3—4 = 0.
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19. E: 2%, +%,—-2%3+3=0, F: 6x,—2x,—3%,+21=0
a) Bestimme den geometrischen Ort der Punkte,
die von E und F denselben Abstand haben.

20.

21.

23.

b) Bestimme den geometrischen Ort der Punkte,
deren Abstand von E halb so grof ist wie der von F.
E: 4%, —x,+ 8x3+ 18 = 0, F: 4% — %, + 8%, - 36 =0

a) Gib eine Gleichung der Ebene S an, die von E und F denselben Abstand hat.
b) Gib Gleichungen der Ebenen G und H an,

deren Abstand von F doppelt so grof} ist wie der von E.
¢) Zeichne den Ursprung und die Ebenen E, F, S, G und H

i

(als Strecken) mit den richtigen Abstdnden im MaBstab: 1= lem.
E: 3%, —4x; =0, F: 2%, —%,+2x,=0
Eine Kugel vom Radius 4 rollt in der von E und F gebildeten Rinne hinunter.
(Die Schwerkraft wirkt entgegen der x;-Richtung).
Bestimme eine Gleichung der Gerade, auf der sich der Kugelmittelpunkt bewegt.

. B: 2x; —x,—2x, =5, F: 2% + 2%, —x,=5, G x+2%,—2x,+4=0

Eine Kugel vom Radius 3 liegt in dem von E, F und G gebildeten Pyramiden-
Trichter (der Trichter enthilt die positive xg-Achse). Wo liegt ihr Mittelpunkt M ?

E: ;x, +Xy+X3—1=0
Eine Kugel vom Radius 4 rollt auf der Ebene E hinunter. (Die Schwerkraft wirkt
entgegen der x,-Richtung). Bestimme eine Gleichung der Gerade, auf der der

Kugelmittelpunkt lauft, wenn er in S(0| 0| m) startet.

3. Normalformen von Geraden

Fiir Geraden und Ebenen im Raum gibt es Parametergleichungen — eine Normalform
aber ist nur bei Ebenen moglich, weil Geraden keine eindeutigen Normalrichtungen
haben. Deshalb gibt es auch keine Hesse-Form von Geraden im Raum. In der Geo-
metrie der Ebene ist das anders. Hier kann man der Gerade eine
nau so zuordnen wie einer Ebene im Raum. Mit zweidimensionalen Vektoren geschrie-

ben sieht das so aus:

.y i a.%]
g | R|f:\_ % |....( “| =)
= \ My ) Y o\ay/l

ne .'\LX =

nX + N,y +ny =0

S e : 5 _ s -.
n =( " istein Normalvektor und A(a_| a,) ein Punkt der Gerade o.
Ik n, | AR 2

S
A

Normalrichtung ge-
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«P(117)

Wie im Raum findet man die Hesse-Form durch Normieren und Orientieren:
_ —sgn(ng)
g e n,X + N,y + ng) =0

Wieder gilt fiir den Abstand Punkt-Gerade: | gy(X) | = d(P, g)
Beispiel: Welchen Abstand haben P(1|7)und g: 3x -4y +15=07
gyt — = (3x —4y + 15) = 0, gu(P) = — ¢ (-10) = 2
P und g haben den Abstand 2, g liegt zwischen P und O.
Subtrahiert man von P das 2fache des Hesse-Vektors,
dann trifft man auf die senkrechte Projektion F von P auf g:

F=P-2[-;(5)]=(28) F@2l59

5 |-4)

)

#* Pliicker-Form

Der Mathematiker Julius PLUCKER (Elberfeld 1801 bis 1868 Bonn) hat eine Form der
Gleichung einer Gerade g im Raum angegeben, bei der man dhnlich wie bei der Hesse-
Form der Ebene durch Einsetzen eines Punkts Q gleich den Abstand d(Q, g) bekommt.
Ist v ° ein Einheitsvektor in Geradenrichtung, so erfiillen die Punkte X der Gerade die
(parameterlose!) Gleichung:

gp: v x G X =  Pliicker-Form der Geradengleichung

d(Q, g)
GQ '’
also d(Q, g)= GQsing=|7¥"l"I GQ |-sing=|v°xGQ | = |g,Q]

Fiir den Abstand d(Q, g) Punkt-Gerade gilt dann: sing =
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n oy 25
Beispiel: Welchen Abstand haben Q(0|-2|1)undg: X = |2 |+p [-z ?
.6 3)
2y F2y (X1—9) .
v = -,.i-r—zl, Zp: -1—_ -2 |X|[x2-2| =0
V17 |\ 3 ;'l V17| 8 ) |x3—-6
1 2 -5 1 |y 22 5 1 7 B s
d(Q,G)=|——=|-2|x|-4| = —=|[-5 | = =—=+/833 =49 =7
V7|3 ) |\-5) N17|lg) Y
Aufgaben
T Gib die Hesse-Form der Geraden a bis f an
a) a: -3x+4y+15=0 b) b:x+y=1 e) e —2y=0
d) d: x+0,75y =025 e e y=mx+t fi £X :|"31“| + 1 ]Zj
L \

2] gX = [§;+ p{ﬁ A(0,5]-3,5)
a) Berechne den Abstand von A und g.
b) Berechne die Gleichung der Lotgerade von g durch A.
¢) Berechne den Lotfullpunkt F von b) und die Linge des Lots AF .

3. a) Berechne den Abstand von Ursprung und Gerade g: 3x + 4y = 12.
b) Berechne den Abstand von b: 3x + 4y =24, ¢:3x+4y+24=0 und
d: 6x + 8y = 24.

4. Bestimme eine Gleichung der Gerade h durch H(3 | -4) parallel zur
Gerade g: 3x = 5(y + 1).

5. Bestimme eine Gleichung der Gerade, die durch G(-12| 5) geht
und vom Ursprung den Abstand 13 hat.

6. Bestimme Gleichungen der Geraden p und q,
die von der Gerade g: 3x + 4y + 12 = 0 den Abstand 0,5 haben.

7. Gib die Punkte aufh: y = x + 2 an, die von g: —3x + 4y = 3 den Abstand 1 haben.

8. Gib die Punkte an, die von g: x + 7y = 0 und der Winkelhalbierenden w
des 1. Quadranten jeweils den Abstand \/50 haben.

9. Ineinem Dreieck ABC ist A(2| 1), h,: 5x —4y =7 und h, : 3x + 4y = 11.
a) Bestimme Gleichungen der Geraden, in denen die Seiten liegen.
b) Berechne die Koordinaten der Ecken B und C.

10. gx+y=2, h:Tx+y+7=0
a) Bestimme Gleichungen der Winkelhalbierenden von g und h.
a) Bestimme Gleichungen der Geraden,

deren Punkte jeweils von h einen dreimal so groflen Abstand haben wie von g.
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Q(1610116)

TA(151010)

11. Im ersten Oktanten liegt eine ebene, dreieckige, spiegelnde Glasscheibe ABC.
Von Q aus trifft ein Laserstrahl 1 auf die Glasscherbe (siehe Bild).

a)
b)

c)

d)
e)

f)

g)
h)

i)
Al
k)
D
m)

n)

o)

Bestimme eine Gleichung der Ebene E, in der die Spiegelfliche liegt.
Bestimme Gleichungen der Spurgeraden von E.

Berechne den Winkel ¢ zwischen Laserstrahl 1 und E.
Berechne den Einfallswinkel o.

In welechem Punkt S trifft der Strahl aufs Glas ?
Bestimme eine Gleichung des Einfallslots e.

L sei die Ebene, in der der ein- und ausfallende Strahl liegen.
Bestimme eine Gleichung von L.

Bestimme eine Gleichung der Schnittgerade von E und L.

Bestimme eine Gleichung der senkrechten Projektion 1, von Strahl lin die
Ebene E.

Q und Q' seien Spiegelpunkte beziiglich E. Bestimme Q'.
Bestimme eine Gleichung der Gerade r, in der der reflektierte Strahl liegt.

Bestimme eine Gleichung der Symmetrieebene K von Strahl 1 und reflek-
tiertem Strahl r.

Die Symmetrieebene von k) schneide E in s. Gib eine Gleichung von s an.
Welchen Winkel schlieen 1, und s ein ?
Bestimme eine Gleichung der Schnittgerade n von L und K.

Welchen Winkel schlieBen nund 1, , nund s ein ?
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p)
r)

s)

t)

u)

v)

w)

a)

b)

c)

d)

e)

Q und Q" seien Spiegelpunkte beziiglich K. Bestimme Q"
Welchen Abstand haben E und die Gerade QQ" 7
Welchen Abstand haben K und die Gerade QQ" ?

U liege in E, K und in der x,x;-Ebene. Berechne K.

Die Ebene H enthalte 1 und habe vom Ursprung denselben Abstand wie 1.
Bestimme eine Gleichung von H.

Die Gerade g liege in E und habe vom Ursprung denselben Abstand wie E.
Bestimme eine Gleichung von g.

Der Schnittpunkt von 1 und r sei Mittelpunkt einer Kugel mit Radius 104/3.
Berechne die Schnittpunkte von Kugel und Geradenkreuzung.

Eine Kugel um den Ursprung mit Radius 50 schneide E.

Berechne Radius und Mittelpunkt des Schnittkreises.

Y U 4 =iy e y
Bestimme Gleichungen der Ebenen, die zu u -_—i 1 iunri v =| 0 ‘
2 2
L i \ J
parallel sind und vom Punkt Q(9| 0| 7) den Abstand 3 haben.

g. sind Ursprungsgeraden durch (1|-1|c¢). Welche Gerade schneidet die
Ebene E: 2x;, — 2%, + X3 — 16 = 0 nicht ? Welcher Zusammenhang besteht dann

zwischen der Richtung von g, und den Vektoren u und v ?

Die Ebene F enthalte die x,-Achse und die Geradenschar g. von b).
Bestimme eine Gleichung von F.

E und die Koordinatenebenen begrenzen eine Pyramide P.

o) Berechne das Volumen von P.

f) Berechne die Oberfldache von P.

v) Zeige, dafl F Symmetrieebene von P ist.

8) Priife, ob S(3|-3|3) und T(3|-3|5) in der Pyramide liegen.

g) Es gibt eine Kugel in P, die alle vier Seitenfléchen beriihrt.
Berechne Radius und Mittelpunkt dieser Kugel.

Welche Schargeraden von g, berithren eine Kugel um M(2 | -2 | 2) mit Radius 2 ?
Berechne die Bertihrpunkte.




M. C. Escher; Hand with reflecting sphere




XII. Kugel
1. Kugel und Kreis

Was der Kreis in der Ebene ist, das ist die Kugel im Raum: Punkte X, die von einem
Punkt M in derselben Entfernung r liegen, erfiillen die Gleichung MX = r, mit Vektoren
ausgedriickt |MX | = r oder !X— M | =r. Zum bequemeren Arbeiten zieht man eine Glei-

chung ohne Betrige vor: man quadriert beide Seiten |[X-M |~ = r?, und schreibt nach der
£ ) ]
Regel a“ =|a|*

Das ist die Gleichung einer
Kugel um M mit Radius r.

)Ais

Fiir Punkte X innerhalb der Kugel gilt (X-M ]2 <re,

fiir Punkte X auferhalb der Kugel gilt (X-M o2,

Zum Beispiel liegt im Bild oben der Punkt I(81-1015) innerhalb, A(10101 10) aulerhalb
und D(61-3113) auf der Kugel um (4 |-617) mit Radius 7.

Diese Art der Kugelgleichung ist eine skalare Gleichung, das heifit, sie beschreibt einen
Zusammenhang zwischen den 3 Koordinaten eines jeden Kugelpunkts:

(x; —my P2+ (%; — my)* + (X5 — my)2 =17,

(Auch die Normalform einer Ebene ist eine skalare Gleichung.)
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Man kann die Punkte von Ge-
raden und Ebenen mit Para- X

metern ansteuern (Punkt Kugel_ 3
richtungsformen). Die Gerade Koordinaten

; ! i 51
kommt mit einem aus, denn

sie ist eindimensional. Ihe
Ebene braucht zwel, denn sie

1A A

ist zweidimensional. Und die
Kugel? Um in der Kugelfla-
che an jeden Ort zu gelangen,
geniigen auch 2 Angaben,
zum Beispiel die Winkel fiir
die geografische Liinge (&)
und Breite (@)

{cospeosh
X = M+r| cospsini
sing

Die vorhin gezeigte Kugel um
M4 |—-617) mit Radius 7 140t sich
also skalar beschreiben

f fidr 1'.2 £ 40N [ COSMPCOsSAY
mit | X—| -6 | ‘ = 49 und vektoriell mit X = | -6 ‘+ (| cospsind I

l AR | Noohe \ .

\ N ) S v sIng

Besondere Kugeln

3
Kugel um den Ursprung A
mit Radius 5

X* =25

COS(PCOS A

A P = r|cospsini

n g

A < 360
¢ < 90°




Kugel durch den Ursprung(X-M )? = m2, wobei m = OM = ,M

Die Kugel um M(—4|-71-4) mit Radius 9 geht durch den Ursprung, denn |M| = 9.

Kugel durch den Ursprung mit Radius 9
— —4 2

X—|-7|| =81
4

| (T g

‘\l. . -

Bei einer Kugel, die eine Koordinatenebene beriihrt, hat der Mittelpunkt von dieser Ko-
ordinatenebene den Abstand r. In der Kugelgleichung ist dann eine Koordinate des Mit-
telpunkts bis aufs Vorzeichen gleich dem Radius, zum Beispiel die zuerst vorgestellte
Kugel um (41-617) mit Radius 7; sie beriithrt die x,x,-Ebene in (4|-610).

Kreisgleichung
Bei einer Kugel, die eine Koordinatenebene schneidet, ist der Betrag von mindestens ei-
ner Koordinate des Mittelpunkts kleiner als der Radius. Als Schnittkurve entsteht ein
Kreis in der Koordinatenebene. So schneidet die Kugel um M(—4|-7|—4) mit Radius 9
Jede Koordinatenebene. Die Punkte solcher Schnittkreise haben 2 Eigenschaften: Sie lie-
gen auf der Kugel und in einer Koordinatenebene; sie erfiillen also 2 Gleichun-
g&’n:{)sr—f\'.i)z =m? (Kugel) und eine Koordinate x, =0 (Koordinatenebene). Fiir solche
Schnittkreise nimmt man gern skalare Gleichungen.

s (X1 (mqY\2 (Xq-mq)
Kugel K(M,r): (X-M) =r?oder || xy |-| my | ‘ =r* oder | Xxo—m,

\\Xg/ \mg)) \Xg—g)

2

2

=1

das ergibt (x;—m; )24 (Xo—115)2 + (Xa—m= )2 = 12,
g 1 1 2 3 3
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Die Kugelpunkte (x, | x,|x,) in der x,x,-Ebene bilden den Schnittkreis in der x;x,-Ebene;
fiir sie gilt (x, | x, | 0), und die skalare Kugelgleichung geht Giber in die skalare Gleichung
fiir den Schnittkreis

(X1 —m;)2+(Xg—my)?+(0-my)* = r#

(X7 —m;)2+(Xp—my)2 = r*—m§
wobei r?>—m.? nach Pythagoras das Quadrat des Schnittkreisradius p ist,
also r’—m,? = p2.
Gleichung eines Kreises in der x,x,-Ebene:

(x;—m ;)24 (X,—m,)% = pZund x; =0
Die vorige Kugel um (—4 -7 | -4) mit Radius 9 schneidet die x,;x,-Ebene im Kreis mit

(x1+4)2+(x,+7)? = 65 und x3 =0
' 2 3

. N = {_)

Mi—4l—710) -

-_—

i 3 4 2 \\ . \\ |II .f_,-": >
X—|-7]| =81 N o
o '

Nur wenn man sich auf die x,x,-Ebene beschrinkt (zweidimensionale Geometrie), dann
beschreibt die Gleichung (x;+4)2+(xy+7)? =65 einen Kreis um (—41-7) mit Radius
/65 . In der dreidimensionalen Geometrie dagegen beschreibt dieselbe Gleichung (ohne
die Bedingung x,=0) einen geraden Kreiszylinder mit Radius ./65, dessen Achse parallel
zur x.-Achse ist und durch M(—4| —710) geht. Denn wenn eine Koordinate in einer Glei-
chung nicht vorkommt, dann kann sie in der Raumgeometrie jeden beliebigen Wert un-
abhéngig von den beiden andern Koordinaten haben.
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Mg = 1:=2 1
(X1 +4) 4+ (x+-7T)° =65

M((—4 I:'?l 122)

’ : X = (.}
; ('x;—i—4}:':+(x;,_+'7)3

—
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Eine dhnliche Situation kennen wir schon bei linearen Gleichungen, zum Beispiel:
2x, + 3x, = 6. Ist Giber x, nichts gesagt, so kann x, jeden beliebigen Wert annehmen,
unabhéngig von x, und x,: die Gleichung beschreibt eine Ebene parallel zur x,-Achse.

Ist aber auch noch x; = 0, so beschreibt die Gleichung eine Gerade in der x,x,-Ebene.
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Der Vollstindigkeit halber zeigen wir
noch die beiden andern Schnittkreise: = [-4])2
den in der x,x;-Ebene: e

und den in der x,x,-Ebene:
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Kugel-Kreis-Zylinder

Uberblick iiber die Rolle der 0 in der Kugelgleichung

(%1 (—4 )2
I Xo |—| =7 | =81 Kugel K um (-4 -7 |—4) mit Radius 9
I'\ \.xii.r' 4 rr
X1) (-4)¢
I Xg |-|=7 || =81 wund x;=0 Schnittkreis von K und der x,x,-Ebene
\xy) -4

X | 4 1 . - y ¥ E
| e ; rerader Kreiszylinder Z mit Radius ¢
i ' Gerader K linder Z mit Radius 9
I ||= =7 || =81 b ,
parallel zur x;-Achse
|\ U J i {] |
(%) (-4 Y} Schnittkreis von Z und der X,X,-Ebene
IV X, |-|-7 || =81 und x,=0 = in die x,;x,-Ebene senkrecht
-. U I {o & projizierter Umrifl der Kugel K
Aufgaben

1.| K sei Kugel um M(31612) mit Radius 7.
Welche der folgenden Punkte liegen in, auf oder aulerhalb der Kugel?
A(51918), B(-11010),C(01010),D(11111), E(31612), F(3161=5), GI01014)

2.| Stelle eine Gleichung der Kugel um den Ursprung auf, die
a) den Radius ./17 hat. b) durch P(3141-12) geht.
c) die Ebene 3x, + 2x, + 6x, = 49 beriihrt.
d) die Gerade durch P(1110111) und Q(20(—6113) beriihrt.
3.| Gib eine Gleichung der Kugel an, die
a) den Durchmesser [QP] hat mit Q(11213) und P(51617)
b) durch (0101-2) geht und die x,- und x,-Achse als Symmetrieachsen hat.
¢) durch (6110115) geht und von den Koordinatenebenen halbiert wird.
4. Stelle eine Gleichung der Kugel mit Radius 2./2 auf, die
a) tiiber der x,x,-Ebene liegt und diese im Ursprung beriihrt.
b) im 4.0Oktanten liegt und die Koordinatenebenen beriihrt.
¢) die positiven Koordinatenachsen beriihrt.
5. Wo liegen die Mittelpunkte der Kugeln, die
a) die positiven Koordinatenachsen beriihren?
b) die Koordinatenebenen so beriihren, daf} die Koordinaten der Beriihrpunkte

nicht negativ sind?
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*]11.

12,

Kugeln mit Radius 9 schneiden die x,x,-Ebene in einem Kreis mit Radius 4./2,
der 2 negative Koordinatenachsen beriihrt.

Bestimme die Kugelgleichungen,

Eine Kugel um den Ursprung beriihre die Ebene E: x; + 2x, + 2x, = 12.
Bestimme den Beriihrpunkt und eine Gleichung der Kugel.
(al010),(—al010),(0lal0), (Ql-al0),(010la)und (0101-a) sind Ecken eines
regelmafigen Oktaeders. Bestimme eine Gleichung der Kugel, die

a) durch die Oktaeder-Ecken geht (Umkugel).

b) durch die Mittelpunkte der Oktaeder-Kanten geht.

¢) die Seitenflichen des Oktaeders beriihrt (Inkugel).

Eine Kugel beriihre die Ebene E: x; + 2x, + 2x; = 12 in B(2121?) und habe ihren
Mittelpunkt in der Ebene F: x; + 2x, + 2x, = 48,

Bestimme eine Gleichung der Kugel.

Eine Kugel beriihre die Ebene E: 3x, + 2x, + X, = 24 in B(41417?)

und gehe durch den Ursprung. Bestimme die Kugelgleichung.

P(-121-14112), Q(-31-20114), R(-101-14114).

Die Geraden PQ und PR beriihren in ihrem Schnittpunkt Kugeln mit Radius 22.
Berechne die Kugelmittelpunkte.

Bestimme Gleichungen der Kugeln mit Radius 11,
die die Ebene 2x, + 6x, — 9x, = 18 berithren und ihren Mittelpunkt auf der

Gerade durch (5151-11) und (10116 1-16) haben.




2.Kugel und Gerade

Bei Kugel und Gerade unterscheiden wir im Raum dieselben 3 Fille wie bei Kreis und
Gerade in der Ebene: Kugel und Gerade haben

— genau einen gemeinsamen Punkt: Beriithrung; die Gerade ist Tangente
2 gemeinsame Punkte: Schnitt; die Gerade ist Sekante

— keinen gemeinsamen Punkt; die Gerade ist Passante.

S(—11419)

r=9
B(41614)

M(-21011)

T(2171-3)

Das Bild zeigt eine Kugel um M(-21011) mit Radius 9 sowie die Tangente t,
die Sekante s und die Passante p.
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Lagebestimmung

Geht es nur darum zu wissen, welcher der 3 Fille vorliegt, so erinnert man sich an die
Grundaufgabe: Abstand Punkt-Gerade. Man berechnet den Abstand d(M, g) von Kugel-
mittelpunkt M und Gerade g und vergleicht ihn mit dem Kugelradius r:

— d(M, g)=r = gist Tangente

— d(M, g) < = gist Sekante

— d(M, g) >r = g ist Passante

Solche Aufgaben haben wir frither schon geldst.

Wenn aber noch nach den gemeinsamen Punkten gefragt ist, dann verfahrt man wie im-
mer bei Schnittberechnungen: man setzt X aus der Geradengleichung in die Kugelglei-
chung ein und lést die quadratische Gleichung auf nach dem Parameter der Geraden-
gleichung. Aus der Diskriminante D dieser Gleichung folgen die 3 Félle:

— D=0 = gist Tangente

— D>0 = gist Sekante

— D <0 = gist Passante

Die gemeinsamen Punkte ergeben sich, wenn man die Losungen fir den Parameter in
die Geradengleichung einsetzt.

Fo 20 0 ONE ET
Beispiel: Kugelk: |X—| 0 || =81, Gerade s: X =5 |+ Ll[ 1
\ Lol \b/) -4/
(o AN Lamd (B2 E|N
eingesetzt I [ 5 ‘+p‘ 1 |-| 0 || =81P, vereinfacht i 5+un | =81.
WES A AT \4—4p/

Skalar multipliziert (2 +1)2 + (5 + p)? + (4 — 40)* = 81

und vereinfacht 45 — 18y + 18u2 =81 oder p*—p—-2=0
Diskriminante D =9 >0 = s ist Sekante.

Schneller gehts mit der faktorisierten Form (u + 1)(1 - 2)=0,
der Schnittpunkt fiir u = -1 ist S(-11419) und

der Schnittpunkt fiir u = 2 ist T(2171-3), siehe voriges Bild.
Eine entsprechende Rechnung fiir die Geraden t und p

aus dem vorigen Bild ergibt:

p ist Passante, t beriihrt die Kugel in Bi41614).




Aufgaben

1.| Gegeben ist die Kugel um den Ursprung mit Radius 3./3 und die Gerade AB.
Untersuche Kugel und Gerade auf gemeinsame Punlkte.

a) A(21214) Bi6l610)
b) A(21314) B(5151-1)
c) A(41413) B(-2161-1)

2. Bestimme die Symmetrie-Ebenen von Kugel und Gerade in Aufgabe 1.

3. Gegeben ist die Kugel um (=7 -8 |-9) mit Radius ./33 und die Gerade AB.
Untersuche Kugel und Gerade auf gemeinsame Punkte.

a) A(-5|-5|-4) B(5151-14)
b) A(-61-121-13) B(=51=31-7)
c) A-31-T1-5) B(-7111=-3)

4. A(12101-7), B(-1014113), P(21415), Q(O1011), M(11213)
Zeige: AB und PQ sind Symmetrieachsen einer Kugel um M.
Berechne die Punkte, in denen AB und PQ die Kugel um M mit Radius 15
schneiden.

*5. Gegeben ist die Kugel um M(1 |4 |—-3) mit Radius 3 und
eine Geradenschar durch (014 [-1) und (011 |a).
a) Zeige: Keine Schargerade ist Kugeltangente,
jede Schargerade ist Kugelsekante.
b) Aus welcher Schargerade (a=?) schneidet die Kugel eine Sehne
von extremaler Lange?
» = IF A e - X [ j 3 1
°6. Ki:X"—| 0 pPX=2g:X=(-2|+p|-1]|

Frd i

a) Bestimme Radius und Mittelpunkt der Kugel K.

b) Fiir welche Werte von a bertihren Schargeraden g, die Kugel K ?
Berechne die Berithrpunkte.,

¢) Istin der Schar eine Gerade, die Symmetrieachse der Kugel ist ?

Falls ja, welche ?

(= (3ay2 S )
4 || =9a%g: X =| i.% |+
a )/ S

\
1
\ o ,-l

B Rt

as | |
a) Fir welche a-Werte schneiden die Kugeln K, die x,x,-Ebene in einem Kreis?

b) Fiir welche a-Werte ist g Tangente von K_ ?
Berechne die Beriihrpunkte.
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3.Kugel und Ebene

Ahnlich wie bei der Lage von Kugel und Gerade unterscheiden wir die 3 Fiille:

— genau ein gemeinsamer Punkt: Berithrung; die Ebene ist Tangentialebene
— unendlich viele gemeinsame Punkte: Schnittkreis; die Ebene ist Schnittebene
— kein gemeinsamer Punkt; die Ebene ist Passantebene.
2
s

i
i

]

N Kugel K: (X |

Lagebestimmung

Die Frage, welcher Fall vorliegt, klart man durch Losen der Grundaufgabe:

Abstand Punkt-Ebene. Man berechnet den Abstand d(M, E) von Kugelmittelpunkt M
und Ebene E und vergleicht ihn mit dem Kugelradius r:

— d(M, E)=r = E ist Tangentialebene

— d(M, E) <r = E ist Schnittebene

— d(M, E)>r = E ist Passantebene

Solche Aufgaben haben wir frither schon gelost. Bleiben noch die gemeinsamen Punkte.
Den Beriihrpunkt findet man auch mit dieser Grundaufgabe. Die Gleichung des Schnitt-
kreises kinnen wir mit unsern Mitteln nicht aufstellen. Allgemein lauft das Ganze so ab:

* d(M, E) = MZ berechnen, Z ist die senkrechte Projektion von M in E
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* d(M, E) > r, die Ebene E ist Passantebene,

Z ist der Ebenenpunkt, der der Kugel am nichsten liegt
* d(M, E) = r, die Ebene E ist Tangentialebene, Z ist der Beriithrpunkt — fertig!
* d(M, E) < r, die Ebene E ist Schnittebene, Z ist der Schnittkreis-Mittelpunkt,

Pythagoras liefert den Schnittkreis-Radius p: p2 = r2 — d(M, E)?

Beispiel: Berechne Mittelpunkt Z und Radius p des Kreises, in dem sich die Kugel K um
M(51717) mit Radius ./45 und die Ebene S: 2%, + X, + 2%5 — 40 = 0 schneiden.

Wir wenden die Grundaufgabe an. m sei die Gerade, die senkrecht auf der Ebe-
ne S steht und durch den Kugelmittelpunkt M geht:

X = M+piie = ;'--:-u
Abstand Kugelmittelpunkt-Schnittebene: d(M, Z) = 3<./45. Also schneidet S
die Kugel. m trifft die Ebene S im Mittelpunkt Z(7|819) des Schnittkreises. p?
=12 —d(M, S)2 =45 -9 = 36 = p = 6 (siehe Bild unten).

Fiir die Ebene B: 2x; — 4x, — 6x, + 8 = 0 ergibt derselbe Losungsweg fiir
Z(71312) den Abstand d(M, B) = ./45 = r, deshalb beriihrt diese Ebene die Ku-
gel, und 7 ist Bertihrpunkt.

Bo = B3

X A n = [EJ i it Kugel K: [i— [J ﬂ =45
X Q,
s ERR
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Zum Schnittkreis noch eine Aufgabe. Auch hier braucht man die Kugelgleichung nicht,
dafiir aber ...
*Beispiel: Zeige: Der Punkt B(111717) liegt auf dem Schnittkreis der Kugel um
M(51717) mit Radius ./45 und der Ebene S: 2x; + x, + 2x5 —40 = 0.
Bestimme eine Gleichung der Schnittkreis-Tangente b in B.
Obwohl die Aufgabe viel vom Schnittkreis handelt, braucht man weder Mittel-
punkt noch Radius des Schnittkreises. Wichtig aber ist zu wissen, dal die ge-
suchte Tangente in der Schnittkreis-Ebene S liegt und die Kugel beriihrt.
Die Tangentenrichtung v ist deshalb senkrecht zur Normalrichtung 1, der
Schnittkreis-Ebene und zur Richtung MB. v ist also parallel zum Vektorpro-
dukt von MB und iy
Der Rest steht im Bild unten.

4

Kugel K: {5{— [ ]]Z 45

a i) |

=]

M(51717) :
N -f?’ﬁ:m

B(111417)

Tangente in B, b: X = m +'E[‘1fj




Gleichung der Tangentialebene

Gegeben ist eine Kugel um M mit Radius r und ein Punkt T auf ihr,
Gesucht ist die Gleichung der Ebene B, die die Kugel in T beriihrt.

Die Tangentialebene B geht durch T: Be(X=T) =0
und hat die Normalrichtung n = MT=T-M.
Gleichung der Tangentialebene B: (T -M)o(X-T) = 0

Beispiel: Man bestimme die Gleichung der Tangentialebene,
die die Kugel um M(51717) in T(7 13 12) beriihrt.

o (e
MT=T-M=|-4|,
N5 L2\ £ el
Gleichung der Tangentialebene: | -4 [/ X-|3 ||=0,
\_5) L la))

in skalarer Normalform: 2x, — 4x, — 5x, — 8 = 0.

X3

M@GITIT)
.i.
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“Beispiel: Gegeben ist eine Kugel K um M(31612) mit Radius 7
und die Gerade g durch P(211516) und Q(1411910).
Gesucht sind die Berithrpunkte der Tangentialebenen von K,
die sich in g schneiden.
Mit einer Grundaufgabe berechnet man die senkrechte Projektion von M auf
g: diese stimmt hier iiberein mit P. Ein Bertihrpunkt B, P und M bilden ein bei
B rechtwinkliges Dreieck: Der Radius [MEB] ist eine Kathete mit Lange 7,
[MP] ist die Hypotenuse mit Linge T2
Die senkrechte Projektion von B auf die Hypotenuse sei B'. Der Hypotenusen-
abschnitt g bei M errechnet sich nach Euklid zu q = r*/M P = /2. Durch Ab-
tragen dieser Linge q von M aus in Richtung P ergibt sich B'(2,5| 10,514).
Die beiden Beriihrpunkte B, und B, haben von B’ die Entfernung
h=/r2—q2 = E“Q (Pythagoras!). Die Richtung BB ist senkrecht zu MP und
zur Richtung PQ der Gerade g. Mit dem Vektorprodukt berechnet man
BB = l"(j «PM = |~'.l 1 in diese Richtung und ihr entgegen tragt man von B’

aus die Linge I./2 ab und bekommt so die Berithrpunkte B,(51918) und

B,(011210).

B — BI =
Hd
2 e ™
& 2 :
et
o i
(i."\i\\ h
;"-‘;";9'\‘5
. i = " P ".'\_‘. :
S et RS e
rade g g | B M
,/'. ?:?j)
e
5
(=)
s,
Ba =
%
L
.‘\.
Bo™
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Aufgaben

1.| Gegeben sind eine Kugel um M mit Radius r und die Gerade durch A und B.
Berechne die Schnittpunkte P und Q von Kugel und Gerade,
die Tangentialebenen in den Schnittpunkten,
die Schnittgerade s zweier Tangentialebenen und
die Gleichung der Kugel, die durch M, P und Q geht und s beriihrt.

a) M(O1010) r=6,2 A(1141-1) B(-118113)
b) M(31211) r=/14 A(614110) B(2141-2)
¢) M(-61310) r=3.2 A01010) B(-81814)
d) M(11111) r=3./3 A(111011) B(51-615)

*2. T, :9x, + 2x, + 6%, = 138 und T, : 6x, — 6x, — Tx, = 114 sind Tangentialebenen
zweier Kugeln. T, beriihrt diese Kugeln in B, (101317).
a) Bestimme Mittelpunkte und Radien beider Kugeln.
b) Bestimme die Beriihrpunkt B,, und B, in T,.
¢) Berechne den Punkt H, der in beiden Tangentialebenen liegt
und von B, die kleinste Entfernung hat.
3. Die Ebene T, durch A(41411-6), B(011616) und C(010114)
bertihrt eine Kugel K um M(1 21 3).
a) Berechne den Kugelradius und den Beriithrpunkt.

b) Stelle eine Gleichung der Ebene E auf, die auch durch A und B geht
und die Kugel halbiert.
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¢) Stelle eine Gleichung der Ebene T, auf, die auch durch A und B geht
und die Kugel beriihrt.
Gegeben ist die Ebenenschar E,: x, + X, + X, — a = 0, sowie die Punkte
P(-21210) und Q(—61612). [PQ] ist Durchmesser der Kugel K.
a) Bestimme eine Gleichung von K.
b) Wo liegen die Mittelpunkte aller Kugeln, die [PQ] als Sehne haben?
¢) Fiir welche a-Werte schneiden sich K und E, in einem Kreis ?
d) Fiir welchen a-Wert hat der Kugelmittelpunkt von E_ den Abstand J37?
e) Berechne Mittelpunkt M, und Radius r, des Kreises,
in dem sich K und die Ebene E, schneiden.

Bestimme die Mittelpunkte der Kugeln mit Radius 26,
die die Ebene T: 8x, + 4x, — 12x, + 24 = 0 beriithren und von den Ebenen

E: 9x, — 12x, — 2x, = 0 und F: 15x; — 3x, + 8x; + 51 = 0 halbiert werden.

Gegeben ist die Kugel um M(21-211) mit Radius 3.

a) (al—ala) und (21-21—-8) bestimmen eine Geradenschar.
Welche Schargeraden (a=?) beriihren die Kugel?

b) Bestimme Radius und Mittelpunkt des Kreises,
in dem sich die Kugel und die x,x,-Ebene schneiden.

Gegeben ist die Kugel um den Ursprung mit Radius 9 und die Gerade g

durch P(31-3112) und Q(1111111).

Berechne die Beriithrpunkte der Tangentialebenen, die sich in g schneiden.

Gegeben ist die Kugel K um M(-141-21 | 7) mit Radius 7.

a) Berechne die Beriihrpunkte B, und B, der Tangentialebenen T, und T, von K,
die durch den Ursprung und P(31-210) gehen.

b) Bestimme eine Gleichung der Symmetrieebene S von T; und T,,
in der M liegt.

¢) Bestimme die senkrechten Projektionen von B, und B, in S.

Gegeben sind die Ebene E: 2x; + X, + 2x3 = 2 und die Gerade g durch
A(2111-1)und B(3121-3).
a) Bestimme eine Gleichung der Kugel K mit Radius 5, die die x,X,-Ebene als
Symmetrie-Ebene hat und deren Mittelpunkt auf der Gerade AB liegt.
b) Zeige, daB sich E und K schneiden.
¢) Berechne Mittelpunkt und Radius des Schnittkreises k.
d) Zeige, daf S(1141-2) gemeinsamer Punkt von E und K ist.
e) Bestimme eine Gleichung der Ebene T, die K in S beriihrt.
f) Die Kugeln K und K' hegen sym metrisch zur Ebene T.
Bestimme eine Gleichung von K.
g) Bestimme eine Gleichung der Tangente t in E,
die den Schnittkreis k in S beruhrt.

{ o
o

s
Ch




4.Kugel und Kugel

Hier geht es darum, die Lage zweier Kugeln zu beschreiben. Auch wenn sich alles im
Raum abspielt, so sind die Uberlegungen dazu so einfach (oder schwer) wie die zur La-
gebeschreibung von Kreisen in der Ebene. Dazu eine kurze Erinnerung an weit Zuriick-
liegendes.

s gibt wieder die 3 charakteristischen Félle: Beriihren, Schneiden, Meiden. Und fiir je-
den Fall 2 Auspriagungen. Wie bei Kreisen auch miissen von jeder Kugel Mittelpunkt M
und Radius r bekannt sein.

Die Gerade durch die Kugelmittelpunkte heifit Zentrale — sie ist auch die Symmetrieach-
se eines Kugelpaars. Am besten verdeutlicht man sich die Fille an 2 Kreisen: sie sind der
Umrifl von Kugeln, die entstehen, wenn diese Kreise um die Zentrale rotieren. Dazu
braucht man 3 Stiicke:

— die Entfernung der Kugelmittelpunkte z = M; M,
— die Summe der Kugelradien r;+r,

— den Unterschied der Kugelradien |ry—15
I gemeinsamer Punkt: Beriihrung

Z = |r;—Ts| _ _Z=T1+T

Tangentialebene

Zentrale I'y

.;E _______ _k._. _r

Berithrung innen Berithrung auflen

kein gemeinsamer Punkt
Z<|r;—1ry] oder z>r;+r,

z < |r{—rs|

i

_ r'y\ | Zentrale

QI ‘A I, T2
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1 gemeinsamer Schnittkreis
zZ>|r;—-ry| und

z > [r;—1y|

Schnittebene

Als Sehnittwinkel zweier Kugeln bezeichnet
man den Winkel, den die beiden Tangential-
ebenen in einem Punkt des Schnittkreises
bilden. Man berechnet ihn, indem man den
Kosinussatz anwendet im Dreieck mit den
Seiten ry, r, und z. In diesem Dreieck ist der
AuBenwinkel ¢ gleich dem Schnittwinkel
der Tangentialebenen, weil entsprechende
Winkelschenkel aufeinander senkrecht ste-
hen.
Kosinussatz: z2 = r2+1#—2r;ryc08(180° -¢ )
wegen cos(180°—¢) = —cos¢ gilt

22 1?1

COSP = —-

| S8 87

T

Damit der Schnittwinkel nicht gréfier als 90° ist,

[ D ol

: A W et U

setzt man Betragstriche: cos@ = |— 21_' = =
142

Beispiel: Man untersuche die Lage der Kugeln um M,(41010) mit Radius J41

IS

Zentrale

Kugel 1

und um M,(-11515) mit Radius /26.

=13

Verbindungsvektor M,M, =| 5 | =5| 1

ol

Summe der Radien ry+r1, = J/41+./26 =11,50...

/41-./26 = 1,30...

wegen 1,3 < 8,66 <11,5 schneiden sich die Kugeln in einem Kreis.
Ein Punkt des Schnittkreises liegt auf beiden Kugeln,

seine Koordinaten erfiillen also beide Kugelgleichungen

Unterschied der Radien r;-ry =

K,: [E—I‘\-‘l{]z = r#, multipliziert 'I:ij—ZK'i'\:l-H}l{z

K,: (X-M,)? = rz, multipliziert X*-2X M, +M,” =1

man subtrahiert die multiplizierten Gleichungen voneinander

L1/

Z < T +T

Z < T1+Ty

Schnittkreis

-

Th Ay

r

=2

B



Y,

2X o M._.,: M;}+M JY--- E\"igd = rf—rs und bekommt
OM M,oX + (M, *~M," -r2+1r$) = 0,
das ist die Gleichung einer Ebene mit dem Normalvektor M, \1_:
Koordinaten und Radien eingesetzt, liefert die Gleichung der
Schnittkreis-Ebene S: ]U!; !1 ?\ -50=0 oder x;,—X,—X,+5=0.
L1

Der Schnittkreis-Mittelpunkt Z ist der Punkt, in dem sich die Zentrale z
und die Schnittkreis-Ebene schneiden
z: X =M ;+_Lli i] ' geschnitten mit S ergibt Z(11313).

L1/
Den Schnittkreis-Radius p findet man mit Pythagoras

p? =r{-ZM !2 (oder = rs —-’z:‘ff\-if' ), pe=41-27=14,p= /14

Den Schnittwinkel berechnet man mit dem Kosinussatz

2

M;M," =r?+ 1 — 2r r,cos9

75 =41+ 26 -2./4126 cos
der Absolutbetrag sorgt fiir Schnittwinkel nicht grifier als 90°

r

cosQ = ! = (= 83°.
2./4126
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Aufgaben

1.| Gegeben sind 2 Kugeln K, und K, mit den Radien r; und r,
und den Mittelpunkten M, und M,
Bestimme die Lage von K, und K, zueinander,
gegebenenfalls Berithrpunkt B und Gleichung der
gemeinsamen Tangentialebene T,
gegebenenfalls Mittelpunkt Z und Radius p des Schnittkreises,
gegebenenfalls Schnittwinkel o der Kugeln.

a) M,(11213) r, =100 M,(11213) r, =99
b) M,(01010) r;=9 M,(11418) T =9

e) M(11111) r, =7 M,(71819) r,=5

d) M,(01616) r, =9 M,(21212) r, =8

e) M,(11011) r, =3./2 M,(01410) roi=16

i M(0I21-1) =x =46 M,(41-217) r, = 3./6
g M,(01-410) r,=2/5 M,(01810) r, = 2./15
h) M,(11110) ry=2.6 M,(-11111) £y =15

2. Gegeben sind die Punkte Z, P und Q, sowie p und r:
7 ist Zentrum des Kreises mit Radius p auf einer Kugel mit Radius r,
P und Q liegen auf dem Kreis. Berechne, falls moglich, den Kugelmittelpunkt,
der dem Ursprung am néchsten liegt.

a) Z(01010) P(1111-2) Q(21-11-1) p= ./6 r=3
b) Z(01412) P(2181-8) Q(101010) p=2./30 r=12
c) Z(81-41-1) P(O1010) Q(121-1210) p=9 r=23./11
d) Z01012) P(11210) Q(21110) p=3 r=09./2

3. Gegeben ist die Kugel K um M(2131-1) mit Radius 6 und die Gerade g
durch (31-31-5) und (6 |-11-3).

a) Untersuche g und K auf gemeinsame Punkte. Wie liegen g und K?

b) Die Kugeln K* und K sind zueinander symmetrisch beziiglich der
Ebene E: 2x, — 2x, — %3 + 10 = 0. Bestimme eine Gleichung von K*.

¢) Zeige, daf} sich K und K* schneiden, und berechne Mittelpunkt Z und
Radius p ihres Schnittkreises.

d) Bestimme d;>0 so, dafi der Punkt D(01-11d,) auf der Kugel K liegt.
Stelle eine Gleichung der Ebene T auf, die K in D beriihrt.

e) Zeige, daB T auch die Kugel K* berithrt, und berechne den Beriihrpunkt D*.
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Gegeben ist die Kugel K, um M,(21-11-4) mit Radius 2
und die Kugel K, um M,(8|-114) mit Radius 4.

a) Untersuche die gegenseitige Lage von K, und K,.

b) Zeige, dali die Ebene T: 3x, + 4x, = 0 Tangentialebene der Kugel K, ist,
und berechne den Berithrpunkt B.

¢) T ist Symmetrie-Ebene von K, und K,. Bestimme eine Gleichung von K.,.
Welche besondere Lage hat K, beztglich K, und K, ?

d) Bestimme eine Gleichung der Kugel K, mit kleinstméglichem Radius,
die innen von K, und K, beriihrt wird.

Gegeben ist eine Schar von Kugeln K, um M, (3al4al12a),

die durch den Ursprung gehen. a soll positiv sein.

a) Zeige: Die Kugelmittelpunkte liegen auf einer Gerade.
Warum haben die Scharkugeln eine gemeinsame Tangentialebene ?
Gib eine Gleichung dieser Tangentialebene an.

b) K, und die x,x,-Ebene schneiden sich in einem Kreis.
Bestimme den Schnittkreis-Radius p in Abhéingigkeit von a.

¢) Berechne a so, daf} sich K, und die Kugel K um M(11113) mit Radius 3
innen berithren. Gib eine Gleichung der gemeinsamen Tangentialebene an.
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