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Vorwort.

l nte Vorkiimpfern der st es
wesonders de echnike W
'i‘.'-‘-i}';_" '.'n.'il'ill\']' :'i ‘}L':I "\'l'—'!'!ll'?'. £11 ‘!{{":-;'\:ll I'I' E\'l '\'{Ef'-.'

ss die Vermessune

le kulturellen Anlag

der Technik im Alle

nothwend

1
lgen,

industrielle und Verkehrsverhiiltnisse

von Plinen und Nivelle-

ments, die Ausfihrung von hydrometrischen Vorarbeiten, Bodenumformunge

ziu den ersten TNISSET. Dementsprechend gehen denn

auch die Anforderun an das Wissen und Konnen des Landmessers

1 1 = 5 3 RS i - o 1 '
mehr und mehr in die Hihe und ist es jetzt an der Zeit, dass auch die

vom Staate fiir den Landmesserberuf zu fordernde sprechend

-__'I'«'.-f'i:_f!".f. werde. Schon |:”.i|._-;‘~'i hat sich di ber den
Landmessern selbst fest eingewurzelt, und en rraschend

derer, welche verceblich Mithe, Zeit und Geld daran setzen,

um die Hindernmisse auf der nicht geniigend vorgeebneten Bahn zu ihrem

/|I 1||_‘ 2Ll 'I“IIl-'!"\'{‘:I'.l!\'_'ll,

Ueberz

Igung gere

s =)
MEssereleven 18 bel
Theile verloren.
seinem Zoglin
B R T

dieses (

Unterbrechuneen

esse fiir demn mneu erwihlten Beruf wvorzeitic emnschlummern lassen




naturgemiiss grade beim Anfi
Welt von H

der Brust heot, am lebendiesten, und um s0 verhiinenissvoller daher del

ffnuneen in

l':'l-I:::'fil"”. eime

Fehler. dass eine mangelhafte Vorbildung dafiir Sorge triigt, dasselbe in

vielen Fillen von vorn herein zu ersticken, statt fiir die Zukunflt nutz-
bringend au restalten.  Die in dieser Beziehung im Wissen des angehenden
rosse Liicke auszufiillen vermag nur der Staat

einer angemessenen Schulvorbildung, so lanpe aber die

le

aussteht. soll das vorliecende Werk dieselbe, wenn auch

LA ’ 5 e 1 =
cdiirfticem Steg, wengstens iiberbriicken helfen. Das

mit nur schin
ist das canze Ziel dieses Werkes, welches also nicht entfernt den Anspruch
hrbuch der Geodiisie zu gelten, sondern nur

eine Freunde zu finden, und welches darum

darauf ancewiesen ist, da, wo es auch in weitere Kreise Eingang erhalten

sollte, auf doppelt nachsichtize Beurtheilung zu rechnen.

Bromberg, im Juni 13892

Loewe.
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Theil I.

Mathematische Vorstudien.







[. Sphirische Trigonometrie,

81
Erliuterungen.
gen grissster Kugelkreise eingeschlossene eieck heisst

in von drer Bo

sphiirisches Dreieck. Die

und werden gemessen durch ihre Centriwinkel
versteht man demeemiiss den sin, ¢ be. de b cehirigen Centriwinlels.

Unter den Winkeln des sphirischen
der Ebenen der drei das Dreieck einsel
Z. B. wird der Winkel ¢ des Diveiecks
die Kreise C A und OB 1 Angrenten z eht™)

man in O an

;.I -'I-l_--||| ]..-,

|§|-:‘;i;:'--| Punkite 1) der gemeinschatthichen Kante in den

Ebenen ACM und BCM Lothe, DA und DE. crrichtet. Ist < ADE bei D

rechtwinklig. so heisst auch ACB ein bei C rechtwinklioes sphiirisches Dreieclk.
§ 2

Das rechtwinklig sphiirische Dreieck.

man diec beiden Katheten mit a und b, die Jl.‘l"" MUse it ¢,

Ty nden Winl mit . ¥, ¥ 8O fhnden 1m recht-
Relatione: statt. (o, 1)

/I | L‘N A I I:::li ] |’J_ j;(
AD AMsinh sinb
AR AMsnc 8in ¢




i:
i
|

SHmpe ees spharsenel Dreiecks iiher

EM M D |

AN . (O cos b e |
S NIV AM
DE M E tang a fang a
Yu | - 08 f cos A ED = Znedis iy
sl ' = AE M E tang ¢ tang ¢

sp cosa.cosh

AM

y :  AD DDMtanghb fang b
e IV - R = R = D M aina sina

E'!|:;';| st der |;-'\‘--':.=- vAL AR illli.:ﬂ'-'\'l'. ]~ '.'l.l_‘-'l danm VI aus |] H] '.'|;|I.| \

2 5
= D

Schiefwinklig sphiirisches Dreieck.
In

Jedem ~||!'.ii'.'i:~€'l:-.'|: Dreiecke gelten die beiden Sitze:
sin sy, (7)

()

[ Sinussatz: sina:sinh :sine S1IL €
|] (Cosinussatz s cosa S b . cog e

R '
i:'.'\‘. (5 5~

Ya 1: Der grisstio ]';|,.I_'L'|-i|.|'l'-_.- (B I I'|‘_' i

L b)) sei LA B.

Nach l‘ 9 T ist sinh siny DL sin e, 5111 &, 81 .
folplich: sin a:sinh = sina:sin g ete.
Yu 11: Im Foleenden eelten die oberen Vorzeichen fiir Fig. 2a, die nntere
fir Fig. 2h. Nach § 2 11 ist:
08 a = 08 |1_L'.|+-'|| — c¢as h. cos (¢ ]_I}
|||;."I' l] COR A = I'II‘-i"!.i'll."l'.-"-'\:- 1 {4 > .:|‘~'i|| s '-:'I]'.

Ferner ist nach § 2 11
2) cos hcosgp cos b, oder mit tang p fane

cos h.sin 1 |-..=I.,|:||._<_~,-I;r cos.a)

3) cos h sin p = sin b cos .
Durch Einsetzen von 2) and 8) in 1) erhilt man:
(08 A0 COs |I o L20S G T '\:-.=| .|| _"1].-_| { . GOS .,

Foleerung:

(08 1 - -
ain b, sin e

e

Fliicheninhalt des sphiir. Dreiecks. Sphiirischer Excess.
1) Erklivung: Der zwischen den Halbperipherien zweier sich schneidende:

sster Kueelkreise liegende Theil der Kugeloberfliiche heisst Kugelstreifen., Der-

wlbe verhilt sich zur ganzen Kugeloberfiche wie sein Winkel zu BG00,

[Tnter dem sphiirischen Excess verstelt man den Ueherschuss der Winkel-

' 1809, verel, die Anmerkung za § 1.

2) Flicheninhalt des sphiivischen Dreiecks. Verlingert man (Fig. 3) cli

AC de ‘-|'!:5:.‘-'. Dreiecks A B C iither B und € hinaus, so schneiden

Seiten A B und dos
sie: sich im Endpunkte D des Durchmessers A D, Es ist dann AEFK B,
woren  Meichheit der Seiten®. Femer ist die Summe der Streifen mit de

\\.;|'|\|-|| X I-r'_ )




s— L —
bl e - stpf ."‘I . «-.'rl';- H: :.Ill-\iil'l_l'l': el N ABC

oder. da die Halbkugel strt 1800
ABC =227

oder wenn K den sphitvischen Excess hezeichnet:

stel |
Oy A B
: - : I . Kugeloberf {12 B
Ist B in Graden aunsgedreiickt, so ist stel I%
e - ) | I'\_

31 ﬁiilliil‘i:-‘-l'llﬂ‘!' Excess. Ans (9) :--E_-_[" woenn nunmehr der Flitchemnhalt
hreiecks F gesetat wird:

[0 - 180 _ ! l

T

oder 1n Sekunden: (10)
G45000
i : - 3

[I. Analytische Geometrie.

5P

Rechtwinklige Coordinaten.

sind  zwel  rechtwi ikhg sich schneidende Gerade iheer Lage nach gegeben

=Ty || -gl'l|-£' E'li.l..\-'. ff' |_J }). a‘.\‘--'--'h"'l -\'.--in..-I-_---!_ :--'E:|- T ]" i:ll'l! |!|-':\!| mt., wWert

ST A bstands Y und x von den beiden (Forader {Axon) .:'.-<_-\---|;.-|-| ,.i|_|i. [)a i.||,J.-:

I Quadranten vorhanden. so oentst in Bezug aul den Punkt P eine Vierdentiokeit.

die dadureh hesei wird, dass man den Abstinden v ound x, (Coardinaten). be-

stimmte Vorzeichen heilegt, wic ans Fie, orhellt. Beispielsweise lipgt

mit den Coordinaten v und x. (P, ) im IT. Quadranten.

Der Abstand y heisst Ovdinate, x Abseisse.  Die gegebenen Coordinatensix

heissen Abscissenaxe (X Axe) und Ordinatenaxe. (Y Axe) il .‘%L-i:!,i{i||i:-|:,‘ 0 heisst

II""'|'Ili1|:||='|I|Ili.||||i:lli'k|.

&6

Polarcoordinaten.

[st die Entfernung 0P =+« und der Winkel X 0P — « vegeben, so ist der
Punkt P ebenfalls bestimmt.  Dio Vierdeuntigkeit in Bezng auf die Quadranten fillt
hier fort: Die den Punkt P bestimmenden Elemente (s und a) heissen Polar-
coordinaten. Aus ihnen lassen sich die rechtwinkligen Coordinaten (Chthogonal-

coordinaten) leicht herleiten, denn es ist:

¥ 8 Sl N 8GOS L (11)




Gleichune einer Linie.

Hat man ecine Gleichunge mit zwei Unhekannten, v and x. =o whilt man aus

Worthe einsetzt

H (Trosse ktion von = { v und x als Co-
rdinaten aut. L 11 wrsch BEELN! i N Al
Ay erechnet hat. entsy mdem wman die

wommen und

Lrrossen . der meh vom  Durehse rechtwinklies  sich
sehneidenden Graden aus auf 1ner |||1 Beiden Tani b P Axao), ;;'i.i:':,'”_-', anid 1n
ien Punkten Senkrechte gleich den zugehiiricen v ervichtet, so oe-

so - construirten Punkte einer Linie (Kwrve) an, deren Verlauf von der

hung [(x) e i) heisst die

ax, setzen 1in dieselbe

Haben wir z. hung y
lic. Werthe 1, 2, 3 ... ein. =0 erhalten wir die zugehiiricen Werthe
iy a, 2a, Ba. ... Tragen wir die Werthe 1, 2, 8 ... vom Nullpunkte aus

Axe ab. errichten in den so erhaltenen Pookten dieser Axe Senk-

acht 4. 2, Ba. .., so gehiven die Endpunkte dieser Senkrechten simmtlich
er graden walche den Nullpunkt des Coordinatensystems geht,

W m leieht einsicht [ mng v ax 18t also die Gleichune einer Geraden
lehe die heiden Axen 1 ddet.

= =
L o

Gleichung der Geraden.
N ‘i"":: - n, Wi _\.i=-c-'5-'--' LA il|= ['1! :i\'l- _\ I]": ¥,
nn ¢ den Abstar

LT .\:' (L. 1. die _'\|:n-'i~..-u- -||--. ]’;|:|i.,i.-c "l_:. |.--J}.-_.-

Jode E;i,.-i.-';”;“u- volrr der X Iy stellt ein \_-I""'

tet den Abstand des Punktes

Lrpiisgs = 0 s han
Tl h - EVE [} |.||.‘_ L

lie Gerade die Ordinatenaxe schneidet, vom f\-lliil-1||_|1‘.|' (), Wiire ¢

also A n Fig. 5 links von O, so wire h a ¢ positiv, der Durchsehnitt B wii

alga oberhally 0 zu hiegen kommen.

Sehnitipunkt zweier Linien.

| man fiir 2 sich sehneidende Linten deren Gloichuneen:
'\-I 1
!
- X by
B rd fiir den Durehschnittsm ftenbhar ¥y Vo, Ny Xg sem,  Setzen wir




g {4 Xg 4 (i rhaite Wil e loord | | ) ekt
I 15 i zwer (xleich -
Iy X Iy
) Lo X |
| 1 X v autzunliis !
g 10,
Umformung der Coordinaten.
seien die Coordinaten cines Punktes P. Fip. 6. bezogen auf das

LY A0 oesncht die Coordinat 1 desselben Puankts s, hezooen
Y X Diia N E.!'_'_i:;'_-' der Abseissenaxen beider systome zu ein-

Len 0es 1J=I'I.\.i' 3 [, NEZOZEeN Al '!_‘E- ."‘.l'-.'~'='!!I L) \ b

i ana ooy - %! ain a - v oeos o I

Gleichune des Kreises,
[t der Kreismit Jpankt Nullpunkt des Coordinatens
als Gleichung des Kreises ohne Weiteres: — vergl, Fie, Ta-

ye r v (14)

(Mittelpunktsgleichune.) Licot dagegen der Nullpunkt in einem Endpunkte des
] gente 1m Null-

punkte als Coordinatenaxey Fig. 7h, so crgiebt sich die Scheiteleleichune:

Durehmessers, und betra

R EIN | Liesen als _'\|----:~~--|-::x--. die Tan

zetchens deutet an. dass die Opdinate prositiv

NN 1 "_::I'|:".. s N. 7u ||i| Seiten  der A hseissenaxe ieeen  kdnner [} der

“.l.lx:'!H‘-I'-{!'I.l'!-: rechts :||;-':!, atoht, so ~i'u]'

s ||| I \l;\|||'||-'I.,- !.--';|'-

'::I'I m absolate: \]\.l':".'!-' |'_'||'; u"_--i|'| e dém "u|

1} 1 T | - = 1 e o + 1 o4 1 4 . a > 4 y Ty - 1 !
zewchen nach verschieden, womit a iredentet ist, dass zu eines Abscisse zwei oleichs

nur -ii‘l'l \--:)'?’.l'il']]l-'l nach verschiedons (rdinaten o 1rer.

[Da es ranz :‘_!',:l'i-'ll_u'."llii'_f 15t \- -i='!' beiden ,'l. X Al 1 XNax 1
weleche man als Yaxe anschen will, so kann ma 1 die letztere G --i-‘?:':l'.'_{' anch schrethen:

3 12,
Die Ellipse.

Die Ellipse ist eine Kuarve, in welchor die Summe  der Abstinde jedes be-

igen Kurvenpunktes von zwei festen Punkten F und F (Brenmpunkten), constant
sty also z. B. in Fig, 8 NF/ - NF—=PI” LPF

PF und PF heissen radii vectores. M DM’ der Lage nach bestimmt durch
I |]-’Ii|I!-|'I;Z|j_"-:|||:;||{: A der Mittel-
punkt; die in A errichtete Senkrachte NN’ die kleine Axe der Ellipse. Der Ab-

stand  der Brennpunkte vom Mittelpunkte heisst die Excentricitat.  Die doppelte

lie Brennpunkte B und F’, heisst die orosse Axe




|
|
i
1.

Ordinate in etnem der Brem |-1.I:!|\":|'. :'--/.H'_{-.-l: auf die OTORSe Axe als Abscissenaxe,

meter der Bllipse.

I'il 1811 & Ili\' E|i|1||F"' LIRS, b die |-..'I||H' ]\ll'i'i' Axe, e die }'::\'."h]"'il'i:;.:_'.

7 und

Weiteres:

lie Radien vectoren, so folet ans der 11'1'[1;|||r-i:'.-5|-:l-|5,-||"

1) z - 2"=2a. |
2y ¢ | a® I, I:ll.‘l BN HY B |

5 14.
o
Mittelpunktsgleichung der Ellipse.
s ist (Fig. 8):

also z 4 7", d. 1. nach (158) 2 a ¥+ (e x )3 Fy= -+ (e 4 x)*
Y | ¥% = (i x )3 J¥* 4 (e x)?

CLeT Wt \.'\il' -:Ii:!lll".l'- 3

oder: = — (X | |_\'£ e e — \J

nit Wenn wir nochmals |||l;'=|]|'1|'--|.:

ul.le'l'

a’ b, (16)
§ 14.
Scheitelgleichung der Ellipse.

man den Coordinatennullpunkt an einen Endpunkt der grossen Axe,

s0 fAndern sich nur die Abseissen um arosse Halbaxe, wihrend die Ordinaten
I."|‘.-'|':'||.l||'|'r bleiben, i-'il' _‘liil'll':.i=i1'|-|{':'~u'|-'i1'!'!lll|_!_" .5_"='|5| dahoer, ;I-'l-'|1| man  statt x

den Werth (x a) setzt, iiber 1

b? (22 x — x%), (162)
Das doppelte Vorzeichen, welches sich ans dieser quadreatischen Gleichune
fir y ergiebt. deutet an, dass fiir jede Abscisse zwel dem absoluten Werthe nach
gleiche, mmr dem Vorzeichen nach versehiedene Ordinaten existiven. Die Kurve
liegt also zn beiden Seiten der Abscisscnaxe.
Zusatz., Hiir b a gehen die Gleichungen der Ellipse in die des Kreises

iiher. [Meser 1st. also O I\|'|||a- deren t‘:kt'—.-l:i!'i:‘i'.:"!‘. 0 {\.I'|"_"|. 14a.)

3. 15.
Parabel. Gleichung derselben.

Mit dem Namen Parabel bezeichnet man eine Kurve, in weleher jeder Punkt
von einem gegebenon Punkte (Brennpunkt) und ciner gegebenen Geraden (Leitlinie,
Dirvektrix) gleiche Abstinde hat. (Fie. 9.) BP Bl

Licgt der Coordinatennullpunkt im Scheitel A, so ist fir den Punkt P

AQe—xPQ—=w

Nach der charakteristischen B

nschaft der Parabel ist, wenn p den Abstand

vix bezeichnet:

des “"-'I;I:||Iii|i{|--~ von der Direkt




1) AF=1;n.
2) PF=BP—=FQ-p.
v2 PF2—F (2
(BQ 1 pr—EFQ*=pf+2F Q.
p*4-2(x—ap)p

oder: YE=2Z px: (17)

Parameter: Die Abscisse des Brennpunktes is bap. daber die gugehirio
Ordinate, d. h. der halbe Parameter der - ieh (17): y2=p? S0 ¥ 1

also der Parameter, (d. i. Z5) 2.

Hyperbel. Gleichung derselben.
Die Hyperbel ist eine Kurve vou der Eieonschaft, dass die Differenz der

Abstinde (radii vectores) jedes threr Punlite von zwel festen Punlkton, (Brennpunkten),

joden belichigen Punkt P der Kurve /P — FP

‘ehmen wir FF’ als Abscissenaxe, die in threm Halbiranes

el I:'.l""'il-'" Ili“: Hl"li-':l':" s, L -"\ Wl | |'.’ Y oEeRelzl W

sl 1 ol a8 |.\i (x + e} |\' (= p=

ieht: (analog § 13)

Oer A o Ix2 /= (15)

Fiir x a wird ) 0, der Punkt P also fiir x a1 der Absecissen-

X, Iii-' H]II'\-' schneidet also die Abscissenaxi i1 li-'l' l':!ill--l',hjl._-_: a vom (Uo-
ordinatennullpunkte.  Dieser Durchschnittspunkt ist der der Coordinatenaxe nichste

Punkt der Kurve

denn fir x << a wird die Wurzel imaginar. Fiir x a wird y

ienfalls 0, mithin wird die Abseissenaxe in ihrem negativen Theile ebenfalls vor

der Kurve _!""\';‘ll'i'l’-"il. diese hesteht also aus zwel aetrennten Theilen, Die Ent-
fernung der heiden Punkte M uand DM’ ist 2 a,
Wir werden dieses Capitel im Absehnitt TV mit Aa wendong der im nichste

Abschnitt IIT zu belandelnden Differentialrechnune

fortsetzen.

III. Differentialrechnung.
§ 17.
Erliinterungen.
Bedeutet Y f(x) dass v evine Fonktion von x sei. wobel wir ang also unter
f(x) irgend einen Ausdrack, in welchem x in irgend einer Verbindune vorkommt,

au denken haben, (vergl. Abschn, IT § 7). so wird, sobald man x um eine gewisse







LI\] i ik X =
e il |
6) Fiir v
: 0 X
1 \ l ]
7) :
5 il x

Differentiation der Summe zweier Funlktionen.
Hat man F(x) 4 ¢ (x)

£y Y (X

3 '-'I||--|'_::'- hit:

df(x)  dg(x) (20)

wenn man 2ur Grenz
iy
ilx i x d x

Funktionen st olei

D, h. der Differentialguotient der Summe zweie:
summe der Differentialguotienten 1 Fanl
Lt |
£ dax :
Aufeab Llm el & F'u [ W i
v s :
1 Kle1l airar o o 18 0 |

1
(1
4 X
N Q 17, B =
'.l
i\
i d =
= 1 X
1
X




D. h. der Differentialguotient einer Constanten i
ch schon daransg. dass: bei einer Clonstanten von einer Aendg rung keine Rede se

cann, mithin d a 0 semn muss.

B
Differentiation der Differenz zweier Funktionen.
Man erhiilt ganz analog § 18 den Satz:
Der Differentinlquotient der Differenz  zweier Funktionen st eleicl
Differenz der Diffe
d [ (x)— ¢ (x)] drl(x) il ¢ (x)
dx B dx (1=

entialquotienten der ezelnen Funktionen, also

&0
5 =U.

Differentiation des Produkts zweier Funktionen.
1) Ist y=—1I(x).p(x)
40 st v = f(x X)X x) — (%) - @p(x)
oder wenn man rechts f(x - x) g (x) erst addot and wieder sabteahict:
v f(x - x) pAx) — L&) g (x) - L(x- x) g (x - X)— x4+ Ax)px
¢ @)L+ A x) f(x)] x4+ x) g (x X)  (x)
_\ 06 f(x - \3 (x) (s <) q (x Y. .\:\) o (x)
oder wenn wir zor Grenze iibergehen:
d 1 (x) ¢ (x) df¢x) . d g (x)

g (X) - f(x) (22)
y dx ; dx :

d v y
d ; - dx
D. h. Der Differentialquotient des Produkts zweier Funktionen ist gleich der
Summe der Produokte aus jeder Funktion in den Iifferentialquotienten der anderen.
In andever Schreibweise lautet die Gleichung:
A (x) @ (x) — ¢ (D) d £(x) + £(x) . d g (x). (224)
.i."ll'__u'\"'lll!_U: t1'|.'_r;|f[.\.) :|||'If_.\h T I'{x)ii:;. oder, da da 0 ql::?_lri Yiusatz):
d (af(x)) a £ (x).
2) Ist ein Produkt von mehreren Faktoren zu differentiiven. z B, ¥ Wy . W
worin u, v, w Funktionen von x bhezeichnen sollen, so ist nach 1)
oy du d{v.w)
dx R
d(v.w) i w cl 3
d 1

oder da \

e dx {
dy . d{uvw) du d v il 4
— . 1. W +— U W—=— 10V = (;,J-_:!-;
d = d x dx d x dx
davw dn o i w
oder auch i x d = dx dsx . (22¢)

VW L 1} W

§ 91,
Differentiation des Quotienten zweier Funktionen.
f(x)

S :
L1 {\‘i




d x ¥ dix b il x

f(x) dekx) Ay

— . ——= 4 ¢ (x)

g (x) o x i dx
d o (x A

fi{x) = -':---l} o GRS

dx ax il

woraus tolet:

[ (x) df(x)
| o L =
R e

dx I (x)]?
oder in anderer Sehreibwelse:
f(x) @A) Ix)dqg(x)
7 {x) [ (x)]?

das Differential eines iili.;u:_i.-!;i.-! st eleich dem Produkt ans dem

1 (x)

(x
(x) _'l_’i_ 93)

dx

d

I]-'H ;l;:'iI[Jit'I'< 11) 'i"ll .\\-l'iilll"", \'l':'i||i=||-l--|"| 1111 -|_.'.-» ]’|'||-'l!';':\' HLES ||- 11
| |i|--c :\:I'I:ill".'h i‘.l l|!'|[ yll.| nnd dividiet durch das l-g'tl.:l-:f--'_-ll =]-"~' .\Il-ll:!-'I'H.

Lanier constant, sO0 Nar man:

1] —— el —

fix

"
1
il
- " bl R ! 1
d

SEnn 151 1an i
I

ey — 1 17, He iat)

§ 22.
Differentiation der Potenz zweier Funktionen.
1) Sei y=[fE)]" ={E @) 1(X)---- nmal., so ist nnch 22¢
1" dfx) dfE)
d x d x dx
F ~ FOF - I0 " T0

d 1)

(X
1] ———
LX)

o d[rx)" d n—1 1-E(xX) %) S
olgheh I (2 26
idx L L] il x

ider in anderer Schreibweise:
A" =n[f®]" 'drEY 204)

Beispiel Nach (22) st




1 cic Prele
¥ Bt
' }
b2 H'r--f_-.'.- (41 ._.-'--|.|:;_--.- 1 (26 und 20hn finder anch Anwe el der
[]-n_‘:'l'- l'.E.‘IIi':‘I l'i'l"l' \\'ll:'z:'l, -l 1 A% 1
l 1 "
n e srarel o o s [ e 1
Vi I'(x) . Danach ist z. B. = s -X T
Dx
q | -
Funktion einer Funltion.

F 1A i V

¢ e Funktion von x, und os Aufoalie entstehen, z n X
% I Sefzen wi
7 F (x
g0 werden bel einer Ao unge von X um X O 17 und 3 Le
ind man ha
\ M Iy
el b \_‘:. o (=
) (¥)
: =
. i (% %)
did X At
. Z ; (3 ( X ¢ (x)
Tl 1 : = =
4y o (x %) o (3

= X Y X
and wenn man zar Gore it

oz

'I S

iz dz dy (98)

dx dy dx

5 wwer | 11 1 man | i (o m 1K 0 } L nifi 1
o
[ > X t 2z
3 f 2
I = £
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g 24
Funktionen zwischen zwel Veriinderlichen.

Hat man eine von zwel Verdinderlichen abhiingiee Funktio

30 1sh: 7 f(x e v) (=, ¥)
oder wenn man rechts f{x, vq) erst subteahirt und dann addart:
f(xy. y1)—f(x, ¥7) F e v — = ¥)

der Null nithert, um so mel

zar renze

als Constante betrachtet, so dass es
Wir werden daher statt des Aus

X, v1) . T (X 7) f(x.v) ’
== den Differenzenquotienter S zur (renze

1 Zwelben

af(x.y)
S

(x

(29

o3

). h. um das Differential d z der srhalten, differentiict man die-

' 1 <3 1 1 4y
selbe erst nach x, indem man v als Constante betrachtet, sodann nach vy, indem

man % ale Constante betrachtet, Mit de

1 80 erhaltenen I "iII'--'_'=-|-‘|-.::_-|.Ii||| 1enten

licirt man die Diffeventiale der Veriinderlichen und addirvt die Produkte. Die

s0 eehildeten Differen notienten helssen l;;“'fIq‘”t' |J.i"‘:'l'l'ilii:li-’ill-'|il'|:|"| nnd

~

ides @ bezeichnet. Die Ausdriicke

WET el als  soleche svmbohseh

s NI o 2z = 0% 2 e
. dx — ..dx und . v heissen partielle Differentiale von z nach x

und v. Das vollstindige Differential d z 1st also ich der Summe der parctiellen

Differentiale nach den einzelnen Verindeslichen.

Unentwickelte Funktionen.
[st -;ilu‘ |ll.:”|L;i|=i noch wnentwickelt, 18t z. B. h nicht i der Form b LX)

sondern in der noch mnentwickelten Form 1(x, v) U ooy in woelcher uns also

li -y ‘\\ eIt von N 1oeh ]|!.:-|-|~_;|| Int i*i i_\i zwanr y --'.--;n': l':i:' |'II'.-'||.'inI VYOIl X,
doch ecestaltet sich di l||ll'!'.|5;"! des Differentiirens in diesem Falle etwas anders.
It 0 i.{:\' \] a0 18t nach (29)

ot (x.v)

(i)




i P

- 16

o1 partiell

entwickelte Fanktionen, indem man daesel

ntirt und die ||::']::'|||":| t"i|'|‘-I'l‘f'|.'.'-.:!!||'=]l>‘;l':2'-l'i|

um in der entwickelter

Von oliger Formel fi-;“'f macht 1

Form vorkommende Wwrzeln efe. zn vermeiden

Beispiele zur Uebung in der Anwendung der hisherigen Paragraphen.

|
1 dj! ¥ : | 74 |
S ‘. : g i Fx ._ 1 %) EE= A
ol x N i o X
]
| | | ¢ el ilache g 2
| | .||
[
dv )
| ! i ¥ 1 i
7 |_ i 4 i)
| v L % 1 x 1
| ]
| . :
) (a2 w=) |
| -
1 X 27101
i
W, 1 L} h s -
- 9 )
y : gl |
)y 2
b )
2y a
i 1 =
1 b= x I 2 1 Iy il
=) Hier kommt § 24 -h Es st 27 i ¥
1 x i
L |
< 2l

Wiederholte Differentiation.

Enthalt der Differentialguotient einer Fanktion von x ansser Constanten such

'Illl'il ||i| \-i‘.“i.'lll!' X, =20 -.‘- '| '|""!||"

mit ihm e H]l-'l';l'.i--!- dos [)iffi tiirong  wiederh

Differentialguotienten nennen wir den 2. Different [uof

{'.:-i~-|-|'---.'!'-‘:||1 kanm man den 3., 4. ete, i]'il‘.“--|'--|-|';;|i-|~.|--‘.:--=:.,.

e hilden.,
st hezeichiet man den evsten, 2., 3. .. Difforentialquotienten dieser Funktion mat £7(x).
S : 3 : o a7 s Lok : £

(x), I (x), oder man braucht das .“|I\:|||||: — = . P 1

v il x X

zelchnuane 18t man aoal '-u..g'--i--.:,-' W eise '._{".:\IJH!‘I!"I.:

man  dureh  Ihfferentiation, indem man dx als




e

d y . CATE i
i 1 wlem man nochmalz differentart, analoo:
= -
x
d* v
I
dx L)
{ [(x).
ad:x ;
Es bedarf nicht der Erwihnung. dass die Exponenten von di d?, d*=-- m

fas 1.. 2.. 8. ete. Differential andenten. nieht etwa Potenzen von d bezeichnen konnen.

eispiel !
y :
1 g 99
gl. §:22
1 X
At
An
P (x nin 5] 2 |
dxn
1wzl hioher Lhifferentialgn nd hier )
L e
Q2.

Ma¢ Laurins Theorem.
Wir denken uns f(x) in eine Reihe

wickelt, ndmlich

1) (x A4+Bxt+UOx*4+1x
orin A, B, U noch niher zu hestimmende Constanten  bezeichuen.  Verstehen
anter £(0) dengenigen Werth von f(x). welchen diese Funktion' anmimmt,  wenn
{erselben x 0 gesetzt wird, so ist

{0 A.

Duareh Ihitferentiation der Gleichung 1

A0

Lo
L5

| erhalten wir (§ 18 u.

2 (X)=B +20x +3Dx*
|| x
id hierans fiir x 0
{0} B.
Dhareh Differentiation von 2) wird erhalten
d* £ (x) e :
D) ( il 5 2 2.8Dx ) L Ex
|| X
wlh hierans fitr x ()
£4(0) A
0 ) i 3 1D
Mithi westimmen gich die Coofficienten A. B, ( V1 F:

D= 177(0) .

Lol ]} ":'I.:||1|';| \\'il'lii

h ) I"(0) x ' {0) x* 77 {0) x

I { £ {0y - f
= i 1.2 T.2.8

-"l'.ill'l"ll s

1. ¥ . 1 ¢
unach aufsteigenden Potenzen von x ent-




18

||| “.\'nrls‘ll: E.ilhﬂ ~i.£‘|| |-i|||- |“:JJIL.]i||I| VOou x |L:|1"n ;|||_|_'-'I|'j:|_1"|-|ul'[-:| 1'ui|l|]z-.-u

Vil X entwickeln, so ist rl{:l.‘z‘ls constantes Ghed g‘li}.jl'h ‘1"3|I,i"ilil-""?| “Tm':iw
Funktion. den dieselbe fiir x -
Woerthen des 1., 2., 8.

der
0 annimmt, ihre Coofficienten aber gleich denjenigen
. wre !]iﬂ'i'I'L‘Flt'['rJ|41l1|liLi'JlTl‘lJ: welche diese fiir x 0 annehmen,
dividirt dureh die Facultiiten der aufsteigenden Zahlen von 1 ab.

E’Jli\]lll m |Illlg'l'lti|l!ll L".

§ 28
Binomialreihe.
Hat man I (x) (3~ .\)”
a0 151 t(x) n (i - x)

|.J'.

%] o 1) (= '-.\i_}“

1 X 1 (1 L) (i Il ][] l\._ I:i (a - '-\_}Iz g

alsin: '.'[\H. i

|-J(U‘) 31 .'|II !

() = n'(n 1y al=*

i )y =mn{n—1) (n—2)x v (D ”‘—j--- Ja” &

also nach (31)

; 41 n n—1 1 (1 l' n—2 nfn—1) .. .(
LA X) H = 110 K= ——— | e o

die bekannte Binomialreihe,

Difterentiation von Exponentialgrissen.
Wir lassen in der Foauktion
R
den |‘::\]1u|||-.‘|[|'|| Nl ||i|- Grosse k wachsen amd setzen
oder LYy « a¥ |1 f tn— 1)k

oder nach (32

1 '3 H i

o k*(a—1 kia—1 (k K a—1 k
ax !:1 k (: | ; — = | ) l
| B 2 1..2.3 3 |
]‘ll';’l'il“lllll'!l Wi I!]i\"l'iH die Cootficienten aller "i"|'_§"1-i_!l"l [::;_.--ln':', welche k m ligherer
als e der 1. Pofenz enfhalten, mit p. q, v ete, so lantet die Gleichung:

v {t ke (a— 1 -'_‘:r.-. 1) i (et R ' k! '

3 L k® - (K I' &




e xSt

:I | (v —1)— = i ,—]--- s |L- Lp k! q kP 4kt ., i!
II fa—1)F  (—1) ] L i ool o gt paih |
ar - i l L 1 5 : Jk4pk qk*+rki4 -

Subtrahirt man hiervon die Gleichung y

a* und dividirt gleichzeitio durch k,
i) --|51_r-'-h-]:'[1:

¥, | 1) (a oy - 5
B IL.. e R BRSNS T WA R
and wenn man zur Grenze iibergeht, indem man k= dx — 0 setzt:
dv (o — 1) (1
ey = X (a.—1 i X e
) d= : ? } g B
oder wenn man die _K]:||rll1}|'l‘:l'l"|'ds|' A sotat:
dvy d ax
3)——d. 1. ——=ax A,
}13 e : dx I

Da A cine Constante, so folgt hieraus ohne Weiteres

' 11_‘ _.|\I S R
Al ) d x”

Um die Constante A zu hestimmen. entwickeln wir

achen Reihe und erhalten:

a* nach der Mac Laurin-

f(x) ax also {(0) 1
and nach 8) "(x) A also 17(0) A
fx)=ax A7 also £70) = A*
ohe. one,
B g X
B0 e e e ey
und wenn man hierin x sotat
1
A 1 1 1
i fileee —_ —_
TR R
|
ader 4) a2t 2. 71828,

Diese Zahl wird allecmein mit dem Buchstaben e bezelehnet.
A
Naeh 1} s Ja

also a :"\. |I1J|_\,f|:('h

II]u' 1]
5) A =
4 ]'I;_['l'
fiir jede belichige Logarithmoenbasis. Nimmt man  diese e, (natiichiches Lio-
garithmensystem), s0 st
log a . e e :
A = [ a log nat o (logarthmus naturalis a)
||};_:'.-
d ax
alsa nach 3) ax log nat a.
i x

2




Folgernng: g

Um vom natiivlichen Logarithmus auf den Logarithmus emnes anderen Systems
iberzngehen, hat man nach 5)

1
o a
1O

log nat a
Jog o

ala o 31 o fat s o
H R ||5_ i o NaL a ||r__‘-

oder fur :.-ll_t_-' .+ “

iu.u' H! jn.l_h" nat a . 1'|| ”l
L0
Fiir das Briggische Svystem ist log « M — 04342945, « Diese Zahl heisst der

Maodulus des brigpis n Logarithmensystems,

§ 30,

Differentiation logarithmiseher Grissen.

]-'. .\' oo X
iy 1=t Y Iy’
dx e ;
—- Iy log nath .
d v 3
\i I\' ]
X 14 log nat b
oder da bh¥ X
d v . dlopx 1 e
=l 1, —=— - (35)
‘!\ I|X X ||:-l_>'-.'|lla
! ( log nat x 1 o
Faoleerunge: o (36)
dx X
d x e
oder d log nat x . (37)
.
Fiir ¢in beliebiges System lautet diese Gleichung, wenn M den Modulus
dheses H.\'H".l'i_u‘{ hezeichnet, da nach f‘ii.l.\ log X M loenat x:

d x

d lop x M (38)

¥
Die Aenderung des Logarithmus ist also, so lange es sich um sehr kleine
_\.-nf]--rl[l'._i_l"}}l;_ (”ilfe'l'l'||li.'||-‘}, handelt, der Aenderune der Grandzahl |I:'t-[lll:'1illllitl.
Hierauf bernht die Einrichtung der Interpolationstifelchen in den Logarithmentafeln.
§ 3l
Differentiation goniometrischer Funktionen.

1) Analytisehes Winkelmass: Wir haben in der Element

Armathematlk einen

Winkel in Graden. Min. und Sek. ausdriicken eelernt, und miissen uns nun zu-

nichst mit einem anderen Winkelmasse bekannt machen. Wir kinnen den zum

Winkel gehorigcen Bogen, wie als Brachtheil der Peripherie, so auch, da diess zum

Radins in einem constanten Verhiltnisse steht, als Bruchtheil des Radius ansehen,

d. h, wir geben als Winkelmass dis Liin
1

als Masseinheit. Unter x = '\.-s--.|--i.»-u wir also einen Winkel, dessen Bogen
10U

rp des Bogens an, gemessen mit dem Radius



B
=

gleich 100 des Radins ist.  Ist der Radius l m, g0 18t x —=0.01 m: x ist also die
Bogenlinge des Winkels fiir den mit dem Radios 1 beschriebenen Kreis. Kennen
wir die Bogenlinge des Winkels x fiir einen mit dem Radius R geschrichenen

Kreis —s, so erhalten wir die zum Winkel x gehirige Bogenlinge fiir den

Man kann also einen Winkel auneh ansdreiicken durch das Ver-

| X

Radins 1 1

hitltass des |’n|;'|‘.|~ zum Radius

1 op o ; :
ik 50 heisst dies nach Obigen: Der
1 o e 1HOGY

H:Il'l'li \'~i1' -i.l Jiflill_\'riﬁt'!.!'lhl .-"'].‘I\---' X

]'ll"-__"l‘il des Winkels x st i ||. J’:‘. nun 2 ]: L :;EL"”. S0 151 I\ T :I|~"
100 27
I Be0re . S tBeg T W B s bt
- e R i - DU X —— 0" d. h.. um aus dem analviischen
100 2 2T 100 = :
Winkelmass in Gradmass iitherzugehen, haben wir mit ¢® zu multipliciren. Um einen

in analytischem Masse ausgedriickten Winkel in Sekunden zu erhalten, haben wir

. ., 360 326032 60 = i : _ )
n mit o — 206264.806. Umeekehrt erhalten wir

zu multipheire
D

das analyfische Winkelmass eines in Sekunden ansgedriickten Winkels durch Division
mit o”'— 200264,800,
2} Wir kénnen nunmehr, nach dieser kleinen Abschweifung. zme Differentiation
der Winkelfunktionen tibergehen:
Ist y = €inx
g0 1t ¥ -} ¥ qin (x - x)
sin x cos S\ x - cos X sin A\ X
) '?\EII X C08 /X |‘||.-');‘~'i'!| P *iJI_\i
ain x (eos [\, x — 1) - cos x sin /\ x.

[st nun ein Winkel sehr klein, so kann man sehr nahe den sinns gleich dem
g

Verhialtniss des Bogens zum Radius setzen, wie man leicht begreift. Gehen also
x und A\ y iiber in dx und dy, so kinnen wir, wenn wir dx und dy in ana-
|}'iihl‘.]'|-_‘1[k :‘.[:1-':“- r]]lri:l_l'[_Elll'[if'l\1 l_ll'l]]\'.'ll_ sin f x i x =etzen, ‘.'\iihl'l'l‘.l] cosd x | wird.
Wir erhalten somat heim [-[‘_lau'l'j_{:rlgg'-' zir Grenze:
dy 04 cosxdx
dy . dsinx i
—— L. 1. — GCoOs X. (34
i x dx ;
-'i} ['st A 05 X
sin {90 — x)
g0 ist nmach (88) d Siil(ﬂ‘” x) :
g — — cos (90 x)
d (80 —x) : 4
oder da nach § 18 d (90 x) dx
d sin (90" kot ¢ :
= — |‘||3||‘.”} X
d x
d cos x -
d. h. — sin X, (40}
dx
, : ; S B 811 X
{) Fiir tangx findet man doreh Differentiation der Gleichung tang x =——
COSX
d tang x 1 S :
== 1 - tang® x (41

dx Cos” X




5) und analog fiir cot x

d cotx
dx

1
sin® X

- {1 - eot” x). (42)

§ 32.

Differentiation cyclometrischer Funktionen.
Erliiuternng: Man versteht unter are sin x den in Theilen des Radius aus-
gedriickten Bogen, dessen Sinus = x 1st.

1) Hat man y=arc sin'x

e 14t 4]l| ¥

d x

al=o:

X

lﬁ — 08 X
dy | d are sin x 1 ]
il .\l i d x CoOs ¥ | 1 - _‘*'ir-l.': ¥
|] arc ?"-%lJ X ]
- kg 43)
d x 1T —x?
A Analog erhilt man:
d arc cosx 1 "
= i—l' = 44)
3) Ist are tang x — vy, so ist x == tang y
d = d v 1
also - L tang” v, — e
3 d vy ] B Y §x T 1 - tang® ¥
d are tane x 1
ader il = e L (45
s d x 1 - x*° )
und analog
|\ d are cot x 1 (A6
: e el 3 (46)
) d X Bl

§ 38.

Goniometrische Reihen.

1) Aufgabe: Sin x eine Reihe naeh aufsteigenden Potenzen von x #n
entwickeln.
Es ist f(x) —sinx, f(0) =10
£ (x) CO8 X, [ (0) 1
(=) - 81N X, 2 4(0). =0

£t Oy
Also nach (#1)

cosx, f"'*(0) ST

. % R X ;
B e s s S s 4 S A
| R ke 203l dro | s e B Y
Analog findet man
: : Rk
2] s X 1 —\— o > . . = i AL e T li“"{)
v 2 1.2.3.4 1.2.8.4.5.6
; ! Bt ;
3) tangx — x4 — e T (49)

1
g IJ ol x —
X

(50)
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5 34
Cyclometrische Reihen.
Aufgabe: are tang x in ecine Reihe nach aofsteigenden Potenzen von x zu
entwickeln :
Die Reihe sei
1) are tang = A Bx -+ Cx*

Es sind hierin nun die Coofficienten A, B, € zu hestimmen.

Fiir x U folgt are tang x 0, d. h. :'|':E]i 0, mithin das crste Ghed der

Mae Launrin’schen Reihe: A 0. Die iibrigen Coofficienten B, C ete. entwickeln

wir zweckmissicer suf einem anderen Wege: Wir differentiiven G1. 1) und erhalten:
1

Tra—bB+20x+8Dx
%

oder wenn wir die Division links ausfithren:

I —x? - xt — " B--20Cx 4 31Dxt

1 4-0x x* 4= O x4 xt B4+ 20z 831)x*
worsus wir 7z Bestimmung der Coofficienten B, €, ) erhalten:

B 1. mithin B 1

20=10 W=
3 D 1 D l
E—=0 )
also ist nach 1)
G S O o i
are fang x b —— g e ey o (51)
! ) ) i :

Diese Heihe kann zur Bercchnung der Zahl = henutzt werden,

Es ist nimlich

T 1 1 1
1 are tang 1 1 3 7% 7+
f | 1
. 4 (] ]_ e et J] 3. 14154926,
' » 3] i
:."E 3.
Die Taylor’sche Reihe.

Létsst man in £(x) die Vaviable x um k wachsen, so lisst sich der dadurch
|'|1|:t.[:||JlII'[|I' \\'-'l'l|'_ |:||'1' I_Ll':"LHlll'l'll'Il Funktion |I(,\ s | |(_] durch "i!Il' i:ll|1 flili'|l iHIl"
steigenden Potenzen von k ausdriicken. Es gehen niimlich die durch wiederholtes
Differentiiren  der Funktion f{x -~ k) erhaltenen Differentinlquotienten 1{x 4 k),

[""(x -+ k) ete. fir k 0, ither m
i*(0) ' (x)
fra=E
T b

waodureh nach (31) erhalten wird:

. i k* A
f(x+k)—=1T()+ l"m—'l- - r“m-ii'—,. FER) s (72)
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8 36.

Geometrische Bedeutung des Differentialquotienten.

Stellen wir uns die Funkfion y —f(x) als Gleichung ciner Kurve vor, indem
wir x als Abse

5

v sils “I'l-iill.'LI" ansehen. so kinnen wir. ndem wire Fir x nach

Werthe Y herechnen

eine belichige Anzahl von Punkten der Kurve erhalten und dicse danach constroiren.

und nach verschiedene Werthe ecinsetzen und die zuge

|".I'_'_"|'||I'I| RN l“l' |'1|=:I'l|i"li|i|'| x and ) -;'\I-'-II |Jlli|-i\_" A,

11, x + Ay x und y -

| ¥ 3 " . \ - - -

den Punkt B der Kurve, so ist =< die frigonometrische
X

Tuangente deg von der

Selante "c B and der Abscissenaxe "Elnl‘_l"._“i"':ic-'-\--"ll--l \\.I kels, Je o kle

el X

nndd y angenommen werden, um so mehr rickt B nach A hin, und fallt it
thesem Punkte zusammen. sobald x und v der Null gleich werden. In dem- i
selben Augenblicke wird die Sekante A B zur Tangente im Pankte A, die Differenzen :
dy i

v und x werden zu Differentialen. und der Werth t-_‘---'\ stellt die frigonometrisehe

Tangente des von der Abscissenaxe und der in A an die Kurve gezogenen Tangent
I'il.;;'--*—c":!i-sul':ll-:l \"l i.|!-‘,|'.- ef:ul'_ I.'in- ||'i:||,||||||1-||':,.-.-'_|||- 'F‘:||:;_L'|-.|I-- ||i|-».--- \\||||. i~'

‘ ¥ ] ¥ -] . Y 4 LI
alzo die Gremze, welcher sieh das Verhiltnizss = oline E‘.Iull' nithert, wenn Il
X
¥ i x sich der Nall nihern lisst, sie ist _ﬂ':.--'-ll'-ll |1-'||': F1i|\5-1'l'|'.'|!i.'||||llelii-"|'--:,
der Funktion y —f (x).
8 87,
. - - L
Maxima und Minima.
[st b l.._)‘|_ S0 |-.:l||l| (5 \III'I\.-‘II.'IH‘I"!I. dass fiie ecinen ;'-'\\:H--'II “-I'Il|| Vol X

n Werth von x wird

¥ ein Maximum wird, d. h. filv jeden grosseren oder kleinerer

y kleiner. Ebenso kann y fiir einen gewissen Werth von x

in Minimum werden,
filr jeden grisseren oder kleineren Werth von x wiirde +

grisser werden,
Giebt es fiir x einen bestimmten Werth a. Fig. 12, fiir welchen

. ¥ £111
Maximum wird., so wird ~

fir jeden grosseren oder kleineren Werth von x ah-

nehmen, die Funktionskurve wird also bei zunehmenden oder abnehmenden =

fallen, d. h. sich der Abscissenaxe nithern. Ist orosser oder kleiner als a. so

“*’-"i_'_t'l 'lil_‘_"l'f_{'{'ll die Kurve hei zu- oder abnehmenden x. bhis dieses den Werth a or-

X

reicht hat. Zugleich erkennen wir aus der Figur., dass die in einem Punkte B an
die Kurye f_"".?.“g{'.‘l'-l' 'il:ll.lg:{l'lﬂl‘ mit der ;!s]J.‘il'.lﬁ‘-'l"Il.'l.\l' einen um =0 kleineren Winkel
einschliessen wird, je mither B an den Culminationspunkt A heranriickt, oder je mehr
sich die Abseisse x des Punktes B dem Werthe a nithert.

In dem Amngenblicke,
in welch

em B in A I"lhn':'_‘_ﬂn-|=.1. wird' dieser Winkel, also anch seine trigonometrische
Tangente —=0. Wird x> a, so fiillt die Kurve wieder, der Tangentenwinkel. und
mit ihm seine trigonometrische Tangente, wird negativ. Mit anderen Worten:
Ist x <<a, so wird bei zunehmenden x der Differentialquotient der Knrvengleichung
abnehmen, bis er fiir x = a versehwindet,

Bei noch weiter zunehmenden x geht er
1 das Ber i

h der negativen Grossen iiber, Stellen wir daher den Differe:
quofienten als Fanktionscurve dar.

50 “']l"[ diese also bei r_l]-n']]]][l-rltlrll v tallen,

Fig. 18, fiir x a die Abscissenaxe schneiden, und fiir x> a auf die andere
d. h. negative Seite der Abscissenaxe diberoehen. Die an diese Kurve LEROLCIE
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Tancenten nlden mit der x Axe simmtlich neeative Winkel, deren triconometrsche
. =

Tangenten dalier  ebenfalls negativ sind, d. h der Diffeventialguotient des

]'iI'I'|-1:-||1E;li_=1l:|||iL"l_l'l'l;. d, 1. der zweite Differentinlquotient der Funktion x) ist

neeativ,  Hieraus der Satz:
[st die Fuonktion ¥ f(x) fir x a ein Ma

ximum, so ist der Differential-

quotient fiir x =—=a gleich 0, (1" (a) 0), der =zweite |'||Ii:||||%|->iir|!1 f’7(a) ist

negativ,

el oAz .'|I:.'|;\|.L_>'-.' Betrachtunoen \:'I';_L':. ll_' [4a und b, finden wir
den Sata:

[st v=—=1f(x) fiir einen gewissen Werth von x=—a ein Minimum, so ist
17 {a Ly |'”{.'|} !?L':"i.];.\.

Um den Werth voun x zu bestimmen, '.'.-'|f.'||='l'i5'il'.|"1II.|.-\IiUI| v - f(x)

gum Maximum oder Minimum macht, werden wir den Differential
quotienten f'(x) =0 setzen und aus der so erhaltenen (rleichung x ent-

wickeln, Fiir den so gewonnenen Werth von x wird v ein Maximum,

e o e e i ) bl
wenn (%) negativ, ein Minimom, wenn ' (x) positiv 1st
Beispiel 1: Nach § 11 ist die Scheitelgleichung des Kreises: y*=2rx—x" also 2ydy 2y
\l Y % 1 - .
2vdx, worals — ¥ X oernmlten wir. Setil  man K LU 0 r. n
1 a5
ter | I valten 1 ] 1, £ {x) 15t also negativ, y wird also fiir x roein

Maximum.

ihre Coo

gegeben, ge

ien mit den gegebenen |'l||:‘-;[|'i|I alse

Bel - Fs sind n

X i £ P
oliimme det rare aqer

't (Fig. 15) ein Minimum werde.

Punkte %y ¥y, e ¥Vi; v sy des gesuchten Punktes X5 ¥

v— ¥

[

X ) + (¥ ' Um nun die-
te P Pym—-F Po- -~ [(x, ¥y) zum Minimum machen;

v und erhalten:

1y LA 3 (x M b -2 (x Xa) 1=« s s 2ix %l
dx : :
el den Wer
2(x 2k Wl L ix X i
wiorals sich ergieht:
Xy A *n
X -_— - - .

Nunmehr differentiiren wir nach v, setzen den Differ dquot

(=5

analog:

Aus Gileichung 1) erhilt man:

Die 2. Differentialquotienten sind also positiv, woraus folet, dass Fix, v) fir die olige

von x und ¥ ein Minimum, kein Maximum wird.
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§ 88

Die unbestimmten Ausdriicke °/, und -Z.

o
1) Haben wir die Funktionen y = f{x) und z — ¢ (x) und wird fiir x = a Ho-
T . i Fx)og :
wohl I(x) als anch ¢ (x) =0, so nimmt der Ausdruck = fiir x=a die unbe-
¢ ¥ 7 ’\r‘\)
stimmte Form "/ an. Es kommt dann daraul an. den doreh digsen Ansdruck dar-
- f(x) =
gestellten Werth von ——= zn ermitteln.
@ (X}

Stellen wir die Fanktionskarven fiir f(x) und ¢ (x) dar, so werden dieselben
in dem durch die Absecisse x a4 bestimmten Punkte A die Abseissenaxe schneiden.
Fig. 16, HKs ist nun weiter:

y={[(x —a) tanga | y  tanga

a8 —

7 (x —a) tang £ | % tang fr

Fiir % a werden die Sekanten AB und A 0 zu Tangenten in A, tang «

' 1 v I (= 3 : R ot o)
wird gleich (a), tang f oleich ¢'(a), also = -[‘—); wird fiir x a gleich }. :
7 o (x) i)
1
- By . 4 ‘ 7e : Pl
2) Nimmt t-_—— fiir x —a die Form =% an, so schreibe man dafiic = ) :
7
o (x)
f(x)
Man erhilt dann Rir x o wieder die Form *. Es ist also nach 1)
' (a)
' (a)
Sk X — ’ i . g 3 : ?
Beispiel 1) ——— =f{(x). Fiir x = a wird diese Funktion {(a) =0.
. 4 a : :
T g o
dx #x* Tor fi Jatal -
T - OAer I X A gleieh — i
d({x*—a%) 2x 2
dx
. e s x*-—Hhx 46 : . :
Beispiel 2): f(x) - . mmnmth e X 2 e Form %, an,
e R by S
d (x* —5Hx + 6)
. o =T ”'l_)-i“ = S (5] »
also £(2)="/. HEs ist nun - - 2t , oder fiir x =2
d (x 2x*—x 1 2) 5 X 4x—1
dx
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IV. Anwendung der Differentialrechnung auf
analytische Geometrie.

(Fortsetzung zu Abschuitt 1L)
A. Ellipse.

o HY,
Tangente. Normale, Subtangente. Subnormale.

1.: Durch Differentiation der :\j{”'l'llil’.l'llk:‘:;_f}l'il'hufl_!_"'

a vy bttt —=a bt
erhalten wir:
a¥2yvdy+ b*2xdx=0
iy h® x
WOTALS . e
II X H _\'
Dicsor Ausdruck bedeutet nach § 36 die trigonometrische Tangente des
Winkels e (Fig. 17), welchen die im Punkte P, o an die Kurve eezogene Tangente
b, Xy ¥ >
mit der Abscissenaxe cinschliesst, Hierans ergieht sich die Linge der Sub-
tangente AB:
b ol
Subt, Y CObang o Yy t '--_.—'--)
: : h=x )
! A=y
Subt, = _
h* x
ader anch nach der Mittelpunktseleichung:
y a'bh® — bh*x*
Sulit, -
h* x
; a® > 4 =
subt. — ——— (53)
X
:.)) |:]i-'|':1|.:|- |'t'_<_>_'il-111 sich nhl':'.' Waorteres cli.,- All‘-‘l"i‘:.‘\l' des Punktes A “-IU |T)
al—x° a’
< I el Al 5
4 % e

Diese Abscisse ist also nur von der Hauptaxe und von der Absecisse x des
Punktes P abhiingie, bleibt daher fiir alle iiber der Hauptaxe heschrichenen Ellipsen
g0 lange constant, als x ungedindert |ll\"i]ﬂ_. d. h. die '[\H!lf_{t']ﬂt‘ll an allen diesen
Bllipsen in den Punkten, welche derselben Abscisse x angehdren, schneiden sich in
pinem und demselben Punkte A der verlingerten Hauptaxe. Da auch der Kreis
ciner dieser Ellipsen, so ergiebt sich hieraus ein einfaches Verfahren, in cinem ge-
gebenen Funkte P oan die Ellipse cine Tangente zu ziehen: Man schlagt iiber die
grosse Axe elnen Kreis und verfihet nach Anleituug der Figue 17.

3) Ist PCLAP, Fig 17, so heisst PC die Normale fir den Punkt P.
B (0 die Subnormale. Man findet auf demselben Wege, auf welchem wir zur Sub-

tangente golangten :

subnorm. ]—I\ (54)
2’
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i

.

Quadratur der Ellipse.

el wir fiher die gorosse Axe etnen Kreis, bezeichnen die einer und der
selhen Abscisse x :|!|Q-'|!|".1|"l;_;'f_‘l: Ordinaten des Kreiges nnd der |,|||.~.. mit ¥ und Y;

so ist nach der Mittelpunk

'E’.'E':III._‘_'\' des Kreises und der [‘:|.i||~r.':
X JgPali
b
b == j:l.' - '
a
also , Y h:a,
fiir jeden beliebigen Werth von x, Denkt man sich non uwnendlich viele Ordinaten
in den unendlich kleinen Abstinden d x gezogen, so werden Kreis und Ellipse
unendlich kleine Rechtecke Y d x nund vdx zerlegt, und es gilt fiir jedes Paar der-

selben die Gleichung

Mithin verhilt sich, wie die Ellipsenfliiche zur Kireisfliche

it
e

B. Parabel.
8 41.
subtangente und Subnormale.
Die Subfangente des Punktes P, . findet sich aus der Gleichung der Pavabel
ant analogem \\-l-;_-'-.-_ wie bel der ]-'_:.Ii]\,.;-;

1) Subtang, —2x (50)
2) Subnorm. — p. B7)
Aus ['l|"ii'|'.lll'.§_{ I\ l'['_'_!ili‘]ﬂ sich emn lsichtes Verfahren, an die Parabel in

sinem gegebenen Punkte eine Tangente zu ziehen.
Aus Gl 2) folgt, dass die Subnormale fiir alle Punkte constant ist. T~

1ch p-
g 42,
Quadratur der Parabel.
Aendert sich in der Gleichung ¥* — 2 px die Abseisse x um /\ x und setzt man

X A X =x,, 80 #ndert sich die Ordinate y um /\ y und geht in y, (Fig. 18) iiber.

Das von den Ordinaten y und y, eingeschlossene Trapez ist mit um so grisserer

Anniitherung gleich dem Flachenabschnitte, weleher von denselben Ordinaten. dem
Abseissenabschnitte x und dem Parabelbogen eingeschlossen wird, je kleiner man
x nimmt, und wird diesemn  Flichenabschnitte gleich, wenn /\ x gleich 0 pe-
nommen wird, In demselben Moment wird y = y,. Bezeichnet f, diesen unendlich
Kleinen Flichenabschnitt, so ist also
1) f =yd=x l.:-_.!-!.rx.ulx_
Ebenso finden wir den unendlich Kleinen Flichenabschnitt £, in Fie. 18

2) 1 xdy.
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Durch: Differenfiation der Parabelgleichung finden wir:
2vdy 2pdx
||i b & ]
dy l P .dx
y lZ2px
wodurch Gl '2) iibergeht m:

. P

3) 1, Mol s

J2px

Setzen wir das uns noch unbekannte Verhiltniss £ : £

erhalten wir ans 1) und 3)

b i P X
-|§‘_‘]:\.\__.|.\ - d x
J2 px
d2npx P X
1
1l
)

£, £

R :
s 1st also:

b

Da man die mit I und 1I bezeichneten Flachenbschnitte in Fig. 18 als Sunme
einer unendlichen Zahl soleher kleinen Flichenabsehnitte mit der Basis
IT bezeichneten Abschnitts

e Samme

dx bezw. d ¥y

ansehen |\_:I|j|'_-: qi) j'f:]j_l'l, dass die Fliiche F., des mat

!!5i]f'1|' |i~'|' .E'\lﬁ:'lh' ]"I Iil‘* 'IIl['l ]

wzeichobten Absehnitts sein muss.

{'||-'.'
heider Flichen ist aber gleich x v, daher
o
I Sy (aB8)
1 g *1

des von den Coordinaten x und y abgegrenzten Parabel-

o

D). h. die Fliche

segments ist pleich dem Reehtecke :.\.\'.
(8]

C. Erfiimmungskreise.
8 43

Erliiunterungen.
A und B, Fig. 19, einer Kurve an diese Tan-

Zieht man in zwel Punkten
singeschlossene Winkel @ die Kriimmung ds

senten. |0 heisst der von diesen *S
Linge des Bogens A B, so heisst — die durch-
g

B. Bezeichnet s die

[\ 1y "|5[”|.U"'!|:‘ :'l

hnittliche Kriimmung der Lingeneinheit.

-

3 44
Kriimmungsradins.

1) Ist s der Bogen eines Kreises mit dem Radius v, Fig. 20, so isf — el

. g

Mass fiir den Winkel g, (vergl. §31. 1) —, oder da e = f, auch fiir den Winkel a.

Die durchschnittliche Kriimmung der Lingeneinheit ist also Die Reciproke
z

des Radius ist also ein Mass fiir dieselbe.




Da hiernach die Kriimmung nur vom Radius r abhiingt, so ist dieselbe beim
Kreise constant, Der Radius heisst in seiner Eigenschaft als Mass der Kriimmung
HHKriimmungsradins®,

2) Unter der Krimmung einer Kurve in einem bestimmten Punkte P ver-
steht man die Krimmung eines diesen Punkt enthaltenden uwnendlieh kleinen
i\rlll'l'e'lllnugwnh_ Sind a und b, Fig, 21, dic Endpunkte dieses Bogens. d s, (Bogen-
differential), dessen Liinge. » der Winkel, den die in a an die Kuarve gezogene
Tangente mit der Abscissenaxe einschliesst, so ist. wie sofort evhellt. die Kriimmung d

des Bogens ab gleich der Aenderung. welche v erleidet, wenn der Berithrungs-

punkt a der '|\::l|||_l'|-=|;'e nach b riickt, oder wenn x und y sich um dx und dy
andern, d. h, dr ist das Differential des Winkels r.  Dio durehsehnittliche K ritnmung
: sz o Sl : . = :
des Bogens ab ist gleich —. Bezeichnet r den Radius cines Kreises von gleicher
ds
a7 : 1 dr
Kriimmung, so ist also ——
r d s
d s £
r —_— {59)
i E
Dieser Radius heisst Krimmungsradius der Kwve im Punkte P. der damit
heschriebene Kreis heisst Kriimmungskreis. is st dies also derjenige Kreis,

welcher mit der Kurve im Punkte P auf cine sehr kleine Strecke ab zur Deckung
gebracht werden kann. Denkt man sigh in den einander unendlich nahe selegenen
Punkteri a und b zu den Tangenten Senkrechte ervichtet, so ist der Durchschnitt
derselben der Mittelpunkt des Kriimmungskreises. und seine Entfernung von a und b

der Kriimmungsradius.
Das Difterentinl des Bogens ds kann als Hypotenuse des rechtwinkligen

Dreiecks mit den Katheten d x und dy angesehen werden, also ist:

a8 dx? - d ‘.
dy\*
|1+ () Jos
= ]_
1) ds=)/[1+ (53], ax
\Tx)
L 3 dv
Ferner ist: ‘_’] fang r
dx
Ty -
, js
oder nach (41) ) I—\I il =
Ex*
Bl
I{? i'||:~."rI \ |l\
o x=
182 |
uli"l' I|:| I_'Ilnl.l' .' - I_ k - ].__ [___
1T 08" 7 811~ 7 - tang?
ooaty 1
| d” y
daher nach 2) . Il__\;-'
7 el
{d ¥
[ \a</
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it man:

Setzt man 1) and 2) in (59) ein, 20 er

(60)

Beispi Eine Kurve durch ihre Gleic

gt 1) .
cepehen, den Kriimmungsradins derselben in dem Pankte P . 2 finden

dy

dx

5 mx-

= im s

{od m x=y (1S mixt) 2

Hi"' r - - -
thm X 0mx
Fiir x Il erhalten wir hieraus r T

4) Der Kriitmmungsradius der Parabel fiir den g

sebenen Punke P, y lsisst sich zwar leicht mach der-
selben Formel finden, da aber ein anderer Weg, auf welchem man zum Kriimmungsradius gelangen kann,

sich fiir die Parabel besonders el

fach gestalter; so soll derselbe hier noch erliutert werden.

Die Coor iten eines beliebigen Punktes der Normale Rir den Punkt P, seien Yy, X,, Fig 22,

the Cx

18t; wenn y rdinaten des Punktes I, selbst hereichnen:

Xi=x+p— Y tangr

S p ] e . o e
ader da [|mungr - {wWorm P I.II" SubDnormale, vergi. 1))

Iy X 0 T it 3

Ps der Parabel

Durchschnittspunke M beider Normalen muss sich s beiden Gleichungen fiir

in beiden (i

X und ¥
Dy

chungen X, Wiy ¥y Y. zu setzen, woliir
s M beze

iten derselbe Werth ergeben, es ist g

Coordinaten des Punk

wir einf d Y schreiben wol

De

ischnittspunke M:

nach erhalten wir aus beiden (

. " o 1
der wenn ¢ den von der Sehoe 12 P siehlossenen Y

Fur X ergiebr sich du b Werthes m cimne der obigen |
o N n Xiy == ¥ €Ot
Riicke nun P, unen n 50 wird ¥, = ¥, sehne Py Py B Lt
& wird T, tang e wird — tienten der Parabelgleichung), (Gl 1y gehe daher itber in
5
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Von den Messungen.







I. Astronomische h*griffe.

S 1.

Die Himmelskugel.
Die Himmelskogel, d. 1. die scheinbarve Kugel, in deren Mittelpunkte 0,

Fig. 28, ein Beobachter zu stehen glaubt, und auf deren innerer Seite er die Sterne

-'I':-|';r5-\|._ wird durch die horizontale Ebene N8 in zweir Hilften, eine obere sicht-
bare und cine unsichtbare gotheilt. Der Durchsehnitt dieser Ebene mit der sehetin-
baren Oberfliche der Himmelskugel heisst Horizont des Beobachters. Eine im
H1;|:|||1>1||:];|-- (0 des Beobachters zur Ebene des Horvizonts errichtete Senkrechte
trifft die Kugeloberfliiche in den Punkten Z, dem Zenith, wnd %/, dem Nadir.
Steht in T ein Stern, so heisst der Bogen ZT seine Zenithdistanz, der Bogen T 17
seine  Hohe. Ein dureh T parallel zum  Honzont egeleater Kreis  heisst  ein
Almukantarat.

Simmtliche Sterne heschreiben  fnfolge  der Drehung der Erde um  ilire
Axe PP’ scheinbar parallele Kreise, Parvallelkreise. welche zu dieser Axe senkrecht
stehen,  Das ganze Himmelsgewilbe scheint sich um diese Axe zn dechen.  Die
allein ruhenden Endpunkte P und P7 dieser Axe heissen Pole. (Himmelspole). Der
durch P, 74 und P’ gelegte grosste Kugelkreis heisst Meridian des Beobachtongs-
ortes. Ihe Linie NS, in welcher die Meridianebene die Ebene des Horizonts
schueidet, heisst Mittagslinie, der Kreishogen N P die Pollhithe des Beobachtungsortes,

Der Ort des Sternes T ist bekannt. wenn man seine Hohe TT¥ und den
Winkel N OT’ kennt. Dieser letztere Winkel, welehen der dureh T geleote Hohen-
kreis mit dem Mendian einschliesst, heisst Azimut des Sternes T. Er wird von
den Geodiiten, von der Nordlinie 0N beginnend, rechts heram gezithli.

Jeder Stern hat anf dem Parallelkreise. auf welchem er sich seheinhar be-
weet., einen hochsten und einen fiefsten Punkt, obere und untere Culmination.
Beide liegen im Meridian, in der Fig. B und B’. Diejenizen Sterne, deren untere
Cnlmination iiber dem Horvizonte liegt, also fiir den Beobachter sichtbar ist. heissen
Cirenmpolarsterne.  Alle anderen Sterne gehen fiir den Beobachtungsort auf und
anter.  Der sichtbare Theil ihrer scheinbaren Bahn heisst Taghogen, der unsieht-
bare Nachthogen., Hin Almukantarat wird von dem Tagbogen in zwel Punkten
geschnitten.  Der Bogen des Parallelkreises sowohl, als des Almukantarats, welcher
zwischen diesen beiden Punkten liegt, wird durch den Mervidian halbirt. Die Dureh-
4:']I|;i[[-]1lllh]i|-' des orisstien Parallelkreises, — .-'\r-qll:itur'.-c. mit dem grivssten
Almukantarat, — Horizonf, — heissen Ost- und Westpunkt. In der Figur ist nur
der letztere, W. sichthar, Der rJ'.'!q!.-u_l_fE'lu des ;'\|'|]ll.'l[.m‘~= ist ;_1'|--i|'h llvm_N;u'hﬂmgl-u_
daher Tag- und Nachtgleiche, wenn die Sonne im Aequator steht. Der Booen A S
hisisst Apquatorhithe, der Bogen A B T 17 hesst Deklination des im  Parallel-

o
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kreise BT B’ sich bewesonden Sternes.  Der durch P und T geleg

kreis sehneidet den Aequator e digg in U, Die Entfernung des Punktes U

von  einem  bestimmten Punkte des Aequators, (Y in der Fig

punkte, heisst Rectascension, Diese und die Deklination bilden zusammen die

1) dem Frithli

Acquatorcoordinaten, durch welche der Ort des Sternes T bekannt ist. Mit dem

Friihlingspunkte hat es folgende Bewandtniss: Da die Erde sich um die Sonne be-
wegt. so wird Letztere, von der Erde aus einen Kreis am

!!'\.'\'l”l,||.- beschreihen und = 1. '\\-'!I"il' I i.L ‘u r

e,  Dieser Kreis, Ekliptik nerk wiirde 1n d
Ebene des Aequators fallen, wenn die Erdaxe senkrecht zu ihrer Bahn om  die
Da in Wirklichkeit die Erdaxe

. A 4 1
e die -\.-||',|:||-|'--In-l.:'

eeeen die Hrdbahn geneigt, so wird

¥

Ekliptik eine. Neigung (von

n also nicht zusammen, sondern schneiden

tor und Ekliptik f

[l"l""":':illll'.;'. |'|' l"l"“!‘il:”'r_"‘:'i-iII:I'.|" -’l'|.|

zn dieser Zeit 1m

in zwel Punkten, d

om Frithlings-

1 1st LU R Allm#ahlich entfernt s a1l dann mmer mehr vom .\"-||I'=|-'I'
nach 83 Monaten die oroEsie Deklination von c¢a. 23'0" érreicht hat. Hier

seheint sie kurze Zeit Halt zo machen, (Sommersolstitinm) und beginnt dann sich
dem Aequator wieder zu nihern, bis sie nach weiteren drei Monaten densclben im
Herbstpunkte schneidet, Nun wird die Deklination negativ, bis sie — 23'

(Wintersolstitinm), woraut sich die Sonne wieder dem Ae

Aenderune der Sonnendeklination in einer bestimmten Zeiteinheit, z. B. in einer
Stunde, ist am gréssten in der Néhe des Aeguators, und kommt i der Niahe der
Solstitien der Null nahe.

Steht die Sonne im Frillings- oder Herbstpunkte, so sind Tae und Nacht

sleich, Sonnen-Auf- und -Unti

erfoleen eenan im Ost- und Westpunkte.

Dicse Pankte erhilt mar wenn man  auf die Mittagshnie m 0O om Loth errichtet

2

asselbe nach beiden Seiten hin biz zum Durchsehnitte mit dem Homzont ver-

Beil zunehmender Dekhnation riicel die Punkte, in die Sonne

af- und an unter., Der

*NE. |II".'il' T N-.I'-ei"'l_ [.J' I ester | {1 ']!1 Z. |r. i-l:
Winkel SO0B’" heisst Abendweite des Sterns.

§ 2
(eographische Ortsbestimmung.
1) Der Linzenunterschied zweier Orte auf der Erde ergicbt sich aus deren

H.-"

entspricht  ein Zeitanterschied von 4 Minuten einem Langenunterschiede von 1%

unterschicden. Da die Erdeé sich in 4 Minuten am 1Y um ihre Axe dreht, so

Der Schiffer hedient sich daher eines Chronometers, das geénaun die Zeit eines he-

stimmten Ovrtes. z. B, Berlin, aneiebt.  Um dassselbe zu controlliven, bedart es wvon

Zeit zu Zeit astronomischer Beobachtungen. Kennt man die Zeit, in welcher ein
bestimintes astronomisches Ei
(z. B. die Verfinstorung o

welehor shen

derniss fiir einen Ot A, z. B, Berlin, embretenn muss,
neet  maitl die Zeit, in

in B eintritt, so ist der Zeituntersehied beider Ovte

nes Jupitertrabanten), md beohae

l=sy 11311
Ralililb.

2) Die geographische Breite ist, wic man leicht

amden Ortes®).  Stinde daher in der Verl
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Stern, 50 branchte man nwre dessen Hihe diber dem Horizonte zn messen. i

Breite zu erhalten. Da dies nicht der Fall. denn auch der Polarstern lieot -

kanntlich mieht genan in der Himmelsaxe, g0 hat man die obere und untor

Culmination irgend ecines Clircumpolarsterns zu beobachten, und aus beiden B

dlI}ill'!”'.]':lL"l"l |l"—~ :':1'i‘|-'|‘.|!t'1i‘~l'|"' :"-iil1l'| 1 ...-}:rnm;, ”||1- }%:'l|:i:u-i|.'|;:.j_:.-;| HE,‘||| i:-":...-

zuvor wegen der atmosphiarischen Steablenbrechung zu verhessern, dictio die erps
messenen Elevationen zu gross erseheinen lasst,  Diese Correlition hot ann
heobachteten Haohe von
a0" 1 Sekunden: 484
2 B 5 16.7
82" . .. 4.1
13.5
41.59
bs" . 5 10.4.
Die so gewonnene Breite ist die elliptische verel. § 30 . ans wel

sich die eeocentrische nach (147)

o,

5

Bestimmune der Mittagslinie.

1

die Mittagslinie gefunden werden, so stellt man cinen '

enen Strecke A B o

heodolit vormittaers in A

Soll die Neigung einer auf der Erdoberfliche geg

auf, stellt das Fadenkreuz auf B ein, und sodann, nach Ablesung der Nonien, aul
die sonne, welche I Ill'l'.‘l|'1 :I‘-|\'ir~i|'|. dass beide Fiden (ll"-’ !“.'i-;!l"llgi]'l'll?il':- die
Riander der Sonne tangiren, woraul man die Nonien des Horizontal- und Vertical-
kreises abliest.  Zngleich notict man  die Zeit dieser Beobachtung nach einer op-
wihnlichen, nur einigermassen richtiec gehenden Uhr, Man kennt dann ungefihr
die Zeit, um welche die Sonne am Nachmittage wieder in derselben Hihe stehen
wird. Vor Ablauf derselben begieht man sich wieder auf den Punkt A, wiederholi
gunitchst die Visur nach B, liest die Nonien des Horizontalkreises ab. stellt den
Verticalkreis anf die vormittags gemachte Ablesung cin, und visirt nun die Sonue
derart an, dass der Verticalfaden den entgegengescétzten Sonnenrand heriibict, als e
der vormittiglichen Beobachtung, So begleitet man die Sonne, bis dieselbe auch
den Horizontalfaden wieder beriihrt, woranf der Horizontalkreis gebremst und i

Nonien abgelesen werden. (Bei genaueren Beobachtungen aueh die Ubr) War

nun die Ablesung vormittags =— A, nachmittags A’ so legt die Sidreichtune des
= A
Meridians in der Richtung —— wie sofort erhellt, wenn man bedenkt, dass der

B"'.'."‘:I eines Almukantarats, welcher zwischen den I]'1II'l'|I.-<I'|I'IIi1'|-'[III|'|||H|'I'. der schein-
haren Sternbahn liegt, durch den Meridian halbirt wird.

Natiirlich wird man sehon vormittags die Beobachtungen in kleinen Zwischen-
rinmen wiederholen und dann nachmittags «die correspondierenden Beobachtunger
vornehmen, um schliesslich aus den erhaltenen Resultaten das arithmetische Mittel
zu hilden,

Bt‘i genaueren lenh:ll'llit|_llll_5’|‘:| ist Ill'T]l 1:l'=-'lL][;ifl' noch |'i.12-.‘ \'ul']mlw---p'll:',-g
wegen der Aenderung der Sonnendeklination anzubringen. Tst in Fig. 24 A de
Standpunkt der Sonne wilwend der Beobachtung vormittags. so wiirde der Almu-

kantarat A (" A’ nachmittags von der Sonne in A’ geschnitten werden. wenn keine
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Aenderange der Sonnendeklination stattfinde. Es fragt sich nun, wie viel iinder
sich der Winkel C DM A’ a, wenn sich die Dekhnation J E B ) um den kleinen

Betrag o D sindert?

Bezeichnet h die Hohe des Almukantarats, und setzt man den scheinbaren
Radins der Himmelskugel r=—=1, so ist der Radins des Almukaniarats, wie leicht
iehtlich
MA' M =recosh=-cosh,
Brner MF MA' cosa cos h cos a.

Lst q MEJ M GE die geowraphische Bereite des Beobachtungsortes
<0 1st M G M I‘Li'»"]--',r cos h cosa cot«
utid GE=ME—MG

sint h — cos h cos a cot
Weiter st Ik E G B sin

KE rein K B E—sin 1)

i Q111 ]1 . Sl g G081 GOR a COs o

211 |I‘ 2111 !: S100 ¢ GOS8 I CGOS g COS

[Tm unpsere Figur nicht duorch weitere Hilfsconstruktionen zu verwivren, o

wir auf Fig, 25 iither™), wo wir sofort erkennen , dass a SEA'Y, sina cos A" H

wo W den Durchsehnitt lem Horizont (Westpunkt) hezeichnet.

Der Bogen Af A ist die Beobachtungshéhe h. In dem beir A’ rechtwinkligen

sphitvischen Dreieclk A" A" W ist nach (B) cos A" A" cos A”''W cos A’ W oder
II coshsina cos AW,

i.-\ .\-'||;|.'|I-',';'x _:||i'.

Zieht man den-orissten Kugelkrets A* HP. so ist das sphiivische Dreicck A HW

H rechbwinklig und es ist:

dn A" H D

BOs g -;I'. ]l .| ;

s ist aber sin H.J sin A’ B. Der Bogen A'B stellt den in der halben
Zwischenzeit zwischen den Beobachtungen vor- und nachmittags zuriickeelegton
Wee der Sonne dar.  Ist die halbe Zwischenzeit, in Zeitminuten auseedriickt t

tdie Aendern 18 der Sonnendeklination Pro ;f.-'i'i‘.l'gl e l|. 20 181 llil' ,\n'l:-il'illl.z_" der

Deklination wihrend der eanzen Zwischienzeit d D 2td. Tla nun die Sonne in

aner Zeitminute einen Bogen von 167 zuriicklegt, so ist der in der halben Zwischen-
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zeit zumickgelegtec Weg 15t also der Boeren A’ B at'. Wir erhalten daher
aus Formel 1V :
, 21 d
el =S - —
cos o sin 15 t
Dieser Winkel ist von der ':;H';:l:liiiii_u:il-]lu-! |Ir|-|i...'.'l\.'l'|:||2;_f_‘ oanz. oder. was daszselbe

. : A A :
ist. vom Mittel ==y Hilfte in Abzug zu bringen. Die Correktion lantet also

: L
i1 ir d
1 a

sin 15 t'
e Aenderune der Deklination pr. Zeitminute hetrigt in Sekunden:
am 1. Januar - (),.20 am 1. Juh 0.15
1. Februar 4-0.72 1. Aug, .62
1. Méar + 0.95 l. Sept. 0,98
20. Miirz - 0.99 20, Sept. 0,98
1. Apuril 0.95 1. Okt. 0.97
1. Mai - 0,72 1. Nov. 0,80
1. Juni - 0.34 1. Dee. 0,40
Der nach Anleitung dis 1
deren Neionng gecen die Mittagslinie zu
Siidrichtunge de
d. h. der von der Norvdvichtung der Mittaoslinie rechts hernm bis zur Strecke A B
sahlende Winkel leicht eefunden werden.

o i

+ Mittagslinie. Hierans kann die Neigung im Sinne der Geodiiten

[I. Methode der Kkleinsten Quadrate.
54
Prineip.

Bei wiederholtor Messung emer und derselben Grisse werden wir infolee der
unvermeidbichen, in der Unvollkommenheit unserer Simne und unserer Instrumente
hegriindeten kleinen Messungsfehler, lauter um cin Gervinges von  einander ab
weichende Resultate erzielen. und es entsteht nns nun die Aufeabe. aus allen diesen

| e orosste Wahe-

geheinlichkeit fiir sich hat, dass er dem walren Werthe der semessenen Grisze a

YB

.y
ZU o nnoaen. wae 1er

._-i|:--|[.-|;--|. [:---ul.(.,l.'lll'il .-|| '|:i,t_=--': Weirtl

nichaten komme.

Wir sind '_'"'\.‘."l: nt, uand o8 mtspricht |I| A1 _||| praktischen (e-

fihle, das anthm stische Mittel auns allen  divekten ]:-'H':-:"I.""IIII;,;'-.'I. als emen, dem

wahren Werthe der eemessenen Grosse sehre nahe kommenden Werth anzusehen.

[as arith . Mittel hat nun folgende sehr merkwiirdige Eigenschatt:
wir die doarch _‘\-[l'-n-l_ll':'r' UeWOolnenen Crptissen oot i| ...;”. len

“.:-.1II:"-L'|I-'5I|lil'-:|=i1":| “--'I".}'I I||'!' UETNCSSSen l:I'|”-~~-¢-‘ ‘|Ii‘- > 4 ||| \\--'1':'»--Cr~l'1'l.ll_€_-L'I'I:. \‘.'l'.'-":ll'

=

wir den einzelnen Beobachtungen 1 beizulegen haben, um zaom Werthe x zn ge-

langen, mit v, v, . . v, 5o dass also
x — | v
X I v




und setzen wir das arithmetische Mittel M, so wird die Summe

n Minimum, also

der Quadrate der Verbesserungen fiir x = M @i
v,) vt v L 4 v = minimum.
oder nach fiblicher Schreitbweise:
[v¥] = minim.
Differentiiren wir nimlich die Gleichung
[vy (x—1)V+GE—L)rL+... . (x—1)

g0 erhalten wir:

d [vv]

dnx—=2(l
Netzen wir gemiss Theil 1. § 85 o 0, also
O=2nx—2(0, +1L+ ... :
so  erhalten wir denjer Werth fiir x. welcher Funktion [vv (% L)

(X LYy =4 .. . (x— L) zum Mimmmum macht, nimlicl

L+t o 1

x T —M. (61
1

Da wir nun gewohnt sind. das arithmetische Mittel als wahrscheinlichste:

rll.xll'--'ll- . SO ist !'!i"l'.'1='.~ <;|"!' Satz

in alleemein '!"! -

Jenigen Werth als den wahrse

heinlhicl

1 ANZNSE die Summe der

Quadrate der Verbesserungen zom Minimum macl

e Verbesserungen sind

nach Ohigen
v, N — ] | £2
v. =M —1, f (62)
e,
welehe Gleichungen Fehlergleichungen heissen.  Thre Summe giebt:

|¥ n M !||

S [1]
oder nach (61): 8 ),
r nach ( [F=mn = ] =\

D. h. die Summe der Verbesserangen der einzelnen Beobachtungen ist — 0.

In dieser Gleichung ist eine Probe fiir die Bildung des arithmefischen Mittels
.13'-.-_|_||'|'|a|-.;|,

SYEAT

. . . %

Die mittleren Fehler.”)

Denkt man sich statt der n wi h aosgefithrten Beobachtungen n andere,

welehe simmtlich unter sich gleich sind und einen solechen Werth haben, dass die

Summe der Quadrate

1rer 1 '_".lt'_“:.'!'-i'_"fi Fehler a der LJ‘ll"t'.-‘.!'.".|"\|iili':|" dér Fehler v der

wirklichen Beobachtungen gleich ist. so ist

(G4)

-
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.
ler Beoba

[Diese Grosse heisst die mittlere Abweichun itaneen vom  ar

metisechen Mittel.  Sie i1st der leli:|:'||';|‘.\.k|||';z_--: der Znhl n der ::-:.‘I-::i':'.lllll_;-'ln inda

proportional,

Da das arithmetische Mittel noch m
1 e Abwel

}||i'.-',:|':‘l- ]-'--|||,-| Li.-;' E:,-ulu;u'!-;lLII:;_J'-L‘.I, |?;.-'—-'|' i~:| \il‘;?II-'l'I'

den wahren Werth der gesuchicn
Gris icl

sg¢ reprisentart, o 1st die mitile

ing vom Mittel anch noch nicht der

inet,  wel + den P‘

wenn man mt w, W, ... w. die Verbesserungen ez |
obachtungen 1, L, . . . 1 zugelegt werden miissten, um den wahren Werth X der

lten.  In dieser Gleichang Dleibt uns freilich [w w] un-

104 AL
cpsuehten Grosse #n o oer

bekannt, W

wir & nichi en, doch kinnen wir wenigsteng einen Niherungs-
werth fitr [w w| ermitteln,

ity e gl
Es ist zuniichst:

also X =

oder nach (61 X M

oder wenn wir X M i SebZEen. W o den Fehler es .'L!'-fll.lfl".lz"-l'I!Jl';l \[Ill"

bezeichnet:
W, == Wa == L W
1l
[w o (W, Wy Wy Wymb o0 o =Wy (W)
e o3

Da nun die gleichen. aber dem Vorzeichen nach enteegengesetzten Fehler w
geg

iche Wahrscheinlichkeit fiir sich haben, so sind die Produkte in der Klammer
des zweiten Gliedes rechts mit derselben Wahrscheinlichkeit als positiv, wie als
negativ anzusehen, ihre wahrscheinlichste Summe st also ) zu setzen, woraus
wir erhalten:

pe —, (66G)

Da nm X 1 1

W ==V

W, -+ v. nnd w, TR LY Sy T S

summe [wow| nops 4+ 2 p s

e ——




oder da |\I L
[w w v v | - 1 (67)

oder da nach (BG) n= e

worans '.".:._'1 H

(G4 )
d: h-owir der “l"llr:ll'él'Ii|:_'_"":|. indem wir di |.4Il;t:!‘.'!:'.-
ST 'l al iy

Anzahl der iibersehiissizen Beobachtungen
dividiren u i, (denn da zu einer cinmaligen Bestimmung
der (Grisse x eine

S0 =Sl AR ||-'! | '.=|:"!::||-i|':||-i- J'n--
obachtungen n |

Den Fehler en Mittels finden wir aus (66) und (G8

v v]

(70
ader nach (64) it (70a)
GOLEF () :!; |'| -'E!.Z‘:"':-_"l |,“.” -;|-'|:'Il|!;' |';||":|

arithmefischen  Mithel

‘ehler  des anth-

metischen Mittels ist also der Quadratwurzel aus der Zahl der Beobachtungen um-
rekehrt proportional,

Mittlerer Fehler zusammengesetzter Griéssen.

Besteht ein Ganzes aus n Theilen., der

n mittlere Fehle m,, 1,

selpn, <0 ist der mittlere ]':""

I my - (emy) 4+ (Emy) .. s+ (Em) -
W II'iil die \\ll,l‘l'..-ill' m theils ||||~";Ii'|'. heils !.r'_":l‘l-:'\ sind, and wenn wir

heinlichen Vorzeie

diese (sleichun:

ren. it “:']l"';--'il'h'. aul

Bemerkung vor Gl (66):
1) m* m,*+m, 4+ . ..+nmn

(34

m m |y (71)

d. h. der miftlere Fehler der ganzen Grosse ist der Quadratwurzel aus der Anzahl

der Theile proportional,
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Beispiclsweise ist der mittlere Fehler einer gemesscnen

der Quadratwurzel der in derselben enthaltenen Kettenlingen, d. h. proportiona

mrzel threr Linge. Ist also m der mittlere Fehler der Léngeneinhei
ist der mittlere Fehler

m m |s.
Buthilt aber die Lingenmessung ausser den zufilligen Fehlern noch einen
constanten Fehler, so ist dieser der Linge s proporfional. Ist m' der constante

der der canzen Ling m’ s,

Fehler der Léingeneinhet,

[st m der mittlere der einzelnen Wi

e T . PPnl 1 15t 1
];‘ GLnes IIH'-\\_‘\:II.". 20 IS Tih |.I

der Winkelsumme gegen die theoretische Winkelsnimmme 2 n R

Fehlbetrag
oder zeigt nmgekehrt die Summe der gemessenen Winkel ecines Polygons gegen

- = iirbriy s T
das Soll den Widerspruch w, so ist der mittlere Fehler der Beobachtungen.

Gewichte der Beobachtungen. Alleemeines arvithmetisches Mittel.
Te

Ly |

naner eine Beobachtung ist, wird ihr mittlerer Fehler

i

Genauigkeit ist ren Fehler umgekehrt proportional. Demnach

sich z. B. die Genanicket des arithmeti Mittels aus n Beobachtungen

sehrt wie der mittlere Fehler des avithmetischen Mittels, also nach (70a) direkt

wie die Quadratwurzel aus der Anzahl n. Ist demnach einer Be-

ohacht

der mittlere Fehler m beizalegen, so werden 4. 9, 16 Beobachtungen

1 Loy
5 101, o 1L, g 1

erforderlich sein, wenn man den mittleren Fehler des Mittels anf '/,
herabdricken will,  Weiss man beispielsweise ans Erfaliung, dass man von einem
| pinen mittleren i"
Instrumente einen Winkel

1577, 10" ete. genan erhalten will.  Oder hat man zwel Instrumente, von denen

Theodolit

er von 30 zu erwarten hat, so wird man mit diesem

1 . 11
| mal. Ymal etc. messen miissen. wenn man I.|-'I'*-‘._’I'--'|

eies e nomal 50 genaue ]:I'hil:ll'l!'l_!l_j_" oestatter, als tlas ;:_':li-'l':'_ sn wird man n it

letzterem n® Beobachtungen ausfithren miissen, um dieselbe Genanigkeit zu erreichen,
& 5 . . Ll - : : SR
'\,\.-!L-i;.- adas bhessere ||_--‘:':||||--'|‘. miL emenr INZIrell hr'lr]l.'i-.'!_l‘-ll:',j erzLelt. H:ll.-' el

init beiden Instrumenten nur eine Beobachtung ausecfithet, so wiirde man der mit

dem besseren Instrumente ausgefiibrten Beobae cin n® faches Gewicht, gegen-

iiber der mit dem anderen Instrumente ausgefithrten Beobachtung bemznmessen haben,

E'i-' ||-' 1 I..fu 121 H"--|l!||'1ll'll'|u'|'i| Exli -_-.-:|.|. 11 ‘-'-"\'\'i-'i LB '\.-"'.in T III :|I-=-- Wi
die Qua il nokeiten, oder umgekehrt wie die Quadvate der mittleven
!||- I, f';--x: E:'j:l (5 | il' |i| Lo '.k'i- e _’_"."-"--'I senbac 1L e L, '|-'!'- B '!'--.- 1I'.!-'|':-'I'- 1
Fehler I nnd m, beizumessen sind, it und oy S0 st also

=]
[k
—

Hitben wir zwel B-'-If'.-.'h'i'.lUI.‘_‘_'\":! mit den Gewichten 1" il e und sollten
wir den wahrseheinlichsten Werth der beobachteten Grisse crmitteln, <o werden wir
statt ll',l'i' |'!-|'-e']| ]3-'4|i::|t'||'|ur|;1' |r|‘:l ltl':ll {it'\\il_'h'.'-' A setZen kimimen ]|| H--nj'i,'.:n':"]:|!|-_r'.--|

|||i' ||-'|<| (rewichte 1. Statt  der H:"J'l;u'.!llllllf_"' mit dem GHewichte s kiinnen “‘-I'

sefzen p, Beohachtungen mit dem Gewichte 1. Wir erhalten somit p, + p. Be-
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obachtungen von gleichem Gewichte. und werden nun das arvithmetische Mittel aus

denselben als wahrseheinlichsten Werth anzuselen haben, Seien die B---;i::l;'}‘.ﬂi:;'_l‘u
mit den (Gewichten PrPa - = P |adida. . .. so erhalten wir als
lichsten Wertl

1
wahrschel

Wir finden also das arithmetische Mittel ans mehreren Beobachtungen vin

versehiedenem Gewichte, — allzemeines avithmetisches Mittel —. wenn wir jede
Beobachtung mit ihrem Gewichte multipliciven und die Summe dieser Produkte
durch die suwmme  der Gewichte  diy wliren., _\'I:llll_u' der (il |'|.";‘|'I erhalten wir sls
Rechenprobe:

[Py 0 (7 3ax)

§ 8.

Die drei Hauptaufgaben der Ausgleichungsrechnung.
1) Ausgleichung divekter Beobachtungen. Eine Grisse ist direlt wicder
||l||l Femessen.

2) Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen. FEs sind die wahrsehein-
lichsten Werthe mehrerer von ecinander nnabhiingiesr Grissen zu ermitteln. welche
nieht direkt gemessen worden sind. an deren Stelle aber mehrere andere Grissen
beobachtet sind, aus denen die ;_{"hl:l'ill"e'n Grossen sich ableiten laszen, welehe also
I‘1]III|{IE|II'|r.'II =|.|'[' i-_‘||--'|~;;||:|._'||-'.| ~ci|:||_

3) Ausgleichung bedingter Beobachtungen. Die unmittelbar beobachteten
Grissen miissen gewissen Bedingungen geniigen, z. B. die Summe der drei Winkel
cines ebenen Dreeiecks muss 180" hetragen.

Die Ausgleichung divekter Beobachtungen ist im § 5 behandelt. 'Wir haben
geschen, dass das arithmetische Mittel aus den Beobachtungen den wahrsehein-

lichsten Werth der ,'_"l'-*]l\'|i1".'| Gritsse liefert, was uns z11 den i‘.r-||]|'|'.-_|:].-i._-||u|l'-_!.-:|

v, =M —1,
v, =M — 1],
ete,
il : : Tvv]
fithrte.  Der mittlere Fehler der einzelnen Beobachtungen wurde m - | we-
n—

*..‘.Illlir'll. _'Allj.'l:.il_‘_f \\'El'll I|.--|' t:li!l||_'l'-- i"r-|:||'!'. Wernn L|-']: Bu-l|5J.~||'|!1=|!|L-'|-.‘| \.-g'a|":|'[--||--|;--

Gewichte belznmessen sind

erhalten. — Vergl, § 7.

Um den mittleren Fehler eines

bildet das arithmetische Mittel, sodann

struments nach der Formel m




Auseleichung vermittelnder Beobachtungen.
a. Beobachtungen von gleicher Genauigkeit.

1) Nehmen wir an, es seien die Coordinaten x und y eines Punlktes

26 zu. ermitteln.  Die Punkte P,, P.. P, . . . seien durch ihre Coordinaten

en wir die Coordinaten des Punktes P darch vermittelnde Be-

loner Art bestimmen, z. B. indem wir' d

f\;-;'i_u-.. Ig":l {1 L0 SR ¢ SRR

obacnTunger

-i- I 5!I';|hi-'-‘| !'. |'. i'.. |' *

rppren die Abseissenaxe (Meridian) beobach

ndem wir die Strecken By By Sy messen und  dergl.  maehr. Nehmen wir an,
wir hiitten die Strecken s pemessen, so wiieden zwel Strecken zur Bestunmung des
tes P ogeniigen,  Alle iibrigen gemessenen  Strecken ' schiissige  Be-

htungen. Durch die Messung blos zweler Strecken wi

des Punktes mibelich sein. [He ber der
treten. . Wir erkennen dieselben
noeh eine oder mehrere Strecken zu Gebote stehen.  Gesetzt, wir hiitten aus den

Strecken g un 1, die 1'LJ||"-!i|5:|I--.| dis |1||||-I-~-- ]‘ "-.-I'-'l';|:|-'l, 80 kiinner Wir s

Bestimn

Fehler konuen meht zn

den so Cewonnenan Coordinaten, die wir it ounda y) bezeichnen wollen, und ans

den bekannten Coordinaten der Puankte P I’_ die Strecker 8., 8§, Se= TrE

Hiilfe des pythag an Liehrentzes aten,  Iie Ihfferenzen der so erhaltenen

Streckenldingen - die dureh divekte Messung gefundencn Lingen s o

Autschluss berangenen  Febler, Hs wird nun  darauf ankommen, den

Punkt P durch :\-'||-|'-I'il"§1' serner vorkiat (il Uoordinaten 1) und Y S0 21y aerachiebon.
dass, wenn die ans  den so  erhaltenen  endgilltigen Coordinaten abgeleiteten

Strecken & mit den beobachteten Strecken \--'.'_:_"iil'il.u werden., die Summe dep

t\hi:_‘ih':l'l' der sich I"'_'_"'I'E-'I':Ili"ll Unterschiede, (d. h. der an den

dureh diese  Acnderane  der Coordinaten 'II'-.‘_|_|'|I".'i!'.!i:'I|

Minimum werde,

2y Wir bezeichnen nun  alleemein  die  ausgefithrten  Beobachtungen  mii
L, I, L . . .1, wiithlen aus denselben so viele Beobachtungen aus, als zu ciner emn-
MLEY TSI I'| '-I'|'~-I'I|l-"ii:'-'| Ripd, WL b=

nunnehr

£

=
=

hteten Lrosse

e .ii.- -i||!-.-|. .|:--.- |:-|'||:i:; 1Zen Orreésponaicert |||

it :" r ,’.. f 3 _‘L‘_\l‘I:I!II' ""t_“_‘|||'=| l|i-'
1 1
I I

der allgemein: A—1=1 75)
Aendern wir nun die zur Berechuung der Grissen 4 benutzien Coordinaten )

.:'ll I um lii-' kleinen }Juw'_'ii?_"'l' ] ¥ and dx. 80 werden  sich Lrrdisaen s

wly (=1 (1)), um kleine

welche Fun

der Differentialrechnung

nd wir sind




R

mlich ie

durch die Aenderangen &y und 6 x anszudriicken.  Bezeichnen wir 1

partiellen Differentialquotienten der Funktion 4 f(p. 1) nach f und ¥ mit a and b,
a0 1st nach (29) b adx 4+ bdy. (T6)

Hierin -.--|'«‘.|-:-1|-:| wir unter 9 x und -\-l‘.' die ung noch :||.||.-!.__-,=|-|:.-;, Vo=
wesserungen, weleche wir den genitherten Werthen v und 1y beizuleeen haben, um

die wahrscheinlichsten Werthe x und ¥ der gesuchten Grissen zu erhalten, Die

Grissen A werden  durch dies \-I'I'lII_‘:~'-:'I"!II|L1--|| ('|i.4-|-:-,-i-_,-|. it L-Ld A Vet -.‘il_'|||'||
wir  dieso -ﬂlll;’f”li_{i‘.'h Werthe: 2494 mit den dareh Beobachtune ermittelton

Werthen L. so werden die bei der Beobachtune

oder richtiger die Verbesserungen, welche wir den einzelnen Beobachtuneen 1 hei-

hegangenen Fehler v erscheinen.

zuleoen haben, wenn die mit Hiilfe dieser verbesserten I-}.-..‘!.,—l-;-}-.||||_:|rf1-|. hereclineten

hchsten Werth orhalten sollen. Man findet:

Grissen x und v 1hren wahrschen

\ A A [
oder nach (76) N gox4-hd y 41
oder einzeln: v a,ox 4+ h by T
¥ a4, 0x +hdy 41

(77)

Vo=a 0x 4 b dy I

Es kommt nun darauf an, in diesen Fehlergleichungen die noeh unbe-

kannten [lllll!'||i|lu'l|l"|l\.I'['lll"w“‘l".l“l_‘_‘l'lu 0 ¥ il d % s0 zu bestimmen. dass
v, v, s | '.'II" [ v T T 78)

Wir werden zu dem Ende die i\lfl'il'i|'.,"'-|_g'-'!| {77) -lI!:1‘1:'!-I'|'E| unil --]'!r_.':;_II-.ll

n Gleichuneen von der allgemeinen Form:
vi=a’dx®* 4 Z2abdxdy+2afdx+bidy* L2h{dy
umid durel Summirang dieser n Gleichungen ;
[vv]=[aa]ldx* 4 2[abléxdy+2[af]dx - [bb]dy* 4 2[bf]dy 4 [£L].

Soll nun [v v] ein Minimum werden. so haben wir diese Gleichunge partiell

e = : 2 4 . ; d[v v]
nach ox und o ¥ oz differentiiven und  die partielien ]’lliu':"-||f|:||||||u‘.;'-Iulul'. e
|! fr".'.\'}
d vy | . 3 sy "
mnd = 0 zn setzen und ans den so erhaltenen Gleichungen & x und 8 v zu

d {-\ v )
entwickeln. Die Iifferentiation nach dx or
d[v v]

d (dx)

und die Differentiation nach o ¥

valdx F2lablox 4 2[at

d v v]
d (8v)
Setzen wir diese Differentia quotienten ). so ergcben sich die Normal-
rleichunzen:
Iil:llr)x {2 [;[ ]j|-‘:_\\ [;5_ [l [ | "
[ab]ox +-[bDb]dy +[bf]=0 | (19)
3) Die Auflosung der Normalgleichungen nach den Unbekannten 8 y und 4 x

eriolgt 1n  der preassischen Vermessa EFRANWeLlsune nach Schablor
IMeselben erhalten zuniichst durch o kiirzerer Zeichen d 1
[ O 0% b, &%

[T 0=b,dx+b,dy+1
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Aus I erhalten wir durch Multiplication mit
A

III 0=hydx

und wenn wir I1L von Il abzchen
f by, I
() dvib - ol { s
| — Dy : 1
\ iy tly
etz man den J\.-;I-'|||‘|"|'i|':|'-".c|'|i"l1 b the Summe e owelten and driten
Gliedes fos 80 erhiilt man
Y 0 b, &%
£,
Ay —- {=0)
- b, :
Durch Hinsetzung des Werthes fiiv oy in I wird crhalten:
1-| by :
0 x —d'y {(31)
i iy
]: g'.*,l.r-..i..- I [1I'l>|'-' Fiir ||i|- -'.'il'il:'i;,:'l' Alir||"|-:I!:'_" der lr!--il'!'.lii-_g_f.-|
kann mai ch wie folgt verschaffen Multiplicirt man (81) mit f;. addirt heider-
wits £, 4 v. so erhiilt man:
f; MFsd
!}u‘a_\ Yoo b i =0y £oa
1 T

'1 .-LI:\' --'Ilf\l YV
il Lily
|] f Il: VT
TR i L 1
Iy iy ][_1
f f.

L dx-L G i | T

1 - 1 i
iy Al

Man erhiillt also eine Probe, wenn man

fidx 6,4y und |
1 (82)

- 1 ; s =
3 LEn i, |

iy [1
HERNE i-'\:ﬁl'!' ||il'.-|'|' |||'i_t|4'|- {ll._'l'-li'I‘.'|||':.'_3:£"|| Ihl'l'c'l'||1'||'-' I,Ji||1 t!

Eine Probe fiir die richtige Bildung der Werthe ay,

man wie 1'11I_L=". .

ih':_llll'h Hualll'l”'.l' % :'|'_u‘i|'iu||l_

by, £, b, und £, erhilt
Man herechnet die Verbesserungen v nach den Gleichungen (77),

n v und die Fehler f. dann hst die Somme der

muss zunicl

guadrirt die ein
Fehlerguadrate [{ sser sein, als die zom Minimum gewordene Summe [v v],
Eine schirfere aeht aber noch aus Folgendem hervor: Es ist:
[v (adx+hay )
a0 2labldxady hbh|dyody Qlallox
L2ibt|oy (it
| ((an|o ] &y Lf])dx ([ah]ax bbldy-t[hi])dy
T4 % I f]a
die bewd Klammeransdriic sind el (78) U, also 1
V Fldx ) f
.'J- A x L, 0
Tl 14 :-ig)
I > 83)




4) Auflosung der Normalgleichungen mit vier Unbekanuten: Hiitt

dchuneen mat vier Unbelear

§ 26), von der Form:

0 ::::lirﬁ‘.\'_ i ii'i:i’\',\'. [aclox, - |ad o vy, Al
O=[ablox, +[bb]dy, 4-[be]dx LIbd]dy, 4+ [hi]
0 velox, +[beldy, [celaxy, +|ed]dy + [ef]
0 ad]dx, 4 [bd]dy, 4+ [cd]dx, - [dd]dy, I [df]

S0 ‘-I'I'I?".';."'I Wir ||i-'~'-'l-|n-5| :—‘.-II':'il"';\'- unter einfacherer H--?,- ;l':il;lili:-_" ||- I
I O iy (] N..: |-I ) Yo = O 0 X, = |]| 0 y I.:

|I 0 ||._r']\;_ L Ty |¥l\'. e, 0% -] J\nl.\.l = 1,

||| L "!’l:‘x_ = G0 Wi = :'..'\. > Sl B e I ¥
IV 0 yox, +d, oy, +d, dx, d, d v, i
ey ; o ; iy ¢ 1 A
Multipliciven wir I der Reihe nach mit =2 - and e dsal 56 ddialt
HE
& Gleichwr ler R 1ach 01 len Gleiehune 11 111 I\ s0 erhalten
\ ) ne ' ungen m I 8 Unbekannter
W1 \ ] \ (14 -
Iy 0 oy I Lh | dx [d S (1. b, )
o i | ! ity J
der unfer idacherer B ziriehi g o K AN e PO TrOssen
Vo b, & c, 0% D, 0y f
) - 5 ) | ' . . (, .
) 0 | I.|.u‘|‘\_: [ ¢ dx [d § [ |
Iq : / By
H L1 18 lii I I L T dem frither G i
. ! AU
VI ¢, 6 y e |dx [ d Le, ) 6w \
f \ : i
b, .\ TR 1 : .
0= fd d; |y, + |d, d, )ox, + (¢ (t, 1, |
A \ ! a / x 1 |
'l st |\f::||.:| BIOTSSy D Q O
! |
\ || () r- 3y { :\ [ I| :,\.1_:I || d |
I a,
Multiplizire: ste der en (3l megen, (V). der Reih h

= 0y

it und = und zichen die Resultate von den heide i leren Gleichuneen
b, by
und VII ab, =o Lowir zwel nene Gleichuneen il mr. noch d

bekannten dx, und o ¥y, enthalten:

1 ¥ \ f d e f i

1) 0 ( i ( %, 1 =T . irH Y I 1 I |
1 1y ! }] \ y i h |t 1 Fre
) b i I

der wenmn w mfache Zeicher i die Klammergrissen einfithren

VIEE O—=1r 8- h g i

. D ! D i

2y 0 [ d ( ¢ :,1\ '-jl d 20, | 8w [ = L4 LN

L‘-_. | oz \ i & Ju=r | & B %)
warin d rate Klammerers gleich dem fritheren b, ist 50
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T L] . . e e - . 5 . :
Multipliciren wir weiter VIII mif und ziehen das Resultaf von IX ab.

g0 ergiebt sich:

[ e b b- 1 R ':‘. i- 1. !
0=(d,— L d, - -g-'b;; -9, |8y, +1f,—-Ld == D, |
kit LER, by %) \ By by Ry
oder unter Einfihrung einfacherer Zeichen fir die Klammergrissen:
X 0=n,d¥ +f.
Nunmehr ergeben sich die Unbekannten wie folgt:
3 v, - I (aus X)
“ I]: 5 e
f b, :
gy = = — 0 ¥ (aus VILI)
S ~ (84)
3 . ; ! :
0 — LB Dy d ¥ = B xy, (ans V)
Wi hu, {12 o b Uz
i d C h. ;
0x - Lt d v, i %, ——4y, (aus I).
a, Bierr e a, it i b

Um das Gesetz des Coofficientenbaues deutlicher vor Augen zu fithren,
stellen wir die Coofficienten hier nochmals zusammen, und glauben, dass es danach
leicht sein wird, auch hei noch mehreren Unbekannten die weiteren Coofficienten
ohne Weiteres anzusetzen:

b,
|.I'.‘__-}II = I‘:__.
c
e e s lll = v
E'I
) d,
d,——Lh, —bh,
a,
:
i Sy T
D
¢ Co
C, — By — =— s — C, (=13}
a4 : L]._. i
d Dy
d =0, — = D
b, !
[ LR
: : 2 1
d b D,
i D, Datie
d,——*d =D, — b, =D,
a, 1]-3 Cy
1 fa . :
sl ol
L b, Oy

Eine Probe fiir die richtige Auflosung der Gleichungen giebt die den

Gleichungen (82) analoge Gleichung:

| P o
Ca h; 26)
o Lfdx, +f,dv I
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5) Mittlerer Fehler. Derselbe ist analog (69) zu bilden, Ist q die Anzahl
der Beobachtungen, welche zu einer einmaligen Bestimmung der gesuchten Grissen

st. s0 sind n q Hl_‘l)hili']l[.llIjg{l‘n iflii_‘l‘?’i(‘|lﬁh_'-jigl.‘. Der mittlere Fehler

erforderlich

wird also sein:

m: ‘ v ‘-I—, (37
I —

b. Beobachtungen von ungleicher -enanigkeit.
Sind den rinzelnen Beobachtungen verschiedene Gewichte beizulegen, so sind

E:.- Q]].‘Lﬂl‘éll-' und _[’['-ni‘.t]\‘il' |]r]' l'<;|'>|'ri|'ii_-1!l|'[| der ,‘\.—4;1'““!;g]ggi[-]]u“gpn H!:.l den

zukommenden Gewichten p zu multipliciren. Die Normalgleichungen fiir 2 Unhbe-
kannte werden also z. B. lauten:
0=[pnalox+[pabldy+[paf] |
0=[pabléx+[pbb]sy+[phi] | i
Der mittlere Fehler der Gewichtseinhei ergiebt sich ans der Gleichune

m (88D
n ]
Die mittleren Fehler der einzelnen Beobachtungen sind dann nach (72):
m m P
m, ngs= atie. (38¢)

P, lf_‘~
§ 10.
Ausgleichung bedingter Beobachtungen.

f. Beobachtungen von

icher Genauigkeit,
1) Die Beobachtungen hahen gewissen Bedingungen zu gendigen, # B. im
Dreiecksnetz Fig, 27 foleenden:

1) o

> T Vi 180"

2) a, + Bz 4y, = 180"
3) ap +F. L 180°

4) vy -+ 95+ 70 =3860°
Zu diesen ohne Weiteres verst

lichen Bedingungen kommt noch eine
5. Bedingung. Bezeichnen wir nimlich die drei innerhalb des

I'l"'jl'd'i-&h 1f ._:'I':]:jl‘;

Dreiecksseiten mit a, b, e, so ist nach dem Sinussatze:

H Iy
5= ¢
(& A

woraus folgt:

sin a; sina, sin o

. A 3 z
8l 2, 811 B, 81N S

oder
5) log sin a, -+ log sin a, +log sin a, - log sin 8, — log sin f, = 0. (844

rfiille, und Eman,  von

, 1L, s wii

Rechnung zu Grunde &

I‘!.'L".\ilili Yorausgeserzier

Dreiecksseite

nach und ng 5 dem Dret

rechnete Lin ht mit der de

wenn auch die




ey T

ki SR o

Infolge der unvermeidlichen Beobachtungsfehler werden diese Bedingungen
nicht ohne Weiteres genau erfillt sein, sondern es werden sich kleine Widerspriiche

w,, Wy, W,, W, W, ergeben, und es entsteht die Aufgabe, die Winkel durch bei-

gelegte Verbesserungen v,, v, . . . v, so zu #indern, dass die Widerspriiche beseitigt
werden, withrend gleichzeitig die Summe der (uadrate dieser Verbesserungen eid
Minimum werden, d. h. den kleinsten Werth erhalten soll, welchen die 5 Be-

dingungen zulassen.

ol ST, A ZER ) = dlogsina d log sina
Setzen wir in Gl 5) die [Differentialquotienten ; =, =1 pte.
: d oy d o,
—a,, a, ete., so werden sich die Logarithmen der Sinus, — bei Aenderung der
Winkel um die kleinen Betrige v,, v, ete. nm die Betriige a, v,, a, v, efe, findern.
o farkies L el ELMRAE, y ] da df -
In den Gleichungen 1)—4) sind die Differentialquotienten — — ete. siimmtlich

da’ r|_|.}'l
1, demnach die Aenderungen der Winkel, wie sich ja auch von selbst versteht,
=1.v, 1.w ete. Durch die Aenderungen v sollen nun die ‘Widerspriiche auf-

gehoben werden, es entstehen also aus den Gleichungen 1)—5) die Fehlergleichungen:

I 1.v,+1l.v,4+1.vw+w, =0
L 1.v,+1.v,-} l vy w =10
I 1. v F1liv, Ll.v,4+w,=0
IV d.v,+1.v,+1. v w, 0
V g, v, +a,v,+av,—a,v,—a v, — 8 v+ w, =0
Hierzu kommt als 6. Bedingung
v -+ v, 4+ ... 4+ v =minim.
welche erfordert, dass
viipdvy +vedv, +...F+vdv,=0.

2) In grosserer Allgemeinheit werden diese Gleichungen lauten:

0=V, T8Vt ... T8, ¥ +W I
O=b v, thWat. ..+B, ¥~ W (90
b—=0i¥ BeVod s oie Va0 I
Bhe. atc.
worin die []ir‘fl-]'l'ni'l:quilll-U:-‘H'il'Il a; b, e 0 zu setzen sind, wenn das zogehdrige v

fehlt. (So fehlen beispielsweise in GL I v, v;. .. vy, in, Gl. IV v, Ve, ¥ Vi
Ve, Vg, i GL V v, v; v,.) — Ferner erfordert die Minimumsbedingung:
Fdvg 4. o0 v dy 0. (91

v, dv,

0 adv, +a,dv, +...4+8, 1

O0=b;dv;, +bydv,+...+4b,

Durch Differentiation der Gleichung (90) wird erhalten:

etie. ete.

Multipliciven wir diese Gleichungen, deren Anzahl gleich b sei (Anzahl der
Bedingungen), der Reihe nach mit b noch niher zu hestimmenden Coofficienten k,,
k.. ky; « « .k, und addiren sie, so erhalten wir:

O=(a, k +b k +c k+..)dv+ @k +bk +..0dv, ...,

welche Gleichung nach ihrem Bau mit (91) dibereinstimmt.

Digser Gleichung (91) wird also geniigh werden, wenn wir in derselben die
einzelnen v den correspondierenden Klammergriissen der letaten Gleichung gleich-

setzen, also:




= "9 i

¥V, = l‘-] %_ I"'I ]‘_ a5 €, ;‘ el |
w—ak+hktek -+ ..
w=a,k +bhktek ... I

et

(91a)

welche Gleichungen Correlatengleichungen heissen. Setzt man diese Werthe von v
in die Bedingungsgleichungen (90) ein, so ergeben sich b Normalgleichungen, aus
welchen die Correlaten k gefunden werden konnen:
[aa]lk, +[ab]lk, +[ae]k, + ...+ w, =0 l
[ab]k +[bb]k +[belk, +...4+w,—=0
[aclk, + [belk +[eelk +...+w,—0 |

2T,

Hat man hierans die Correlaten k nach § 9, (84) und (85), ermittelt, so
kéimnen die Verbesserongen v nach den Gleichungen (91a) berechnet werden.

3) Mittlerer Fehler: Vermittelst der b Bedingungsgleichungen lassen sich

gtets ) Beobachtungen | durch die n — b iibrigen ausdriicken. Hat man z. B, n 4,
h=2, so kann man die zwei Bedingungsgleichungen wie folgt schreiben:

wi— gy —wl =& 0 =a

wo—b.l.—b L =b 1 b1

Diese Gleichungen lassen sich nach 1, und 1, auflosen. Letztere Beobachtungen
sind also bekannt, sobald 1, und 1, gegeben sind. Die Beobachtungen 1, und 1,
sind somit vermittelnde Beobachtungen fiir 1, und 1. - Da letstere auch direkt he-

obachtet sind, so haben wir fiir 1| und l; vier Bestimmungen, wovon zwei als iiber

schiissige anzusehen sind. Allgemein ist die Anzahl der Bedingungsgleichungen gleich
der Anzahl der iiberschiissigen Beobachtungen und umgekehrt. Tst die Zahl der

Bedingungen gleich b, so wird also der mittlere Fehler der Beobachtungen sein:

(93)

der

wie folgt, wozu bemerkt wird,

die : unseren beso

leren Fall geltende

Form der Gleichungen darstellen:

Ay Vag=r-a; V

=58 I DU )

e T

arithmen log sin ey,

t um die Bet geandert werden,

e Aenderungen der Log: ne ler welche einer

igen finden wir aber in den Logarithmentafeln

1 Spalten direkt angeg und entnehmen




dieselben zugleich mit den

sin ey | 9,664 931 | 4,0

N orma

fiir die das

desselber

hen Bezeichnungen ag, by et

e T
Beob- | | | | |
albleld & L 1 10 -Hl 1 bBbhlbe|hd by g i | ex dx de =
achtung | | | | | |
e .
‘||l||5 0 (] | 1.0 | B5:0
iy e | i, | | " =y § ] 1" " T 11 I I )
a o |
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bekannt. Durcl

eingefithrt sind,

Fis sind nun sonach simmtliche Cooffici

r Werthe in meln (35) hreiben ist, und

by, €4 etce in die Formeln (84) in we

nnten k gefunden und hisrauf

b. Beobachiungen von ungleicher Genauigkeit.

1) Kommen den Beobachtungen verschiedene Gewichte zu, so #ndert das an
den Bedingungsgleichungen natiirlich nichts, da die Bedingungen dieselben bleiben.
Da aber alsdann nicht die Summe [vv], sondern [p vv] zum Minimum zn machen
ist, so geht die Gleichung (91) itber in

O=np,vydv, +psvadv

and man kommt durch analoge Entwickelung zu den Correlatengleichungen:

ak bk ek
.‘-‘. 0 Foc -2 : e : . - -
SEan D, I S
aa ke b N
‘-1 e —— .- —_—
P, U8 -

atc.

und erhilt hieraus die Normalgleichungen

|a-:—!.|k. -%—lujlk-'i'luvl Lo ooy —i() 1
pd = - Lp ' - P , 95)

ik 5 E
llj.tlkl !-‘hPIk.--— ll_ll o L =) I
P L= P

eLs,

e e e Sy

e~

o

H
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2) Der mittlere Fehler der Gewichtseinheit ist

[p vyl
]_'1

shler der einzelnen Beobachtungen nach (72)

I

(96)

also der mittlere H

m
m —, 1,

e

3) Beispicl®*) Es habe dic Messung der

(97)

e |

1]

[an erkennt, dass die

1. Trigonometrische Messungen.

A. Dreiecksnetz,
§ 11.
Triangulirung.**)

Bei Aufnahme grosserer Flichen ist es nothig, vor Bepinn der Einzelauf-

nahme eine Anzahl von Punkten mit moglichster Schirfe zu bestimmen, an welche
dann die Detailmessungen immer wieder angeschlossen werden kénnen, um  eine
Fortpflanzung und Anhiafung der unvermeidlichen Messungsfehler unmdaglich zu
machen. Die Bestimmung dieser Punkte geschieht durch triconometrische Messungen.
Zu dem Ende wird die aufzunehmende Fliche mit einem Netze moglichst weniger,
also moglichst grosser Dreiecke fiberspannt. Fiir die Zwecke der niederen Geodiisio

wird man bestrebt sein, diesem Dreiecksnetze eine moglichst einfache Form

Zu
geben, z. B. die der Fig. 28 oder 29, Die ALLS‘L;]u*iL-Jl]]Hg der Winkel dieses Netzes
kinnte nach § 10 erfolgen (dass der Fall der Fig. 28 auf den der Fig. 27 zn-

) Bauernfeind, Flemente der Vermessungskunde.

*} Dieser § ist hierher gestellt, um vorwegz wenigstens eine Vorstelluns

Triangulivung zu schaffen. Zum vollen Verstindniss des

en wird man  erst :J{.‘lLtEI_;l'EIJ

Auch mag es sich

O o
g26 v

rgeschritten sein wird, Man wolle diesen § dann noch el

nal wie

empfe der Repetiton noch von de

10 Kenntniss. #u 1




o pm

wenn man sich den Punkt D so verschoben

riickzufiithren ist, erkennt man s
denkt, dass er innerhalb des Dreiecks A B C zu liegen kommt), — doeh wird man,
¢0 weit es sich um Zwecke der niederen Geodisie handelt, im Allgemeinen diese
verhiltnissmissig bedeutende Rechenarbeit vermeiden, und zu einem anderen Aus-
gleichungsverfahren seine Zuflucht nehmen, (vergl. § 17), welches eben die moglichst
pinfache Grestaltung des Netzes erfordert. Hat man ein solches Netz entworten, so
st os alsdann leicht, dasselbe durch Einschaltung weiterer Dreieckspunkte nach
einer der in den nachsten Paragraphen zu erdrternden Methoden nach Belieben zu
erghnzen, und grade dieser Umstand macht es miglich, auch da, wo eine sehr dichte

woe der Dreieckspunkte nothwendig erscheint, (vergl. Fig. 30), dem Netze der

=

Hauptdreiecke dennoch eine einfache Gestalt zn geben. Da die Dreiecksseiten des

Hauptnetzes (Netz 1. Ordnung), eine belichig grosse Lénge haben kinnen, so wird

cke zu iiber-

anetz anzusehen. indessen ist der Form der

os hiufic moglich sein, das ganze Gebiet mit einem einzigen Dr

gpannen, und dieses als Hauptdreiecl
Fig. 28 der Vorzug zu geben, in welcher auf einer g‘=-||1-~fl'|<|=|1>|l'l|it"||--.'| Basis zwel

Dhr

Visur verbunden sind, wodurch es

tecke. ABC und A BD, stehen, deren Spitzen € und D durch gegenseifige

=

oglich wird, die Punkte C und D nach § 26

hen Fehler etwas fehlerhafte Lage

zu behandeln, d. h. ihre. infolge der unvermeid

durch gegenseitige Wechselverbesserungen zu berichtigen. Wo es nicht mighch ist,

dus oanze Messungsgebiet mit einem so einfachen Netze wenigstens annihernd zu

iiberspannen, wird sich das Dreiecksnetz doch wenigstens aus Theilen von der

Form der Fig. 28 oder dhnlicher einfacher Formen zusammensetzen lassen, wie das
Hauptdreiecksnetz in Fig. 30.

Die Winkel des Hauptnetzes sind mit moglichster Schiirfe zu messeun, withrend
die Winkel des Netzes niederer Ordnung, (in Fig, 30 punktirt dargestellt), eine ge-

beanspruchen. Ausser den Winkeln des gesammten Netzes

ringere Genauigkeit
misst man ferner die Neigung irgend einer Dreiecksseife, z. B. A B*) gegen den
Meridian. welchen man als Abscissenaxe des Coordinatensystems, fiir welches spater

at noch eine

die Coordinaten der Netzpunkte zu berechnen sind, ansieht. Endlich
in ebenem Terrain gelegene Dreiecksseite, z. B. €D, (Basis), oder begser mehrere
solcher Basen zu messen, worauf alle zur Berechnung des Netzes niithigen Elemente
belkannt sind,

Behufs Berech

sunichst einen angeniherten Werth der Seite A F des Hauptnetzes, indem man von

mg der Coordinaten der Netzpunkte verschafft man sich nun

der bekannten Basis C D ausoehend nacheinander die Dreiecke CDE, CEA und
' A F berechnet. Dass der gefundene Werth fir AF wegen der sich hiinfenden

nur ein angeniherter ist, kitmmert uns vorliiufig nicht.

Ist nun 'L ||'.-|' ."C'.Il'yu.‘ﬂ.cz dos l'-.h||'eﬂtiI1:11|'|1<|\':~'i|'rs|.-'-_ 50 -Jii|l'i ‘*-':.In' Coord
0. Die Coordinaten des Punktes F finden wir nach (11)

Voo A Fdin " und X A F coss'
- L) 1 I

somit sind die Coordinaten zweier Punkte des Hauptnetzes bekannt™), wor

: Hr : : e i K oy
*) Ist die Neigung einer Strecke A B aufl Pu A gemessen, s0 1 > mit ¥ oy 15t

p o . . s S W e - o SR y
sie aufl B gemessen, mit » . Beide Neigungen diffe 30 leicht erlkennt, um 150%
" b

das Hauptnetz die Form

)} Hittte

=1 bhere

ven und

3 —d gefun

1 83 Wegen

kionnen Schlussfehler sich nicht ergeben. [Der § 41 findet hier somit

T i
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Punkte C und E, B und G nach § 26 gefunden werden kisnnen, Nunmehr wird
zur Coordinatenberechnung des Netzes zweiter Ordnung geschritten, welche nach
§ 18—26 zu erfolgen hat.

Nachdem wir so simmfiliche Coordinaten der Netzpunkte ermittelt, haben wir
uns zu erinnern, dass der ganzen Rechnung nur ein angeniiherter Werth der
Basis AT zu Grunde liegt. Wir sind nun aber im Stande. aus den Coordinaten

der Endpunkte der gemessenen Basen deren Lingen herzuleiten®) und mit den

durch direkte Messung gefundenen Werthen derselben zu vergleichen. Seien die
gemessenen Lingen der Basen 1, 1, L, . . ., die aus den Coordinaten berechneten

.IJE-ILH;_J':.‘.'I L‘-i-}'l'-“-:}sf._slllhl'['t‘]ll’i = ..' - a;.__.. .‘.;, v 2lay 80 i:-l. WENNn man ii:l.‘-' \'\‘I':! i]ll:ii-h i.l )‘ —)

1 i 112

L L=y 8te. setzi: I: Oy Ay ]_ — (s a:.__. ete.  Es bedeaten also die Werthe q

digjenigen Zahlen, mit welehen man die aus den Coordinaten aboeleitoten Werthe
} g :

alten. Man

zu multipliciren hat, um die gemessenen,

genaneren Werthe 1 zu ex
bildet nun ans den einzelnen ¢ das arithmetische Mittel

Q) - =t et
welches der Eins natiirlich sehr nahe kommen wird, und multiplicirt mit 8] die be-

rechneten Coordinaten siimmtlicher triconometrischen Punkte des Netzes,

g 12.

Yortheilhafteste Gestalt der Dreiecke.
In einem Dreiecke sei die Seite a und die Winkel o, 8. ¢ gemessen, die
Seiten b und ¢ sind zu berechnen. Wenn nun die gemessenen Grossen kleine
Fehler, da, da, d g, dy enthalten, wie gross sind die Fehler. welehe daduarch

den Seiten b und e entstehen?

g 5111 [ Sl ¥
Es ist h—a—-, c—a——
sin a 8N o

log b = log a - log sin § — log sin «

loge =log a log siny — log sin «

also woenn wir differentiiren. nach (87)
|| b I] B

L ST ix

b a sin a
de da d sin o
O TR T y 8in a
db da ;
oder nach (59): l) —=—-+dgcotf dacotae
b a
d« dn
9 — - d s eoty — d a cotoa.
L&) il
Sollen nun die in den einzelnen Dreiecksseiten entstehenden Fehler den Seit
. o db l_l tH o . ' 3 5
selbst proportional, soll also =z B. <~ =~ sein, $o0 muss nach Gleichung 1) d 8 cot 8
) A
— d a cot a 0 werden. Sind die Winkel !Jli[ E_?]IH}.] 11'-':|'.1".1i,5-{'l:i"i.‘. gemessen, 80
dass die Winkelfehler als gleich angénommen werden konnen, also da=+d 8, so
muss  demnach I_'1IL..-JJ - eota sein, also entweder |,-|' a oder ."’I 180 — ¢. Beiden
*} Damit ende Resultate liefern, miissen die Basen awisch

bestimmten




jedes einzelnen Dreiecks dienen wird, wird man alle

&nm
-]

Bedingungen wird geniigt, wenn ¢ =290° #=90% also y =0 wird. Dlieses Re-
gultat ist wichtig bei indirekten Lingenmessungen, wenn man eine Linge b durch
Messung einer Hiilfsbasis a und der Winkel o, §, y ermitteln will. Man wird die
Hilfshasis so zu legen haben, dass der ihr und der der zn berechnenden Seite
gegenitberliegende Winkel moglichst nabe bei 90° liegen, Sollen beide Seiten,
b und c. berechnet werden, so bleibt nichts iibrig, als den Winkel a bei 90% die
Winkel # und p bei 45" zn nehmen.

Bei Trianculationen, wo man nicht vorher weiss, welehe Seite zur Berechnung

n Verhiltnissen gleichzeitig am
besten Rechnung tragen, wenn man simmtliche Dreiecke des Netzes soviel als

mielich gleichseitig zu machen sucht,

§ 13.

Signale.
Um die trigonometrischen Punkte mit dem Fernrohr des Winkelmessers an-

visiren zu konnen, sind iber denselben Signale zu errichten. Eine fiir die Zwecke

der Kleintriangulirang empfehlenswerthe (lonstroktion derselben 1

t folgende: (Fig.31).
Das Signal wird aus 5—10 em starken, 5—10m lanren Stangen zusammengesetzt.

Fig. 31b zeigt die Verbindung derselben an der Spitze. Auns eca. 80—40 cm la

Stangen wird ein gleichseitiges Dreieck susammengenagelt. In die Winkel a, f,

werden die Spitzen der drei Hauptstrebestangen gelegt und durch einen durchge-

gogenen starken Bisendraht oder mit Nigeln befestigt. In das Dreteck hinein wird
die verticale Signalstange geschoben und mit einem Nagel festgenagelt, die Spitze
derselben mit einer Flagge verschen, und nun das ganze Signal aufgerichtet, und
durch drei Mann fiber den trigonometrischen Punkt gefragen, sodann das untere

Ende der Signalstange in der aus Fig. 8la erkenntlichen Weise befestigh, das Signal

durch Hin- und Herriicken genau cent endlich neben den Fuss jeder Strebe-
stange ein Pfahl geschlagen, und erstere mit diesem durch Nigel verbunden,
Hierdurch wird das Signal ziemlich widerstandsfihig. Die Strebestangen konnen
damn noch durch weitere leichtere Stangen gegenseitig verstrebt werden,

Der trigonometrische Punkt selbst wird durch ein vertical in die Frde ver-
gonktes Drainrohr unterirdisch wermarkt, und zur leichten Wiederauffindung dieser

Marke von festen Punkten, (Grengzsteinen, Hiuserecken und dergl), aus aufgemessen,

§ 14.

Winkelmessung.

Nachdem simmtliche Signale errichtet sind, wird zur Winkelmessung ge-
schritten. Man unterscheidet Richtungs- und Einzelbeobachtungen. Letztere sind
bei Benutzune weniger fein getheilter Instrumente zu empfehlen, wihrend hel
besseren Instramenten die Richtungsbeobachtungen wegen des geringeren Zeitver-
brauchs den Vorzug verdienen.

1) Richtungsbeobachtungen: Nachdem das [nstroment auf dem trigono-

metrischen Punkte gut centrisch und horizontal aufgestellt worden, wird das Fern-

rohr auf ein fernes, deatlich sichtbares trigonometrisches Signal scharf eingestellt,

die Nonien abgelesen und die Ablesuneen in ein groglonetes Formular — !11'if_='-'5‘.:.
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Formul. 1 der preussischen Vermessungsanweissung) — eingetragen. Sodann wird
die Alhidade, nach Losung ihrer Bremsschraube, rechts herumgedreht, das Fernrohr

auf den folgenden Punkt ecingestellf, die Nonien abgelesen ete. In  dieser Weise

werden nach und nach alle Signale im Kreise hernm anvisirt, bis man wieder auf

das Anfangssi

rnal gekommen ist, wo man sich durch -nochmaliges Ablesen der
Nonien von dem unveriinderten Stande des Instruments iiberzengt, Hieraul wird
und die zweite Messung ebe

das Fernrohr durchgeschlagen so, jedoch in umge-

kehrter Reihenfolge der Sig also durch linkssinnige Drehung der Alhidade, ans-
gefithet — (wobei die Nonien-Ablesungen in Spalte 6 des tricon. Formul. 1 von
unten nach oben notirt werden). — Sobald man wieder auf den Anfangspunkt

zurickgekehrt ist, ist die Beobachtung eines Safzes abereschlossen. . In derselben

Weise werden  die _l_i'rl'll|'|;l.t_‘Jl‘.lEI,_u‘"‘.l mehrfach, .:.n' nach der erforderten “:'I:!flii_‘_"]u‘i'ﬂ

wiederholt, (in der Regel 8 Siitze), wobei man jedoch zu beachten hat, dass zwischen

jl' ZWE h.‘ll;‘.]':-t}]l:l.l':"‘J'-l‘l_:_',"I" der Timbus n - die Alhidade etwas zu verschiehen

ist, so dass also dieselben Winkel jedesmal mit einer anderen Stelle der Kreis-

theiluong gemessen werden, damit die Theilungsfehler des Instrumentes miig

dechunge kommen. Die Verschiebu

1 | 1 ]HII)II ‘.

werden sollen, jedesmal ca. —— betragen, vorausgesetzt, dass das Instrument zwei
v I : ?

zur Aus

& muss, wenn n Sitze beobachtet

um 180° von einander entfernte Nonien besitzt.

?‘;llk‘]l ]l-'f'IL(1|-1|'t' \'\fill‘]{l'i.]llt_‘.“h”fl}_f |'l'|'||].l_{1- s_“q' )lli:l'l'lll]l“ iLI'I' ,\'||||i.k:|;|||i‘,-,uuj|g'1-||:

und sodann in der Regel die Redy

ion auf die Anfangsrichtung, indem von jedem
einzelnen Richtungswinkel die Anfangs

ichtung abgezogen wird, so dass diese selbst
anf 0° reducirt wird, wihrend die Gradzahlen der tibrigen Richtungen unmittelbar
die Neigungen gegen die Anfangsrichtung angeben,

2) Einzelbeobachtungen: Jeder Winkel wird einzeln, und zwar wie folgt ge-

messen: Man visirt aunf das Signal des linken Schenkels, liest die Nonien ab. 16st

die Bremsschranbe der Alhidade, stellt das Fernrohr anf das Signal des re

echten

raube des Limbus, wihrend die Alhidade mit

2 ein, lost nun die Bremsscl

Iil'lll |,'.|;|]|1[.~: fost \'|'|']|u|.|-.l-.'|: ‘I-j.-illl. fiihrt i.]l:'llllli.\' gammt Alhidade x|||'|"|-:'|g\ und ste

das Fernrohr wieder anf das linke Signal ein™) Hieranf i
Alhidade, geht auf den re

als die bea

} man wieder die
hten Schenkel und wiederholt diese Mani 1

1 ipulation so Ot

'il'ilL;;.,{‘.u- l'il'll:ii.!i.u]\'l'i'l der \\-:ii}(|'|||\,|l-',n'|i|.;_:' dips erfordert. Schliesslich

liest man wieder die Nonien ab. Subtrahivt man die Anfangsablesung von der

Schlussablesung, dividirt altenen Rest durch die Anzahl der Repetitionen,

so erhilt man den gesuchten Winkel. Um beurthei

len zun konnen, wie viele
kretse der Nonien-Nullpunkt Dei der Messung durchlaufen hat, ist es nothie, nach
der ersten Repetition eine Controllablesune an einem Nonius zu machen, welche
den einfachen Winkel roh angiebt, Die Messung ist nun mit durchgeschlagenem
Fernrohr zu wiederholen, doch wird in der zweiten
Winke

sultat von 360° abgezogen. FEs geschicht dies, um den Binfluss, welchen eine

Fernrohrlage nicht derselbe

l; sondern besser seine Erginzug zu 8607 gemesen, und das cewonnens Re-

kleine Drehung des Stativs auf die Winkelmessung ausiibt, moglichst auszugl

d 1 it 1 dann

bei der Wiederholung
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Ausgleichung der Winkelbeobachtungen.

1) Richtungsbeobachtungen. Die ecinzelnen, auf die Anfa

gerichtung re-
ducirten Satze werden (im trigon, Formul. 2 der preussischen Vermessungsanweisung)
in der aus Beispiel 1 (vergl. das umstehende Formular), ersichtlichen Weise
I|"1=-"1I|"ll'.:|1'.l1"l' Lr(""-l'.ll*'i"]h'ﬂ li.’lil '%{1'|!|ii1.l'|.1. woliel e_‘th .“i'.[e,'i fiir -lit' Hi.:'|‘:1'.]}|:_r'--!| :'h“i

und die des N

Spalten eingetragen werden,

Hanptnetzes (

2. Ordouang (%) in der Regel in getrennte
=

Fs kommt bisweilen vor, dass man bei der Beobachtung eines Safzes,
z. B. bei plotzlich einfretendem ungiinstigen Lichte, ein- oder das andere mal das
Signal ireend einer Richtung nicht auffinden kann, so dass in dem betreffenden
Satze  die hl'll‘l‘i‘!‘l'|l'i:ﬁl' Hil']l'll'ﬂl]"_" I'I‘bh_. — 80 '1m Bl _li"'] Nr. 2 1m 3, Satze die
Richtung nach 27, im 4. Satze nach £ 11. — In solchen Fillen miissten die durch
|1-Il' -\I

nungen eigentlich mit verschiedenen Gewichten gefithrt werden, doch sicht man

ittelung  erhalten

n endgiiltigen  Richtungswinkel i

1 den  spiiteren Berech-

hiervon in der Regel ab, und withlt statt dessen ein anderes Ausgleichungsverfahren.
Man bildet n#mlich zuniichst in gewihnlicher Weise die Mittel m, aus den

Richtungsheobachtungen der einzelnen Sitze, bere

sodann die Abweichungen
d. h. man bildet die Differenzen d — I, Iis

der einzelnen Richtungen r, vom Mittel
addirt dieselben satzweise und dividirt sie durch die Anzahl der in den betreffenden

Sitzen enthaltenen Beobachtungen. Das so fiir jeden Satz enthaltene Mittel der

" ist als Durchschnittsabweichung der einzelnen Richtungen v

Differenzen d, o

des betreffenden Satzes anzuschen. HEs wird nun Iiut-iu emgzelne .!illt‘h'lﬂllrf_{ r, um

diesenn Durchschnittefehler des betreffenden Satzes verbessert und die so verbesserten

15
Il

chtungen 1y (=7, 4 o) wieder in gewbhnlicher Weise gemittelt. Zeigen diese

Mittel m, g

iele nieht der Fall, — so wiederholt man dasselbe Verfahren, indem man die

o die Mittel m, wesentliche Differenzen, — was in unserem

Bei

Differenzen ds ma — s bildet ete.. wodurch die Mittel m, erhalten werden, welche
2 2 ] i |

nun, wenn nicht eine nochmalige Wiederholung nothwendig erscheint, als end-

a1

gi]|','[_g'(> HE:-|-_111||__5_3’;:.',‘.i.‘lLl'] beibehalten werden.®

2) Einzelbeobachtungen. In dem die Regel bildenden Falle der Fig. 152,

siche Anfangsrichtung, bedarf es keiner besonderen Ausgleichung. Tm

Falle der Fig. 153 wird man die Winkel a des Hauptnetzes auf 860°% sodann die

Winkel B anf die einzelnen Winkel « ,-|~,l_-;/_[;_|_|'i_.-i|-'_-1|-|| haben.

leicht werstindlichen Princips

ch Folg 1 t, man habe drei Sitze 1

geren das Mittel 1m Durchschiitt #u gross, 50 miissen d
Minus 1m

- eine Richmng, so fehlt auch

Das Plus der heider

ersten Sitze wird durch

dritten Satze

1 ersten Satzen, alsp WETL

1 einzelnen Sitzen um ihre Dure nittsfehler verh

h das Mit |
tbrigen Richtungen, wegen der gleichzeitigen Erl

Richmunger fie beiden

fiir die im dritten Satze [e

2 L"'ll]i'-"l-.- 14

wlere, wih

chtungen des
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Trigon. Formular 2 der preussischen Vermessungs-Anweisung.

Bezeichnung
G Satz 1 | Satz2 | Sate 3 | Satz 4 | Mittel | Mittel
Punkte el 43 |88 = BE
o (rin| o i el e 7] o |
Nr. 1 Standpunkt 2 9.
210 0/00{00] 6|00/00] ©]00 r]nl 00000 00000,
514 41100|58| 41(00(30| 41 (00|58 41|00|45 410048 |
%8 106 | 46| 00| 106 |46 {20 | ; | | |16 f46{10
413 163 |48|10] 168 |47 ]40] 163 |48 (00| 163 |47|50] 163 |47 |55 i
85|08 | 3430 14858 48135 4843 |46] 10
144 ' '
Nr. 2 Standpunkt 2 10.
1. Richtungen r, In,
54 Ofoufoo] oOf00j00O] Of00jOD] O©]00jOO] ©]00]00 :
&7 87 [10(40] 87|10(82] »* | **| /| 87|10|18] 87 |10{30] |
a8 100 |16 00} 100 |15 |50 IUi.n'lﬁg.—au 100 (16|43} 100 [15!51
e | 210 1111561 210 (1185 :-_’]Uilll.’iu £ 11210 |11 140
613 215 [10|25] 215 | 10| 20] 215 | 10|20] 215 | 10|15] 215 | 10| 20,
49|00 |-LH 17 i:i?i:'.u i.‘-i?’ 16 j-i_-ﬂizl
| 5 | %
2. Differenzen d =m; —r,
24 : ! 0 ‘ | 0 |00 | |00 |
"‘ | 1|10 |_'| 2 | [4-[12 i
e 9 <1 1 IR | g
411 | =15 +| 5 [10 itanfid ,
213 |—| 5 00 00 || & i
[d] [39] [T 4 ESEE 125
0 l% i—la-s | I ‘ 3 +] 6 |
. | M|
| ! [ !
3. Richtungen ry=r, 4+ 0 Iy
24 859 |69(h2] 0O[0V|UT 000[03] 000]06] ©00]00
8T 87110|82] 87(10(83] ** |7 /| 87|10|24| 8710|380
&8 100 | 15|52} 100 | 15|51 | 100 '[5%:'}3 100 |16 (49] 100 | 15|51
g1 210 | 11|47 2:|0'11\:—m 210 [11|83] *# | 77| *| 210 |11|89
313 215 [10[17] 215 [10|21] 215 [10|23] 215 [10]21] 215 10|20
1Hii€f] 48|22 37152 |HT (B0 i-Jet_*::_‘H | ‘
. !
| op gl
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Centriren der Winkel.

1) Wenn Kirchthurmspitzen und dergl. als trigonometrische Punkte benutzt
worden. so kann man das Instrument nicht centrisch iber denselben aunfstellen.
Man stollt dasselbe dann in einiger Entfernung neben das Centrum der Station,
z, B. in 8, Fig. 32, und beobachtet statt der Richtungen «_, a, .. efe. die

Sa

Richtungen a . «. .. ete. Um aus letzteren die Richtungen e, zu erhalten, hat
= 5 B ' 3
man den Richtungen «, , a. ...etc. beziiglich die Winkel é,, 4, ... etc. zuzulegen.
Es ist also, wie eine durch C zu S P, gezogene Parallele sofort erkennen lisst:

0y — r!SL-‘— r‘ll l

o, =a,+ 3, | (98a)

Zur Berechnung der Winkel 4, 4, . . . hat man, wenn e die Excentricitit,
d. h. die Entfernung €8S, &, &, . . . die Winkel, welche die Verbindende € S mit den
g 13

Dreiecksseiten S P,, SP, ... einschliesst, und s,, s, s, ete, die Léngen P,C, ByC. .. ete,
bezeichnen:
- sin i
sin §, — e —* l
'.il

sin d, = @

sin &, I (95
=
eue.

Die Liingen s orhilt man genau genug durch eine vorlinfige Dreiecks-
herechnung, z. B. der Dreiecke P, P, C ete., in welchen jedesmal nur der Winkel
bei (¢ noch unbekannt ist, wenn, wie wir voraussetzen, die H-._:r.rluu'li'iu:lgn'u auf
sammtlichen Dreieckspunkten, also auch auf Py, P, . . . bereits stattgefunden haben.
Der Winkel bei C ergiebt sich dann als Supplement der beiden anderen Winkel.
Die Grossen e und & miissen durch Messung bestimmt werden,

Da die Winkel 8 in der Regel sehr klein sind, so kann man statt des sin d

den in Theilen des Radius ausgedriickten Bogen o selbst setzen und hat dann

SN £ : ; ; :
nach (98a) 6 =—e——, oder um 4 in Sekunden zu erhalten, nach Fhl. I, § 82, 1
; s 3 ¥
i 99)
Wach (47) i\:, wenn man alle Glieder, welche x in hoherer -als der o Pote enthalten,
nx=—\Xx
& . 1 ¥ +_ 1 = ’1: \ 1
Der bei Anwendung der sformel (M) begangene Fehler ist 50 =g Soll  derselbe den
i
A 05 f _ :
Werth 0,57, d. h. in analy hem Masse —— = (0, 000025 nicht il e Ergit sich als Grenz-
werth fur & :
ot ¢
(, BO00025
y
& — 170, 000015 !
: ks : i
*y Fs sine trigon. Formul, 4 I » Vermessungsanweisung zur Anwendung

kommenden Formeln.




=g, ==

Steht die Strecke e senkrecht zur Strecke §, 50 ist

w|om

annahernd das analytische Mass fiir den

Winkel 4 1ss e:s den Werth — nic

H
ungiin-sl.lgsten |';:'!i<,'l_ (wenn nimlich e senkrecht zu 3

Man wird daher die Forme! (9% nur anwenden, wenn das Ver

tibersteigt, kann dann aber versichert sein, dass

steht), der hegangene Fel nicht den Werth 0,5 rateigt.
2) Die obenentwickelten Formeln finden auch Anwendung, wenn nicht das
[nstrument auf der Beobachtungsstation, sondern das Signal eines Zielpunktes

exeentrisch steht. Hier handelt es sich indessen meistens wm sehr geringe Hx-

tit, welche durch schiefen Stand des Signals verursacht wird. Man hat

CENtric

dann die Sien

lspitze genaun auf die Erdoberfliche zu projiciren und kann hierauf

am einfachsten wie folgt verfahren: Man triigt die im Centram der betreffenden

Station nach den umliegenden Punkten beobachteten Richtungen mittelst eines

Transporteurs auf, Fig. triigt die in ihrer Lage zum Centrum € genau eing

messene projicirte Signalspitze S unter Anwendung cines grossen Massstabs (otwa 1 : 5)

in die Figur ein, filli von S auf die einzelnen Richtu hlen Lothe, h,, h, ete.

und erhiilf die Winkel J“1-. s o 0 ;LI.-.'Lil\'{ir-:'hl-J'|l Masse oder wenn

hy h,

= ——, —— also in Sekunden., wenn man
100 s, 100 s,

h in cm, s in m ausgedriickt ist

o'’ g k k > g |.\ 2
o k setzt, =h, —, h, —. . ., worin die Grossen — aus Tabelle ITT des An-
100 % * 8§ ]

L':“i:_"H entnommen werden kionnen.

:%} Die Excentricitiit e in den Formeln I:El?-'i) nnd {HEI) wird man in den
seltensten Fillen direkt messen konnen. Man misst dann eine Basis. deren An-
fangspunkt in S liegt, und deren Endpunkt A heissen mige, und beobachtet die
Winkel ASC und SAC, wodurech SC=¢ bekannt wird. Liegt 8 auf der

Grallerie eines Thurmes, dessen Spitze Stationscentrum ist, so kann man weder elne

Basis 8 A noch den Winkel A S € messen. In diesem und iihnlichen Fallen withlt
man eine Basis A B—g, Fig. 34, becbachtet von S nach A und B und von A
und B nach C und S, dann ist zuniichst:

e=/ P, SB—y

und es kommt nun darvanf an, / w und die Excentricitit e zn berechnen. s ist:
: . a-+h
tang '/, (g ) = tang /5 (@ 4 yp) — ]
b AN e "0

b O —
B
310

oder unter Einfiithrung kiirzerer Zeichen:

H | ii']'lls

b=gm,

. : L

daher tane ! (g — ) = tang .(ﬁ, = y) T
G : : m.. — 1
m,
=
m_
- tang ', (@ ) ————
. m




i

e
oder fiir — = tang p:
“15
tang '/, (g — ) = tang '/, (g
- tang '/, (p + ) —
! / ¥ L
tang — tang u
4 s
r 4 7 Aokt
oder tang ) (¢ — ) 1:1'“5_;: : 2 (o + f}-'j cot l.l. .lr: ;l')o_j"'l
| T ¥ w ' | Ful 1
Da auch ¢ -+ y - # bekannt, so kinnen nunmehr ¢ und p getunde
7 i 5] () i i £

werden.
Zur Berechnung von C8 =—e hat man dann:

a sin b sin g
¢ — una -
S g S111 !
m, m
oder 6= — zsin f, und e —— o gin f. (101)™)
sin g ° sim i
8.3T.

Netz-Aunsgleichung.
haben im § 10 andeutungsweise die Ausgleichung der Winkel eines

Wir 9
Dreiccksnetzes nach der Methode der kl. Quadrate behandelt. Fir die Zwecke der

indessen mit einer weniger strengen Methode

niederen Geodiisie werden wir uns

begniigen kiénnen, welehe her noch hesprochen werden soll. Die Winkel des

Notzes Fig. 29 haben, wie wir gesehen haben, folgenden Bedingungen zu geniigen:
;

1) in jedem der Dreiecke I—V

muss die Summe der drei Winkel a 4 p 4+ »

180" betragen.
2) die Summe der Winkel § muss 3607 betragen.
3) es muss der Gleichung geniigt werden

log sin a, - log sina, 4 ...+ log sin e — log sin y, log sin ¥, — .. log sin y. —0.
Bezeichnen nun:
13 DS i vl
b) (1), (2), (8),

ecken I, II, IIL. .
¢) f. den Fehler der
d) (s) die danach jedem Winkel f§ beizulegende

f,, die Widerspriiche gegen die Bedingungen zu 1)

(n) die danach jedem einzelnen Winkel in den Drei-
. n heizulegenden Verbesserungen,
Winkelsumme [f] gegen den Sollwerth 3607,

Verbessernang, S0 muss zu-

nichst sein:
|

3(1)+ (&) —f, =0

3(2) -+ (s) — 1 0

8(n)+ () — £, =0.

L1 n(s8) 4+ (1) <4 (2)

ie Formeln (1000 und (101) kommen im trizgon. Formul, 3 der

rorur Anwendung




denn auf die Winkel £, f, . . . treffen neben den Verbesserungen (s) noch be-
ziiglich die Verbesserungen (1), (2) . . . (n).
Multipliciren wir Gleichung II mit 8, so erhalten wir:

1) 8n()+8[M)+@ +. ..+ (m]—58f =0
und durch Addition der Gleichungen I -

3 +@B) 4 ...+ @]FnE)—[f
und wenn wir 1) von 2) subtrahiren:

2n(s) —381f + [f]=0
DR i [ el

also (§) = ————— (102)

2n

worauf wir fir die Verbesserungen (1), (2), (3) ... (n) ans den Gleichungen 1
erhalten

W) =", ¢ — (s))

) =1/, (f, -

(103)

(n) s (}"” — {5)).

die Ver-
besserungen (1) 4 (8), (2) 4+ (s} . . . (n) 4+ (s), wihrend die Winkel @ und y im
Dreicck I die Verbesserungen (1), im Dreieck IT die Verbessernngen (2) ete. er-

Von diesen Verbesserungen fallen auf die Winkel g

E'_'.':l'i'l?.l'_. — Woeiter ]".'[}II'_'| nun '.1]1('1‘ llit‘ \llljlll-i!'] a und ¥ noech dg'r E':"'.].ill.f.fi.lllg }} AT
geniigen, wonach:

1 b 31 S B b | .t — loe ainy ~
]fl;_l:‘*_“n'{l t -_C‘:_{'h||:r",‘, s ,ug:,-u\{[__l Jclrl_"a]“‘

Der gegen diese Bedingung sich ergebende Widerspruch sei ¢, die den ein-

zelnen Winkeln a,, a,, . . .y, 3 . . . zufallende Verbessern

v'', und seien

"1 11 i ¢
day, da,, . . .dy, dyp ... die Aenderungen, welche die Logarithmen der Sinus
erleiden, wenn die Winkel «,, a,, . . . 7,7 . ... um 17" gedndert werden, so
sind die ,\E':]ﬂl'rllng»'l: der Sinus bei einer Aenderung der Winkel um v’ =4 o, ¥/
d a, v/' ete., und es muss sein:
e £ i 0 e s s e B e RO L i
ir
also 12 =l (104)
[d] '
Die Coofficienten d e und dy sind aus den Logarithmentafeln als Tafel-

differenz gleichzeitig mit den Logarithmen der Sinus zu entnehmen. Dieselben sind
fiir die Winkel » mit negativem Vorzeichen ecinzufithren. Demnach werden auch
die \'--rln-wm'ung--n der Winkel ¥ das enfgegengesetzte Vorzeichen der den
Winkeln « zufallenden Verbesserungen erhalten, so dass die durch die Ver-
besserungen (108) erfiillten Bedingungen zu 1) durch die neuen Verhesserungen v

nicht gestort werden, cbensowenig wie die durch (102) erfiillte Bedingung zu 2),

da die Winkel § durch die Verbesserungen v iiberhaupt nicht beriihrt werden
Hili man v lll'l'i}l']l:ll'i. S50 I‘I'g‘z‘]lc'[l .L-'ii']'\_ |1jl' \'l'l']||'.~4.~'|L:‘I.J,J|g’\'-ll lll'l' |,|y}_l';jg"[_.]h]-,-[:
der Sinos _L"|"if'h v s N dea, ... ete. Diese Logarithmen branchen also fiir die

verbesserten Winkel zum Zwecke der nunmehr erfolgenden Berechnung der Drei-

eeksseiten nicht nochmals aufeeschlagen zu werden.

Auf den Fall der Fig. 28 lassen sich, wie hereits im § 11 angedeutet wurde,

dieselben Formeln anwenden, doch verdient fiir diesen Fall das Verfahren des § 26

den Vorzog.
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B. Trigonometrische Punkteinschaltung.
& 18.

Methoden der Punktbestimmung.

Die trigonometrische Punkthestimmung dureh Punkteinschaltung setzt voraus,
dass hereits andere 1|';.;_rll|'fll:]l":‘-';"cl'-!'ll' Punkte, welche als ceoehene Puankte be-
zeichnet werden, ihrer Lage nach, also durch ihre Uoordinaten hekannt seien.  Soll
¢in nener Punkt in das Netz der gegebenen Punkte ecingeschaltet werden, so ge-

mden Methoden:
a) Yorwiirtseinschneiden: Die Bestimmung erfolgt lediglich durch Winkel-

al']1i|-|l_‘| |li|'~-‘ ||:'.|'-i] eIner |]--]' Illllf_

messung auf gegebenen Punkten, und zwar werden auf diesen die Richtungen nach

den neuzubestimmenden Punkten hin, sowie anch solehe nach anderen gegebenen

Punkten beobachtet., Diesen Fall stellt Fig. 86 dar, in welcher 5 den neu-

;;|||;.-».-',E|:|1|1.-;|41.-'.| Punlkt ||L';¢--i|'1||]|l-‘,_ I?I;|_=:\. {‘.il:;v'_l'!ll-.' der in dieser l'];_['i.11' Iltll';f"‘i:l'“]-'lu
Richtungen, z. B. §3—g4, zur Hilfte punktict, zur Hilfte wvoll ausgezogen sind,
bedeutet. dass diese Richtungen nur einseitiz beobachtet wurden, d. h. es isf

58 die Richtung nach 24, nicht aber wmgekehrt auf 34 die Richtung

wch 48 beobachtet. Danach lehrt ein Blick auf die Figur, dass auf dem neu-

Man erkennt nun sofort, dass zur Bestimmung des Punktes §5 die Be-

zubestimmenden Punkte dtberhaupt keine Jeobachtun ausgetiithrt s

obachtungen auf 2 gegebenen Punkten geniige

n witrden, z. B. die Beobachtungen

21 und 22, denn es sind dadurch die Richtungen 2 1—¥ 5 und >9—¥ b, also

2 gpometrische Oerter fiir § & bekannt, man hat durch blosse Messung der

heiden Winkel an der Basis £21—2 2 des Drelecks 21 25 22 weder eine Controlle
die

fir die Winkelmessune, noch fiir die richtige Bestimmung der beiden gegebenen
Punkte. Fehler in diesen Bestimmungselementen stellen sich erst durch Beobachtung
iiberschiissizer Richtungen heraus, wie sie die Figur nachweist,

Weitere tberschiissice Richtungen wiirde man erhalten haben, wenn man
auch auf 5 die Richtungen nach gegebenen Punkten hin*) gemessen hitte. Um

dJicsen Fall des combinirten Vorwiirts- und Riickwiirtseinschneidens in unserer

Figur darzustellen, wiirden wir die auf 5 heobachteten Richtungen voll ans-
zuziehen haben.

h) Riickwiirtseinsehneiden. Bs werden nur anf dem zu bestimmenden

Punkte ¥ 5, Fig, 36, die Richtungen nach gegebenen Punkten heobachtet. Hitt
man nur zwel Richtungen, z. B. 35— 21 und g5 — 52, d. h. den Winkel a ge-

messen. so hatte man erst einen geometrischen Ort fiir § 5, némlich die Peripherie

des den Winkel a als ]’-"']'|-I'.--|'E--\‘;ilil\-': umfassenden durch 'r_‘;| und 2 2 ;1‘n'll.‘”'1-'l

K risises. Man.  biadcht also zar Bestimmung von %5 noch mindestens eine

L«

ate Richtung. Tm Falle unserer Figur ist also nur eine iiberschiissige, fehlerauf-

lirende und eine Auseleichung derselben ermoglichende Beobachtung vorhanden.

¢) Combinirtes Vorwiirts- und Riickwirtseinschneiden. Die Beobachtung
erfolet sowohl auf den gegebenen, als auch auf dem zu hestimmenden Punkte.
Vergl. den Schluss zu a).

ro Methoden. durch welehe mehrere Punkte gleichzeitig eingeschaltet

beziielich der Giite der zu erzielenden Resultate den oben er-

¢zt den auf den gegebenen Punkten hechachteten




bbb -

linterten Methoden nachstehen. das sogen. Einschalten und Einketten, werden
wir in den Paragraphen 28 und 29 kennen lernen.

§ 19.
Berechnung der Neigungen.”)

Unter der Neigung einer trigonometrischen Linie verstehen wir denjenigen
Winkel, welchen diese Limie mit der positiven Richtung der Abscissenaxe woin-
schliesst, und zwar von dieser aus rechts herum zihlend. Die Neigung einer
Linie, P, P, Fig. 37, kann in P, oder in P, gemessen sein, und wird im Folgenden

im ersteren Falle mit », im letateren Falle mit »y bezeichnet. Hs leuchtet ein,
dass beide Neigungen um 180" verschieden sind.

Wendet man bei trigonometrischer Punkteinschaltung die Methode des
Vorwiirts- oder des combinirten Vorwiirts- und Riickwiirtseinschneidens an., so ist.
wie wir spiiter sehen werden, (§ 20), die Kenntniss der Neigungen aller derjenigen
Linien zwischen gegebenen Punkten erforderlich, fiir welche Richtungsheobachtungen
vorliegen. Diese miissen also vorher abgeleitet werden,

Sind y, nnd x_, ¥y, und x;, die Coordinaten der Punkte P, und P,. Fig. 37.

und setzt man ¥h Yo =/NY: %, — X, = M x. so ist
I Iy ENY 105
ang . - . (15
ang iy, = - (105)

Zur Controlle bestimmt man die Neigung noch aus einer zweiten Formel.
Bekanntlich ist:

tang a 4 tang [

tang 4 ) =
i ] tang « tang f

tang = - tang v

\ 1 iz
also tang {_’ 1y J 2 qynenal i - tang 1
/ 1 ¢ Fr 4 ¢ 1 — tang »
— tang — tang »
s 12
i ¢ \ x k]
tang [ i + ¥ J - . (106)

§ 20.
Orientirung der beobachteten Riechtungen.

Sind die Neigangen » der trigonometrischen Linien zwischen den gegebenen
Puankten nach \'m'ig«.m § ermittelt, so lassen sich aus diesen und den nach neu zu
hestimmenden Punkten ausgefiihrten Richtungsheobachtungen die noch unbekannten
Neigungen g derjenigen trigonometrischen Linien bestimmen, welche die gegebenen
Punkte mit den zu bestimmenden Punkten verbinden.

Sind anf dem Punkte P, Fig. 88, die Richtungen . a,, @, nach den ge-
_s:'-‘|u-.'|-'!| |’I!:|]Ci|':| ]‘I. [’ P:\.. und die Hil-hrunu' a, nach dem nen zn ]J."'-'Ii:|||m-|]:i,|-|
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Punkte P, beobachtet, so findet man die Neigung ¢, der trigonometrischen
Linie P — P,

p; =0y +a, (107)
worin 0,, (Orientirangswinkel), die Neigung der Nullrichtung, (Anfangsrichtung). «,
bezeichnet. Man findet:

Oy Uy 1 (108)
0, — ¥, — @,
(i) » —

(| S - | n*
Wegen der Fehler der Neigungen » und der Beobachtungen o werden die
aus den (Gleichungen (108) ermittelten Werthe fiir o, nicht genau iibereinstimmen,

and wird daher das arithmetische Mittel

: Loy, e L e
ifF i o ey = s L (109)

in die Gleichung (107) zur Berechnung der Neigung ¢, eingefiihrt.

Addirt man zum Orientirungswinkel o, analog (107) der Reihe nach auch die
heobachteten Richtungen a,, @, ay, «; . . ., (d. i. die auf P nach den gegebenen
Punkten beobachteten Richtungen), so werden dadurch die Beobachtungen a nach
den gegebenen Neigungen » orientirt. man erhilt die oriemtirten Richtungen g,,
s Pa Pa -+ 5 Welche indessen wegen der Fehler der Beobachtungen a etwas von

den correspondierenden gegebenen Neigungen ,, v, vy, 75 . - . abweichen werden.

Rildet man die Differenzen v, =, — @, Vo =1, — ¢, 8¢, S0 gewinnt man ein
Urtheil iiher die Genanigkeit der Beobachtungen a. Man erkennt leicht, dass die
Summe der Fehler v, — analog (63) —, =0 werden muss, bis anf kleine in der

Abrundung begriindete Differenzen. Hierin ist eine Probe fiir die richtige Be-
rechnune des Orientirnngswinkels ete. gegehen,

Ein Beispiel fiir diese Rechnungen giebt die nachstehende Tabelle — trigon.
Formul. 5 der preussischen Verm.-Anw.. — in welcher 4 und § 10 meu zu be-
ctimmende Punkte sind. Die Neigungen der Linien zwischen dem gegebenen Be-
obachtungspunkte 26 einerseits und den weiteren gerebenen Punkten 1, 5, 8, 9
andererseits werden in Spalte 2 des Formulars eingetragen. Nach diesen werden
die Beobachtungen « nach Anleitung der obigen Formeln™) orientirt und die

orientirten Richtungen in Spalte 5 eingetragen, aus welcher sie zu den spitteren

“--l'h!llillj_rl'll Ninomimen werden.

Sobald man darch die nunmehr vorzunehmenden trigonometrischen Rech-
nungen, welche in den folgenden Paragraphen behandelt werden, die Coordinaten
fiir die nien za Destimmenden Punkte ermittelt hat, wird man auch die endgiiltigen
Neigungen » der diese Punkte mit dem Beobachtungspunkte 2 6 verhindenden
[inien nach den Formeln (103) und (106) berechnen konnen, welche von den aus
Spalte 5 entnommenen und zur Berechnung benutzten Neigungen @, wegen der
Verbesserungen, welche die letzteren Neigungen durch die Ansgleichung der Fehler
nach der Methode der kl. Quadrate erhalten, etwas abweichen werden.

) Vergl., den Vordruc

im Kopfe des Formulars,




—= R e

Trigonometr. Formular 5.

Unterschiede

i
i Chite ¥ irungs- Chrientiree |
Nelgungen : ke dicht ] i
EHnger Richtungen nkel Richtungen rungen Bemerkungen
o i 0y i (] Lo | ¥ iy
—_— = I - :
2 } 1 ] | } 7
: W i i
:‘"ﬁslllllpl]lulhl ;;.:h, Prohe
21 14742 |37 O 0G10O0 | 147| 42 |37 | 147(42150 13| [«¢] =08’ 42"
74 ' 912644 157/09 | 34 no, —17700"’
: 182/ 46 |47 | 8504|102 | 147| 42 |45 | 182/46 |52 5 [] =207 4277

19814621 | 510314 | 147| 43 |07 | 1984604 | 17
100/10 |35 247|158 (25

9 273/01|57 | 125{19|07 | 147| 42 |50 | 278|01|57 | O
03|42 17119 2042 ] 17 | 18
] ¥ r
0 1471 4% |50 | |
' . | |

-]

Diese endgiiltigen Neigungen wird man dann ebenfalls in Spalte 2 cintragen

\

(an den bisher leer geblichenen Stellen bei % 4 and 8 10) wird die Differenzer

geren die 1n Spalte 5 eingefragenen Nelgungen, (orientirten Richtungen g bilden
und so ein Urtheil iiber die Genaunigkeit der aus den Beobachtungen « hervoree-

gangenen, zur Berechnung der Coordinaten benuntzten Neigu

‘en o gewinnen.  Nach

der pr. Verm.-Anw. darf die Differenz v Punkte IV, Ovdnung nicht

den Betrag 25’7, fir Beipunkte n den Betrag 35" iiberschreiten.

Wie hier die auf 26 heohachteten HEI'il:‘IlI-_ﬂ"'I;_ sind natiirlich. ehe die
weiteren trigonometrischen Rechnungen vorgenommen werden konnen, die aof

siimmtlichen gegebenen Punkten beobachteten Richtungen zu orientiren. Sobald

: o ] 1 ;
dann ein nen bestimmter Punkt berechnet ist. k

m derselbe fiir die Bestimmung
. :

weiterer Punkte als gegebener Punkt benutzt werden und sind zu dem Ende die

auf” demselben ausgefithrten Beobachtungen sofort in gleicher Weise zu orienfirven,

§ 21,

Yorwirtseinschneiden,

.-,‘\-.'I':']Ille'lrl III |::il'-|lllill\_'_'t’:|__ '.'.l'ii'll,l‘;_' :|.'|'||' 5_:'--_!_-"|-'i-,.-:|.-|| lhl'.l:I\{'U'I; ||:|.-|| ,.i“,.]”_ e

1

#11 |J|_‘.\|illl!lu'-:||1--.;| ]’LJ KL ||_|:| ||:'-rij;|t'|i1-'l '~i!|l|_ :I! I]-']‘ i[ll Yor, ::' .":II_'_{'I';_:':'III'I_'-!'H 1\\.-.-

orienfirt worden, nachdem also simmtliche von cecebenen Punkten aus nach dem

zu bestimmenden Punkte hin ausgehenden Strahlen beztighich ihrer Neigungen g
Zegon die _'\||-:t":.-:.~;|'|'_.'|xl- in-k;t||i|l aind. kann zur 1'r»-al'-:'liln:a[|-I|}n'|'--v||'|u‘|;_-' g‘i-m'-ip'i‘uln-n
werden.  (Gemiiss § 9. 2) erfolet zunichst die
Berechnung der geniiherten Coordinaten y und L.*)
M

o withlt zu dem Ende unter den vorhandenen Beobachtungen zwei von
den gecebencn Punkten P nand ]’:I_ Fig. 89, nach dem gesuchten Punkte P aus-

vahende S

den aus, welghe sich in P miglichst annéiliernd rechtwinklig sechueiden™),

zon.. Formulars 10 der pr. Verm.-Anw
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and entnimmt deren Neigungen ¢ und ¢, aus Spalte 5 des im vor. § dargestellter
Formulars. Die Winkel a,. 4, und & des Dreiecks P, P, P ergeben sich aus does
bekannten Neignngen, wie die Figur ergiebt:
b 3 vl
r\;l —7 o s P 0 180", ) @, QL. (110)

Es ist nun. wenn man die Coordinaten der gegebenen Punkte P, und Py mit

Yo X.; ¥bs X, bezeichnet, im iibrigen aber die Bezeichnungen der Figur gelten lasst:

sin 4, T, 5 sin g,
“7 7 §ind sin o
| Yt hF:
Rl T
il ;|'|'r|1ll'l,'_" auch
| X g
sin .ﬂ'-, sin It'l'r:-
setzt man - ,d--—- —-.-]I i (111)
sin o, 8in oy
, ¥e 0 Fyy X
s0 1st Im —_ (111a)

\il' O CoE
@

Ferner ist

= 2 &in P, AN E —acosp,
= b sin g el T b cos g,
also nach (111)
NI m &in f"f_' SI AN X = 1nEin ('}_I CO8 ¢, | .
e TR S - 3 =3 S (112)
¥ m sin d;, sin ¢y A\ X, = m Sl gy, CO8 ¢y f

Endlich ist

p=v. + A i) el
: 1 e (113)

[l | b
Aufstellung der Fehlergleichungen: Wir haben nun weiter mit Hiilfe der
genitherten Werthe p und y die genitherten Neigungen n abzuleiten, vergl. § 9, 2)
— und mit den beobachteten Neicungen ¢ zu vergleichen, und benutzen dazu die
Formel (105)
A
fianen— = (114)
AR
worin A h=vy—18, Ax=x—y Dies¢ Formel lefert uns die Neigungen npl,
np® ete., welche, nm mit den Neigungen ¢p , @p, ete. verglichen werden zu Kénnen,
am 180° zu #ndern sind. Wir erhalten somit, — vergl. (75)
I, (4 £ S
=, — @, | S
f, =, — (g2 =) f
eh.

Es kommt nun weiter davanf an, den Punkt P durch Aenderung seiner Co-
ordinaten y und 1 so zu verschieben, dass, wenn wir die Werthe, welche die
Neigungen n dorch diese Verbesserung gemiiss (114) erhalten, mit » begeichnen, und
21 -f_r}-: + ) = V;
vy (g L) Va

L B




setzen, die Summe der Quadrate der einzelnen v zum Minimum wird. Bezeichuen
wir die uns noch unbekannten Coordinatenverbesserungen, durch welche dieser Bo-
dingung geniigt wird, mit 41 und dy, die durch diese Verbesserungen in den ein-
zelnen Neigungen n hervorgebrachten Aenderungen mit é n, so ist gemiiss (76)
dn,—a,dy-+h dpy |
dn,—a,d0y+hb,dy J
e, :

(116)

i

worin & und b die pavtiellen Differentialquoticnten der Funktion tang n - —‘]n:u-il
X

£

y und A x bezeichnen. Indem wir diese Differentiation (nach (24) und (25)) aus-
fithren und die partiellen Differentiale nach (29) addiren, erhalten wir:
A Y A\ D)
da Apy=y—1); Ax==x—17, worin y und x, also die Coordinaten der gegebenen

d(A %)+ di

d tang n -

Punkte, Constante, und nur § und r verdnderlich sind. so ist d(/A\ 19) = —d 1.
d (/s y)=—3dy, und wir erhalten somit nach (41):

&1 v 1)
.II &l 8y =
C08™ n FAS § P
Jeos*ndy ecos'n
N == e o 1.

=

Bezcichnen nun s, s, . . . die Entfernungen des Punktes P von den we-

COs 1 1

gebenen Punkten Py, P,.. . ., so ist: cosn alsn — , und ferner
. = AT =
sin n
—— — tang n — — also
r . Cos 11
i g I
dn -SMMNn oy ——easndy
8 g
wodareh wir dn in analytischem Winkelmasse erhalten. In Sekunden ausgedriickt
18t al
~'Ill| n COB N
i‘]|| o'’ — 0 X B (s 1.
o = : g = )
Demnach ist in (116)
8111 1) cosn ™
| 'rJ’J- & Iil___' —--H”—-- ) (Il'r_J
g = £ 3
*) Ein anderer Ausdruck fiir a und b ergiebt sich folgt: Da adx die in Sekunden a

wedriick

um den Bet

als die Aenderung von n, welche einer Aenderung von A v um 1(1 m) entspricht.
? F

te Aenderung der Neigung n vorstellt, welche durch Aenderung von ag &% ent-

FA

steht, 50 ista nichts Andere

Durch partielle Differentiation der Gleichung log tang n — log A 9 —logy\ ¢ nach A r erhalten wir, wenn

=dlog A r. Ist nun die Aende

forzeichen  un Wk von Ar=1, so

kann die zugeh log A 1) durch Bildung der

Iafeldifferens erh

werden. Sie sel = D s D o die Tafeldifferenz
[Ang n

tangn fiir 1

o 50

Aenderting des log tang n fiir = i und es ist nach

D,
. Analog findet man b Es erhilt ‘'nun, wie aus (I a tas
}
angn
Vorzeichen von b das umgeke 1 %O T
Graphisch kann man a f finden: Man triigt die Punkte P und P, mittelst ihre:
Coordinaten 1) und v, 1 h der Zeichnung die Linge s, dindert nun die Abscisse r

hy auf den Strahl s, so ist —— p*—a. Entspreéchend
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Die geinderten Neigungen »=n 4 d n sind nun nach (116)
r—=n-+ady+hoy. 118)
Vergleichen wir diese endgiiltigen Neigungen nach Anleitung des § 9 mit
den beobachteten Neigungen ¢, so kommen die Verbesserangen v zum Vorschein.
Wir erhalten die Fehlergleichungen (77):
Lt ] o r —I— h1 d 1) — 5'1 ]
] b

: . (119
dy kb, oy +1, J (&2

o "y

eLe,

durch welche wir durch die Minimumshedingung [v v] = minim. zn den Normal-
gleichungen (79) gelangen, aus denen sich dy und dx nach § 9, 8) ergeben,

Neben den aus Gl (82) und (83) sich creehenden Rechenproben verschaffen
wir uns eine weitere, die gesammten Ausgleichungsrechnungen controllirende Prohe,
- dAom wir mit Hiilfe der endeiiltizen Coordinaten y -+ 0y, x -+ dy die Neigungen »
ableiten und die Verbesserungen v = » — (@ + ) bilden, welche mit den aus (118)
berechneten Werthen v iibereinstimmen miissen.™)

Der mittlere Fehler der Beobachtungen ist nach (87)

Riickwiirtseins¢hneiden.™)

Sind zur Beobachtung eines Punktes nur Beobachtungen auf diesem Punkie
selbst ausgefithrt, so erfolgt die Berechnung der geniherten Coordinaten nach fol-
genden Formeln:

Geegeben seien die Punkte P, P, Py, Fig. 40, gesucht der Punkt P, aunf
welchem die Richtungen nach den gegebenen Punkten, also die Winkel a und f
gomessen sind.  Wir finden zunéichst die Neigungen r'L’ and », auf bekannte Weise

nach den Formeln:

Y 1
tatig v HEE e
i :\'” - :.(: (l ; .
. : 20)
i Y ¥b
SR e T
e X
in

sowie die Langen a und b nach den Formeln:

L, Y. X X
m v 1n
i — - o i
- m m
SN ¥, COs ¥
(121)
y ¥ X —X
o n
Iy
m
GO r'!.
erhalt man durch Aenderuny der Ordinate y um 1, und durch Fillen des Lothes h,, — 13" L. e
; 5

das Abgreifen von Centimetern ge-

Aenderungen de

stattenden Masss 5 in Metern ausgedriickt, und setzt man
o 3 : - e - w6 ) R o 1o e
— — k. 50 ist a h. o b h.. , Worin aue Tabelle TII des Anhangs entmommen werden Konnen.
R y : i
100 8 Yig &
} N pr. Verm.-Anw. crhalten die aus (111) gebildeten Werthe die Bezeichnung u. Ihe

Probe lautet dann: u soll

) I'rigon. Formul. 11 der preussischen Verm.-Anw.
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erner kennen wir:

A

Setzen wir o = -7 1§ Q. s0 13h:
@ - T — (125)
und es kommt uns nun zuniichst daranf an, {3 w oz berechnen. um mit Hiilfi

von (123) zu den einzelnen Winkeln ¢ und o zn gelan

— Nuach dem Sinns-

SalLe 180:

152

| L

Hieraus erhalten wir nach einer bekannten goniometrischen Formel, wenn wir

Ziahler und Nenner des Bruch

auf der rechten Seite durch b sin e dividiren:

pE ¥
i S o

by s e

oder wenn wir

tang (124)

setzen: 0 — il i 1y |

&) |

T
tan il

1 | 4
COT — —t —_
-.’Ir i T

.:|.|3_-'|—-

oder auch tangy —— —_

; L g [ | .
( i a1 —— — tang — To g [ '
il tang 5 (AT . cot | 7 L. (125)

(126)

Endlich ist nuon:

2_ 81
a i

oder wenn wir s, durch den Sinussatz ausdriicken:

.




e o e T A

SR e

| a sin (e - @)
Y — " xin
o S ¢t =
nnd analog
a sin (a -+ )
y X, — —_— P08 P
# ST @ (126Ga)
bosin (f <)
¥t e I T
; 8111 2 p
e e
0 8 (g == )
Xy e W L
2 sin [

Die 1

age des Punktes P bleibt nnbestimmt, wenn derselbe in der Peripherie
des nm die drei gegebenen Punkte beschriebenen Kreises liegt, in welchem Falle

a und f Peripheriewinkel dieses Kreises werden, daher fiir jeden beliebigen Punki
in der Peripherie gleich bleiben. Hieranf hat man bei der Auswahl der drei zur
Berechnung der geniherten Coordinaten zu benutzenden gegebenen Punkte zu achten.

Aufstellung der Fehlergleichungen: Wir berechnen zuniichst mit Hiilfe der
herten Coordinaten, weleche sich analog (113) ans den Formeln (126) ergeben.

di¢ geniiherten Neigungen ng, n, . . . nach (114). Ziehen wir von jeder einzelnen
der Neigungen n,, n, . . . den Winkel o, I, a,*) ab, so erhalten wir dic Werthe:
W, n, — I'_-II: - r,-_E.J = n, (3 s 5

W, =n,—(n, —a;)=mn, —o,

W, = I, (1, o) =1, 0,

Die Werthe w miissten nun, wenn sowohl die geniherten Neigungen n als
dic Beobachtungen e fehlerlos wiiren, mit den Beobachtungen e iibereinstimmen,
wie sofort ans ]“ig‘. 38 klar wird., wenn man sich in dieser die Bezeichnungen 1 ,
1 . « 8tatt Vi ¥ots oo geschrichen denkt. [ Wahrheit -'I'f_{:r]n_'l. sich aber dia

Widerspriiche :

f; Wy — 0 |
| W o,

l (128
I': R “lu “n

und es kommt nun darauf an, die gendherten Coordinaten 1 und y um die kleine:
Betriige d y und dx so zu verbessern, dass die Summe der Quadrate der dann
noeh ]Hbg'i_g' hleibenden \’\ri.l-l|'|".-=}|'.‘l'i,i'-§'|l'. welehe wir .i!'l'.ﬂ mit v bezeichnen, ein

Minimum werde.

Durch die Aendernngen der Coordinaten um dy und dx werden sich die

Neigungen n um dn dndern, und es ist
dn—adx-{bdy

worin 2 und b nach Formel (117) za berechnen sind. Die endgiiltigen Neigungen »

groehen sich somit:

v —=mn, +a dx—+ b dy |
3 24)
’ n, +a,dx -+ b, dy | (129)
ete




Hieraus erhalten wir, indem wir wieder von den Neigungen » den Winkel 07, = ¥y — 0y
abziehen, die Werthe:
ny4adx4+bhdy —o,=w", | (150)
n, —a,dx +b,dy — o/, =w/, | e
ete.

nuti noch dbrig bleibenden Fehler sind analog (128)

Vi w'y —ay
Y, =Wy —,
ete.
oder nach (180), wenn wir das uns noch unbekannte o', = o, — z*¥) 'setzen:
vi=m+ydxt+bdy—o,tz—o

Vo=1, +a,dx+b,dy—o;,+2—a,

etec.
oder da nach (127) n; — o, —w, und nach (128) w, — fj, also ny — o0, — @y =14
und analog n, — 0, — a, =1, ete.:
- fi £ b SEEN :
vi=h+teztadxthdy | (131)
v, = L +zta,dx+hdy |

ene,
[Iin z zu eliminiren, bilden wir aus diesen (leichungen das arithmetische

Mittel:

[ [ |a by
Al 2 il
I Il I Il
welehes wir mit einfacheren Zeichen schreiben wollen:
Va1, +z+a dx-tbh dy

Ziehen wir diese Gleichung von den e¢inzelnen Fehlergleichungen (131) ab. so

erhalten wir

Vi—Vm —h— 1 4y —a Jdx4+ (b, —b )dy b
o .\.Il] == f‘.‘ . r||\. = (:"_' s ;lllf-.i d x S “".'- - hln.] d hf l ! e

I'_
welehe Gleichungen wir, um wieder anf die Form der Gleichungen (77) zu gelangen,

unter Einfithrung einfacherer Zeichen schreiben:

i B agydxdDbydv
1 .1 ! L1581 ! i 1 o ] { 1_::.3)
b, =% +a.d=x+b,dy |
EtC.

e Bedingung [by] minim. fihrt uns dann wieder zu den Normal-
gleichungen (79), deren Auflisung nach § 9, 8) erfolgt.

Der mittlere Fehler der cinzelnen Beobachtungen ergiebt sich nach (87), da
drei Beobachtungen zu einer einmaligen Bestimmung des Punktes P gehoren:
vl

n i

m

L6 «y a1 bilden, kionnte man auch o My — Oy,  Oder o'y = v, — oy ete. hilden,

1 ik -
cigentlich das

n

> fur den Orientirungswinkel o, werden etwas differiven und wir miis

etzen. Indem wir o'y =0, oy — 2 setzen, stellen wir in 2

arithme

che Mittel o n Statt ofy eir
i Die uns moch Unbekannte z ist nun 2 eliminiren,

ugleich den Fehler

wie dies in Folgene

*) Die Bildung ¢ f 1 de rarthe : b A sfolgt in

: Sildung f;; und der Werthe a By L |::” i i eri n

Abth. 4 des trigon. For ~Anw. Als Rechenprobe hat man gemiss (61) [a il
1 b i f 1)




Als Reehenprobe leiten wir mit Hilfe der endgiltigen Coordinaten y 4 d y,

y +dx die endgiltigen* Neigungen » ab, bilden die Grossen wy = (1 — 0,)— a4,
!\-l
v, = (¥, — \1“) — a, ete.. ziehen das Mittel = V,, Von den einzelnen Grissen v ab*),

11
«0 miissen die =o erhaltenen Werthe mit den aus (182) sich ergebenden Werthen v

ihereinstimmen.

e '!J'.JF
§ 23.

Das combinirte Vorwiirts- und Riickwiirtseinschneiden.

Die Berecchnung der gensherten Coordinaten erfolgt nach § 21, die der ge-
nitherten Neigungen n und der Werthe a und b nach (114) bis (117). Die Fehler-
gleichungen fiir die Vorwirtsheohachtungen werden nach § 21, Fir die Rickwirts-
beobachtungen nach § 22 angesetzt, d. h. es werden fiir die Riickwiirtsheobachtungen

die Grossen a, b und f um ihre arithmetischen Mittel a_, b, £  gekiirzt, dann

aber die Quadrate a;ay, a,8, . .. oy bbby, byby . . ., und die Produkte a, by,
ab,. .. oafy; s f ..o bfy, bof .., . fiir die Rickwdrts- und Vorwirts-
richtungen je in einer Summe vercinigt, um die Coofficienten der Normal-

;_f;,r'-i.i‘}lﬂl'l._f_(rll |:u :||_ ||'| ]l' ete. Zn erhalten,

§ 24
Einschneiden mit graphischer Darstellung der Visirstrahlen.™)
1) Die Berechnung der geniiherten Coordinaten erfolgt nach § 21, Sind
Yiickwiirtsrichtungen vorhanden, so werden diese nach den Vorwiirtsrichtungen
orientirt, welche Rechnungsoperation ganz nach dem Beispiel des § 20 erfolgt. Es
worden namlich die aus dem trigon. Formular 5 des § 20 entnommenen orienfirten
Vorwirtsrichtungen ¢ in ein ihnliches Formular eingetragen, diesen die entsprechenden

[n— a]

Hiickwiirtsrichtungen e gegeniibergestellt, der Ovientirungswinkel o

=
= z

Il
hildet und lnerzu die J";J'ilh:ql':‘]lll|ll_{r'll a der Reithe nach addirt, Ihe so erhaltenen

Neigungen 1y werden gegen dic durch die Vorwirtsheobachtungen erhaltenen

i), : ; ; ; Ll
Neignngen g etwas differiren, und wird daher das arithmetische Mittel w S
in die folgenden Rechnungen eingefiihrt.

Je weniger Vorwiirtsrichtungen vorliegen, um so unsicherer wird die

Orientirung der Rickwirtsrichtungen, mit um so grisserer Vorsicht muss das im
Folgenden beschrichene, sonst aber sehr gute Resuoltate liefernde Verfahren an-
;;'-~\\'0||L{._-1 werden.

Seien nun die genitherten Coordinaten des gesuchten Punktes Py —y und p
aus irgend zwei beobachteten Richtungen berechnet worden, und denken wir uns
zur Abscissenaxe in der Entfernung 1) eine Parallele gezogen, Fig, 41, so kinnen
wir den Punkt p, in welechem  diese Parallele von der anf dem Punkte |"1 hg-
obachteten Neigung gy geschnitten wird, berechnen. Bezeichnen x; y; die Co-
ordinaten des gegebenen Punktes P, 1, die gesuchte Abscisse des Punktes p, so er-

giebt sich aus der Figur ohne Weiteres:

*) Behufs Elimination des in der Anmerkung anf Seite 74 ged: Orientirungsfehlers.

2 der pr. Verm.-Anw,




L =% 1T —x l
Hierin st der Klammerausdimek:
(1 —x) ) — ¥, cofixu, l
‘hit.

Wiren die genitherten Coordinaten und simmtliche Neigungen o fehle

aus welchen beiden Gleichungen sich y, erg

so wiirden die anf simmtlichen gegebenen Punkten nach P beobachteten Qichtungen
die Parallele in einem und demselben Punkte. und zwar in '[’: treffen. Da diese
Voranssetzung in  Wahrheit nicht zuntrifft, so werden die berechneten Asxen-
:!].i:‘-']'.ﬂl_li.l' _'['I_ Vool iiaca Hn'i-ru- [J_;.ﬂ.'.‘]'l'll?.!'ll i-’.l'E;_frll. ri‘l'illc,ﬂ man  dieselben il_- 2108811

Masss

ibe, (1:10), aunf einer graden Linie, — indem man sie bis auf die Einer-

stellen und die folgenden Decimalen kiirzt. von irgend einem Punkte aus ab.
and tript in den 80 ZOWONIEnen Punkten 1. 2, 8. 4. Fig, 42 |||-z[i;;|||":1 die nm 180"
gefinderten Neigungen g, pt,, ¢4, . . . an, so gewinnt man ein {ibersichtliches Bild

der Strahlenschnitte, und es kommt nun daranf an. in dieser Schnittfigur die wahe-

scheinlichste Lage des Punktes P so zu ermitteln, dass, wenn man die Neiguneen i

in der Weise dndert, dass sie simmtlich den zu ermittelnden wahrscheinlichsten

Punkt P treffen, die Summe der Quadrate dieser Aenderungen ein Minimum werde.

d u sehr kleine Winkel sind, so kann man die Bogen d u

Da die Aenderung
gleich den von P auf die ecinzelnen Strahlen gefillten Lothen setzen. welche wir
mit h bezeichnen. Die Winkel d g sind also, in analytischem Masse ansgedriickt,

.

wenn s die L der einzelnen Strahlen, also s die Linge PP 8. die

: ¢ ’ h* T
Linge P P, ete.®) bezeichnet. Die Aufoabe lautet also, es soll l l zum Minimum
.8

werden, Sind die Strahlen zum Theil einseitig, zum Theil zweiseitiz beobachtet,

g0 sind ihnen die Gewichte 1. bezw. 2 ]Dt'i}tl]]l'}__{t'll_ Setzt man  die Strahlen-
rewichte t, wo also die einzelnen t entweder | oder 2 sein MiSSeT, je nach-

dem die Beobachtungen ein- oder zweiseitic ausgefiilet sind. und setzt man

t P
— — P, so lautet nun die Forderung
[p h*] = minim.

ri (les

Nach dem Bertot'sehen Verfahren findet man die wahrscheinlichste Liag

Punktes P in der Schnittfigur wie folgt: Man schlage um einen durch Schiitzung
bestimmten, also angeniherten Punkt P einen Kreis, nehme in der Peripherie: des-
selben einen beliebigen Punkt Q an, falle von @ auf simmtliche Strahlen Lothe.
und verliingere dieselben bis zum Durchschnitt mit der Kreisperipherie. Bezeichnen
wir diese Durehschnittspunkte mit §,, §, ete., die Fusspunkte der Lothe mit B, F, ete.
und ermitteln wir die Coordinaten simmtlicher § und F, tragen mit den arith-
metischen Mitteln derselben als Coordinaten die Punkte K und F ein, zichen nach
einander die Linien Q FT,, Fig, 48, T, KT,, T,MT, T, Q. so liegt der zu be-
T, T, QF

stimmende Punkt P anf dér Linie Q T,, und zwar ist Q P - wonach P

gefunden werden kann.

s kann man nach der trigonometrischen Netzlearte ermitteln, nachdem man

dieselbe den Punkt P mittelst seiner geniiherten Coordinaten eingetragen. Die Grissen — liefert sodant
& -

Tafel 111 Anhang =

¥) Die bexiglichen Rech in Abth., IV des trigon. Formul. 12 ausgefithrt




P

Den Beweis dieses Satzes werden wir, um den Zusammenhang nicht zu
unterbrechen, am Schlusse dieses Paragraphen bringen.

Die Bildung des Mittels der Coordinaten der Punkte § und I erfolgt wegen
der versehiedenen Strahlengewichte p nach (73).

Zur Probe fiir die Richtigkeit der Construktion werden von dem gefundenen

Punkte P auf die einzelnen Strahlen Lothe gefillt, die Coordinaten der Fusspunkte

derselben  ermittelt, der (mach (78) zau bhildendes) DMittel die Coordinaten des
Punktes P eeben muss, wenn die Minimumsbedingung erfiillt sein soll. (Vergl. Thi. I

87, Beispiel 2)).
Nachdem man die Lingen der Lothe h ermittelt, findet man den mittleren

Fehler [phh)

1l

o

L

11 -

driicken. haben wir, wenn h

Um die Verbessernngen d p in Sekunden ausz
in Cenfimetern, & in Metern ausgedriickt ist

o'’ h

A e’ = -
g 100 . s
IJJ
oder filr = k, und fiir dp’’
1000 3
k
V — h
q

wi e Grossen sind.

] 111 _\:|J|:|'Ij-_’ zi entnehm

renn Nelgungen v ab®),

runeen i -+ um die Grissen v differien, worin

Leiten wir aus den endgiiltigen Coordinaten die endgiilti

regen die N

50 \\.n'i'||.-|| ||i|'-' .-II'_'|| {

I"Il|'1'|r"g| 151,

¥
55

i
eine Probe fiir die Rechnungen

len vorkommenden Falles Erwihnung th

hiswe

Wir miissen noch e

dmbich irgend einer der Strah annithernd der Absciss

enaxe para

nahe 0" oder 180" ist. wie in Fie. 42 der Strahl ab. Hier wiirde der

whstand 1. sich so gross ergeben, dass er auf dem Papierbogen, den man zur Auf-

tragung der Schnittfigur benutzt, nicht Platz findet. In diesem Falle denkt man

sich durch den durch die s_f-’lli'llf.-‘l'lc-l: Coordinaten hestimmten Punki P eine Parallele

sur Ordinatenaxe und berechnet. den Schnit

tpunkt des Strahls mit dieser Parallelen,

1. h. man bedient sich statt der Formeln (133) der analogen Formel
Vs =5 + (05— 75) |
1 V. — (% x.) tang pu. |

woraus der Axenabstand 1. zu bercchnen ist. Da in

Abstand der geniherten Ordinate zur Abscissenaxe ged: Parallele darstellt, ihre

or Abstand des Schnitt-

Entfernune von der Abseissenaxe also h ist, =0

punktes 5 von dieser Linie = h. Diese Grissse st anf o Parallelen zur
Ovidinatenaxe. Y Y. von der Linie X X aus nach vechts oder links abzutragen, je
iachdem sie positiv oder, wie in der Figur, negativ sich ergiebt.

9) Bertot’sches Problem.**) In einer Strahlenschnitifigur, Fig. 44, soll ein
Punkt P so hestimmt werden, daszs die Summe der l-.?'.l::dl'.'lli' der von demselben

anf die cinzelnen Strahlen gefiillten Lothe ein Minimum wird.

) Abthl. 'de Formul.
j Nach ¢ von Steusrrath sungswesen, Band XIIL




AL O

Es seien: 1) P der gesuchte Punkt,

2) Q ein belichiger Punkt innerhalb der Schnitthigur.  Von Q
werden Lothe aunf die einzelnen Strahlen gefillt und deren Fusspunkte mit F;, F, ete.
hezeichnet. F sei der Schwerpunkt der Fusspunkte, so dass. wenn d ¥, d X; die
Coordinaten der einzelnen F bezeichnen:

_ d Ir, - d }']-: .

a) d yp= TET
dxp +dxp + ..
]I] |1xj.._ #_‘1‘_ S5
I

Ferner werde iiber QP ein Kreis geschlagen, die Durchschnitte der vor-
erwihnten Lothe mit demselben mit K,, K, ete. bezeichnet. — Die Coordinaten des

Schwerpunktes K der einzelnen Kreisdurchschnitte sind:

d¥,, +dy, +- .-
c) dyy —_ e
> I
dx, +dx, 4+ ...
d) d Xy, ! -
2 I

[. Die Schwerpunkte K und F fallen zusammen,
Beweis: ¢

e

Nach den Bezeichnungen der Fig. ist:

1) dyp —d Yi, =Fye.
d = d Xy - K¢

Da / PK, Q= 90" so folot:
£X I'-l‘_: H:: e 1,.: Pd, also
‘1_: C—%, d

i }'i'_,_[l'-‘-'.!‘ =il Yp,— 1)

wenn ) die Ordinate des Punktes P bezeichnet.
Analog erhilt man:
Kic—=dx, —1

algo nach 1) d Y7, = d Yi, = d Yo.—
dxp —dx, —dx, —y
und analog: .
2) d Ve d Yk, —4¥p. —
Xp —dx -dx, —1.
d Xp —dx 1x, ==y
Durch Subtraktion der Gleichung ¢) von a) ergiebt sich, wenn man fir
dyr—d v ete. die Werthe nach 2) einsetzt:
dyp —dy, = yp — )+ (dyp, — )+
=dyp, +dyp, + .. ..—ny.
Nach der Minimumshedingung fiir P ist aber, (Thl. I, § 37, Beispiel 2)):
d¥p -Fdiyp % L a=n
also dyp —dy, =0, oder dyp =dy,. und analog dx; = dx,.

II. Wird um den beliehigen Punkt MM mit Wt Q ein Kreis geschlagen, die
Perpendikel Q F bis zum Durchschnitt mit dessen Peripherie in den Punkten L

e ... verlingert, so liegen in diesem Kreise die Durchschnitte § . @, . . .. ihr
- r 1 -4




S AP LT

Schwerpunkt § und der Mittelpunkt 9% beziiglich lihnlich zn den dem Kreise iber
P Q angehorigen Punkten K, K, . . ., F und M.
Beweis:

Das Polygon &, ;... &, ist ~ dem Polygon K, K,...K,, denn die Pe-
ripheriewinkel bei  sind fiir beide Kreise gemein, mithin die zugehirigen Centri-
winkel gleich, — Denkt man sich nun die beiden Kreise nach Anleitung der Fig. 45
mit ihren Mittelpunkten zusammengelegt, so ist nur noch zu zeigen, dass § F I eine

Gerade ist.  Es ist aber, da nach Id Yr =4y,
a) nd ¥p - d Yk, 4 d J'.k_. 4 ..
p) ndxy —dx, 4-dx; .
1 x4
und y) nd Y - dyg +dyg,

d) ndxg =d Xg T dxg,

Bezeichnet man ferner die Neigungswinkel HM &, HM&, . . . mit «,

@, . . ., 50 ist, wenn man die Radien der beiden Kreise —r und R setzt:
d vy, reina, und dx,_ =rTcose,
Yk, 1 k,
dy, =rsing, dx, =rcosa,
¥ o - A',' -
eue, enc.
dy, = Rsing, d Xy R cos «,
k) ) gd |
: I 4 i
d ‘\,\t._. - IR sin Ly !l "L.\i.: }a c09 g
ete, ete,

Setzt man diese Werthe in die Gleichungen a)—4d) ein, dividirt «) durch y),
f) durch 4), so findet man:

d yp rsin @ + rsineg + . o
dye Rsine, 4 rsinag 4 ... R
Ehenso findet man:
.
also: dyp:dyg=dxp:dxg=r: BE=FM:§ 9

woraus die dhnliche Lage der Punkte § und 9t gegen F und M folgt.
[II. Ist nun P noch unbekannt, so geben uns diese Aehnlichkeitspunkte das
Mittel an die Hand. P zu construiren. Man verbinde Q mit F, Fig. 46, und ver-

lingere Q F nach T,, dann sind T, und F, #hnlich gelegen, wie alle Punkte
der beiden Peripherien, welehe mit Q in grader Linie gelegen, (vergl. den Beweis
zu II beziiglich der #hnlichen Lage der Punkte & und k). — Zieht man weiter
T, K Ty dann ist Ty der Achnlichkeitspunkt von Q, denn da T, mit T,, und F mit §
ahnlich liegen, so sind die durch T, und F und durch T, und § gezogenen Schnen
Achnlichkeitssehmen, mithin deren Endpunkte ) und Ty #hnlich gelegen. Zieht

man nun noch den Durchmesser Tq M T,, dann ist der #hnlich gelegene Durch-
masser L) P und der mit '|1; fihnlich gelegene Punkt P noch zn bestimmen.

Man verbinde @ mit T, dann ist £~ T, Ty T,=T,Q T, Wegen der &hn-
lichen Lage von §. Ty, M gegen F, Q@ und M ist weiter / & Ty IN=FQM,
folglich auch T, Q T, =FQ M, also Q M-T, ¢ine Gerade, mithin P &hnlich zu T,

_‘:_‘:I'!_"E_{J'“. Es 15t somt:

R T T FQP
TeT, . QF
e e

also QP

— e e T e




3) Lisung des Problems filv drei Strahlen. Sind nur drei Visirstrahlen
vorhanden., so entsteht ein fehlerzeigendes Dreieek, unsere ,-\!]I'g;ﬁ:.- lantet dann also:
In emem Dreéieck ist ein Punkt P so zu bestimmen. dass die Summe der
Quadrate der von ithm auf die Seiten pefillten Lothe ein Minimum wird.
Bezeichnen EJ__I. ltl.' |L._ diese Lothe, so besteht die ]'r-'l]il.'g'llll_’_'.'
1) ah, + hhy 4 eh, 2F
2) ||”" =8 + h.? .
Durch Differentiation von 1) erhal
3) ad ||_l bdh, 1 ecdl
and aus 1. 2) infolge
4) b, dh, + h, dhy 4+ h. dh 0

der Minimumshedingune:

] i L :
and aus o) die f|||'|'|'-'-,.|-|,-\.rJ|"\,'|:‘,||i:_.";

8 akdh, +bkdh, +ckdh. 0
und wenn wir die Coofficienten der d h in 4) denen in 5) gleichsetze:
a) h, aky hy bk, h ek

\‘-:.i.l'l'll den !-I“I:'_""I h ver '!'i-'lil'ill' [.ll'\\'il'f'”'.' :"--;xll::-g'--“, a0 wiirde das an .il,--L-

GL 1) und daher auch an Gl 3) nichts #indem, dagepen oeht 4) diher in:

p, b, dh, 4+ pyohy dhy 4 p.h. dh, — 0
o ! i n | I 0 C (
woraus wir analog mittelst 5) erhalten:
1 . Iy Loy
h_ — k, by, — &, h, — k.

oder Dh by ch =—:—. Mhat s

.-‘l[éll: hat daher ein ||-'||: f -='|'7-"i,'_L"'|'I"|I []~-.,-i.-|-i.;.- sahnliches |3,-,.i,.,.':\- Z1l COI-
struiren, Fig. 47, derart, dass die correspondierenden Seiten beider Dreiccke unter

: e i S s Iy [ .
sich beziighich die parallelen Abstinde —, —, erhalten, sodann die corre-

Pg Py Pe

‘*]I(J'uilii"""'lli“i! [‘:r.]u-rl der [Jl"'ill"'k-' mit -'i=|ht|l]":' FA \'L"I'::J-Il'i;l'!l. JFil' \‘I'I'llifll{l["

man von P die

linien schneiden sich 1m  eesuchten Punkte P, denn

1.'1|'|'_-' |:_|.. :'15,.. E] 50 T\'\'|'E|:|ii-'|: .|i.-4.- W6 -i.i-- A]-ul:’ilzniu- |j C"f||'!'|'--}lr|!||.|il_!'<'I||.|.-!:

Dreiecksseiten, d. 1. wie — s s — wie Gl 7Y erfordert.

5 25
Einschneiden fiir zwei Punkte.
Hs sind zwel nen zu bestimmende Punkte B wand By itige Visur

verbunden und sind weitere Visuren nach gegehbenen Punkten vorhanden. Die Co-

ordinaten der beiden Punkte P, und P, sind zu herechnen.
Zu emer einmaligen Bestimmung der beiden Punkte sind anf jedem der-
Punkten und dem anderen

nen zu bestimmenden Punkte zu beobachten. Bezeichnen in Fig. 84 A und B die

o reoplien

selben mindestens die Richtungen nach foe.




zu bestimmenden, € und 8 die gegebenen Punkte, so kann die Auflésung der

Dreiecke A B € und A B S nach Formel (100) und (101) erfoleen. in welcher e

E

Es 15t llli"‘-'l' Aut

als

tfernuneg der on einander bekannt, nnd g die Unbekannte ist.
gabe bekannt unter dem Namen der Hansen’sehen Aufzabe oder
der Aufgabe von der unzugiinglichen Distanz.

Hat man liberschiissige Beobachtungen, so erfolgt die Berechnung der ge=

niitherten Coordinaten nach § 22, oder, wenn

anch Vorwirtsheobachtungren vor-
liegen, nach § 21. Sodann berechnet man in

hekannter Weise fiir be neun zu

& 1 1 s T &
bestimmenden Punkte die gendherten Neigungen n,

ny., Letztere sind pun

durch Aenderung der geniiherten Coordinaten um die 1
i':r'_"TI'E'}'_J"I' d n_, . I, 210 findern. [iege Aendernneen sind fiir

1) fiin

eine Aenderung erleiden:

dge dy und dx um die

den Punkt P,

die Richtung von P, nach P, da beide Endpunkte dieses Sirahls

d Iy, Ay 0 S ]-:. d ¥ c.d e L 'l-. li\

2) fiir die dibrigen den Punkt ]’:__ bestimmenden Richtungen:
d i —apdx. by dy,
dn, =a,dx, -+ b, dy,

ete.

rggleichungen werden daher lanten, (unter Berticksichtigung des

'.\I:'il'li[i|'|_i[;|__l'~|.-.‘i:i|'['r-1 Z. vergl. 5 ‘J=)_;-_
Vi Ay dx, = -||.. d Vo L 1B LAk o ' d Yy = %,
vy —a,dx, by dy. L f

Vg — ag dx, by dy. + 1

: . i TR i a
und analog fiir den Punkt 1’:| (154)

V. a,dx, +b,dy, + ey dx, +d,dy, + 2z + L
v, a dx, 4+ b, dy, +1;

vy s dxg -+ Db, d ¥i

ens

Indem man diese Fehle

eichungen quadrirt, addirf, die Summe der Reihe

nach nach den vier Unbekannten dy_, dx_, dy,, dx, differentiivt, die erhaltenen

|':.:‘i".'i'i']ﬂE,':;i!'l'llﬂ‘:l'l||_‘.'|'_'. =} setzt. erhiilt man vier Normalgleichungen von der Form

des § 9. 4), aus denen sich die vier Unbekannten nach den Formeln (84) und (85)

erceben.

§ 26.

Einschneiden fiir zwei Punkte mit graphischer Darstellung
der Visirstrahlen.
.“\li!:||

zwel nea zu bestimmende Punkte dorch gegenseitige Visuren verbunden,

¥y
s0 kann man deren nach § 24 darzostellenden Schnitthguren durch gegenseitige
Wechselverbesserungen berichtizen, ehe man in denselben die wahrscheinlichste Lage
der gesnchten Punkte endgiiltig ermittelt, Das folgende einfache Beispiel wird das
wfahren verdeuthichen, Die Punkte P.l und P, seien in der in Fi
Weise bestimmt,

dessen Bestimmu

r, 48 aneedenteter

Man berechne zuniichst die gensiherten Coordinaten fir P, zu

da Py, noch unbekannt, zunéichst nur zwei Strahlen zu Gebote

1, hieranf berechne man P'.‘ unter Einfibrung des vorlinfig hestimmten

(&




]_"I'..fI!d' 3 P.

Die Schnittf

sz also P, aus drei Strahlen erhalten wird.

S0

fehlerzeigendes Dreieck, — Fig. 50, Schaitthgur

iehigen Punkt P desjenigen Strahls al, welcher die Visar

cbes P bhenutzten
so die Schmtthgur fiir P.. In der Schmtttigur fiir Py, be-
¢ des Punktes TJE;' Man
den Punkt p,. Zieht man p, a’|[ba, so erhilt man auch in der
fiir P, ein 1

hestimmt. Die weit

fiir P, . In einem
|E.'II:'1|| 1)'t x'g:‘ll""-ll'._l'l._

Neioungen an, und

man  die zor Bestimmung des Pw

" - 1 3 | he |
Wanrschelniicnsoe 4

stimme man nach § 24, 3)

wwrendes Dreieck. in welechemi man den Panlkt P i glel

Parallele P. L' werbhe
-"fl‘l'..'I!I:Hf:._'_','LIl' fiir P, und somit die |.‘:|.-_IL|I des Punktes py. welcher nach |'i-' ricken
\.-.J'|'|[, j‘:]u-li:-;ul '\.':-|'|u'3~':~'.-:'! -'li-- I_)." |Il |l;_J .'l” LL':": ‘.'-:-il.»'l'?.-' J-_-'--|:.'|_|- [J‘.'l_'i"l"ii I|r'.|‘

Schnittfigur fiir P.. Der Punkt p, ri
o

das fehlerzeipende Dreieck der

'

kt infolge dieser Vi

IBSSEIUNY nach

Diese Wechselverbesserungen sind fortzusetzen, bis eine wesentliche Aenderung der
Punkte p nicht mehr erzielt wird.

il :-':_L'J[ Vi1 :---Eln".

Jedem W
Nenbestimmune der Punkte p nicht immer wieder das Verfahren des
It vt in dem Dreieck A B C, 1

unkte p ihnlich ge

| + 5
1t ‘.:ll.'ll ) |

1CreneIl -};‘-II:

s der Ficur ohne Weiteres vers

Wy | '
foloendes dire

Lresptzt ma

soks D hb bilden, sondar

witrde sich auch di
also auch der Punki
:Ill’.'h eine Yerschieb
das Ve

o || ||i" P:I. e \ I
die Punkte I’_: und '['.:,
and n, die Entfernune der Parallelen aa und b b von einander, d.

der den Punlkten und P, dhnlich

n Punkte p. und py

threr (e1 b LN &

lerzeigenden Dreiecke mit x,  di

letzteren Dreiecke mit h, und hy, die Hohe der Dreiecke A B C 1

g0 1st: I} x:h m: H

nnd wetter: 1) h h,

setat man b I y. 80 ist na

my, und nan erhilt ans 1) and 4




e e

e

Diese Gleichnuneen ergeben, nach x aufgeldst:

[st hieraus x gefunden, so theilt man H - x gemiiss II nach dem Ver

niss m:n, um die Hohen h, (=ny) und m v) zu erhalten. DMit Hiilfe dieser

n lassen sich die endgiiltigen fehlerzeicenden Dreiccke A aa und Dbb con-
struiren und werden in denselben die gesuchten Punkte p. und p, nach Anleitung
der iL_" 19 erhalten. Bine Probe fiir die der (

Satz, dass diese Punkte in den verlingerten Basen hb und aa

T4+ TR x|
OnsStIMmETIONn cewanrt der

27.

Wiederherstellung verlorener trigonometrischer Punkte
dureh Riiekwiirtsvisnren.

Man ermittelt zundichst die ungefiihre Lage des verlorenen Punktes mit Hiilfe

des vorhandenen Ka

snmaterials, bestimmft die Coordinaten dieses vorliufiocen

Punktes durch Riickwirtseinschn denselben gegebenen Punkten, welche
frither zur Bestimmung des verlorenen Punktes gedient hatten. Aus den Coordinaten

des vorli fij;‘u'i: ]-_Jlll.!-\ll"-' und denen des ¥ el OTENen P'_i‘i':\',n-d Tiiast sich die Hx-

e, (d. h. die Entfernung beider Punkte von einander). sowie der Win

srleiten, den die Strecke e mit irgend einem der nea beobachteten Strahlen ein-

Hlemente zur Wiederherstellung des gesuchten Punktes

herechnnng des vorlitufigen Punktes kinnen die bekannten

Coordinaten des verlorenen Punktes als genitherfe Coordinaten des ersteren

Punktes, die bekannten Neieungen der von dem verlorenen Punkte nach

Punkien hin ausrehenden Strahlen als irte Neigungen beniitzt werden, so dass

lie Berechnung dieser Elemente, die der Griissen a und b nach (117)

eriibrigt.

Einschalten.”)

Sind in Fig, 29 a und o gegebene, b, e, d. e nen zu bestimmende Puankte.

135-' _l\.‘l:l;_

chung des Netzes ganz nach § 17. Die Basis a o ist bekannt,

mithin kimnen simmtliche Drelecke des Net: lann die Coordinaten

& 40 herechnet werden, Dass sich auch der
15t bereits § 11 em

Sind 1

Punkte 8, 4 und 1 gegeben, also seiten A und B he-
kannt, die Pu 7. 8 nen zu bestimmen uwnd zu dem Ende ich
Winkel des Ne die Ausgleichung des Netzes nach den-
selben Prineipien, nur geht die Bedingung zu 2) des § 17 iiber in

Bl=L 358421 =v,— », (185)

wahrend die Bedingung zu 8) desselben




i
1
[
|
|
8
o |

— B84

§ 29.
s e R )
Einketten.”)
Das Dreiecksnetz ist so einzurichten, dass wenigstens zwei Punkte desselben

mit gegebenen Punkten, 212 und £ 15, — Hig. 58 — zusammenfallen, Ausser den

Dreieckswinkeln sind wom

1).

h auf den gegebenen Punkten noch die Richtung

v
{
4

nach anderen gegebenen Puunkten zu heobachten — (& 15—5 40 und & 12

Die Winkel haben dann folgenden Bedingung fIl geniigen:
1) Die Summe der Winkel in den einzelnen Dreiecken muss 180% hetragen.
2) In dem Zuge 240, 215, 18, 14, 212 241 muss die Summe der ges-
messenen Winkel
2 —{2n HR—C
gein, worin € den Winkel bedeutet, welchen die Dreiecksseiten unter sich hilden,

also 1) 2=@En—4)R — (g—r4)

Bezeichnen £, £ . .. I die eegen die Bedingung zu 1) sich ergebenden
Widers 1), (2) .. - (n) die danach den Winkeln der Dreiecke 1, 2. . .n

zufallenden Verbesserungen, ferner f. den Widerspruch gegen die Bedingung zu 2),
g) die den Polygonwinkeln danach zufallenden Verbesserungen, so ist, wenn m die
Anzahl der Polygonpunkte, z, #, ...z, beziglich die Anzahl der Winkel der

Dreiecke 1, 2, . . n, welche zugleich in dem Polygon liegen, bezeichnen, — (so dass

1

|".'l'3_"|']||'|.'i:.l' i"!'ll'.!!']'-

g B B 9. g0 launtet die aus dem Polygonzuge si

gleichung 2ym(s) -z (D) F+z@+ . 0z m—1 =1L (186)
: : g : 1 1 L
Ferner ergeben sich ans den einzelnen Dreiecken. wenn — (8) und — (s) die An-
P q

theile \:.EHE__ welehe ||—.-|'.Ii='|\ill'l'i1 Dreieckswinkeln, die ?.I]j_*'|-i_<'|': dem PlIJ:_""'_""‘!lK'.]_E_'f'I' A=

]

gehiren, aus der Polygonverbesserung zufallen: ’

3) b1 : : (187)

Die Antheile — (s) und — (s) sind verschieden, je nach der Anzahl der die
1L q

ginzelnen Polygonwinkel zusammensetzenden Dreicckswink n Polygon-

winkel nur die Verbesserung (s) zukommt, und diese zu gleichen ilen auf die

den IJ'Ill:.\.'!_'"'l.l'\‘-'zljk"l zusammensetzenden Dreieckswinkel zu vertheilen 1st. So st

z. B. im Dreiecke 3 der auf den Winkel g fallende Antheil der Verbesserung (s):

| I : % e St A
(=) — (8), weil (s) sich aut die Winkel 8., f.. f§, vertheilt, dagegen ist in dem

Dreiecke 8 der Antheil des Winkelsa, d.1.:— () (s), weil sich hier (s) nur aunf die
|| ad

inkel a; und g, vertheilt. Liegt nur ein Dreieckswinkel im Polygon, so ist ent-
W 1 : 1 1 o l] t: v 4

Die Aufltsung der Gleichungen (136) und (187) erf indem man die Ver-
esserungen (1), (2) s den hungen (187) berechnet, sodann heziiglich




)
i

mit den Zahlen z;, z, . . . multiplicirt und die Summe der erhaltenen Produlkt
in (186) emnsetzt, wodureh sich (5) ergiebt. Wird dieses dann in (187) eingesetzt,
so erhiilt man (1), (2). . . (n).

Es ist gleichgiiltig, ob man den Polygonfehler f aus dem Polygon £ 40,
]3, 14, 18, 182, |-] oder aus 40, =15, 10: 11, 18, 41 berechnet, denn
wenn neben einer f-‘ui}';'nu!{:nw]ilnﬁ'ung die [J!'--i--f'|{5!\-‘l111|:_1'|iIie_{':'l-. erfiillt sind, so ist

anch die andere Polvgonbedingung erfiillt.

Polygonzuge 40, 15, 14, 13, 12, 41 gebildet. An den m, (=4) Winkeln desselber
participiren: 1) der Anschlusswinkel auf % 156
2) im Dreiecke 1 die Winkel § und y

3) 2
)

" e = " ?

In dem 1in unserer Figar ||.".";,";'"~’;|_-||'.|-|: Hl=}_\2||i(_‘_l' se1 der Fehler f aus dem

)iy g i « a und g
b)Y - 4 2 o und f
6) der Abschlusswinkel auf 212

Demnaech ist: o 9 ] l : l
2 i b1 (i g

N

i
I
==
|

Zy =2

| = o =
&
L

2 —

=
Lo
Lo

Sei f, — 498", f,—=—11, f,=+498, f,——9, £ = 419, so lautet die -,
Bedingungsgleichung (136) i
I 442+ @)+238)+2(4)—19=0

und die Bedingungsgleichungen (137)

=

3(1) 4 JI ! l{](.,) 98 — 0

+0 J (8) +11=0

@
~
| b
1
-+

G {‘IiJ _T ': a - .—ll (\} — 98 =0

— ] -

/1 \
3(@)+ |5 ;--_.}_:I{q,: L 9=

Liet man die Gleichungen 11 einzeln nach (1), (2). (8), (4) auf, multiplicirt

mit z und addirt, so ergiebt sich:

2(1) = —

am | o
= | G

Y
(=

1@)=—2 ()

It ! : :

; D ) 5l

2@)=—2 @+ 2 |
6 18

. T 83
summe —— oo (s) + —-




T

p——

P TITITR

P =]

86

Dure
nnd durch Einsetzung von (s) 4.1 m IT oder III: (1) Lo, (2)=+—382,
[E'i) 1 10.5. IH T

Es erhilt nun jeder der Dreieckswinkel der Drei

h Einsetzung dieser Summe in 1T evhiilt man: (s) 4,1

Verbesserung (1), (2), (8). (4), ausserdem aber diejenigen

1 ]

an, die \'x'l'i.-l'ﬂ-:'l'-.:.I_I_-,'l-:‘l- - (8) bezw. ().
i Gepils

die Berechnung der Dre

:;'-- il']'; ]'I. |1-':' P"l.\--ﬂ.' 1

nwinkel bl

Nach Verbessern
der Weise, dass zm

Kaseiten an

ng der Winkel erf

t die Anfangsseite a 1600 angenommen wird. Hieranf

erfolet dann nach § 40 cine vorliiufize Berechnung der Coordinatenunterschiede.)
Die Summe derselben dient zur Beréchnung der vorliufigen Entfernung & der

gegebenen Punkte. Ist die bekannte wirkliche Entfernung dieser Punkte S,

80 18t _I,, die Verhiiltnisszahl, mit welcher die vorlitufizen Seiten der Dreiccke
- o

nud die 'I-'lrl'”ililf!_"t'll Coordinatenunterschiede zn ||;=_:i[i|1iil-i:'--! sindl, tm zu den

angen.

wahren Werthen derselben zu

{ir
Sind di ind Abschlussneigungen auf den Punkten 12 und 15 nicht be-

obachtet. so hese sich die Ausgleichung der Winkel nur auf die Vertheilung

der Widerspriiche f, £, . . . f in den einzelnen Dreiecken 1, 2, . . n. Die Be-

I'FE'-"!".I:III::_' der vor iren Coordinatenunterse

de  erfolgt unter Zugrande

hestimmten Ant

emer blos durch osneigung.  Ausser der vorliufigen

Entfernunge & ist dann aus den vorlinficen Coordinatenunterschieden und den (o-

ordinaten der gegebenen Punkie noch der Fehler der Anfangsneicung herzuleiten.™)
Letztere ist dann wm den erhaltenen Betrag zu verbessern, und die Berechnung,
nachdem selbstverstindlich auch die wahren Werthe der Dreiecksseiten durch
Multiplication der vorliufizen Werthe mit g ermittelt worden, mit den so berichtigten

Elementen zu wiederholen.

[V. Sphirisch trigonometrische Messungen,

§ 30.

Das Erdsphiiroid.

Ein lcher durch Rotation einer Ellipse um ihre kleine Axe ent-

standen 1st, hei

sphitroid,  Hin soleher Komper ist hekanntlich die Erde. Die

Meridiane, d. i. die durch die Rotationsaxe der Erde celegten Schnitte, sind also
I':“E]."-"_'II. und es I\'l"nr|i||']| ||;l!'_-.-|': wo es sich nm die _\|1:'||:||:|“L: ganzer ].;"“,.!.-:-'||;||-g.lq_-l."_

die Formeln der sphiirischen Trigonometrie nicht ohne Weiteres Anwendung finden,

bediirfen vielmehr gewisser Corvektionen,®%) welche ihrerseits die Kenntniss der

Excentricitit der

bezw. der .\:.-|||.‘|I‘-:1.’I_'_'" "I'flu;"]:-l':l_ Wir wollen cf:|-:||']*

Anw. Vom § 40 muss hier zum Verstandniss des Folgenden
vorwegz Kenntniss g
..;| [:\-

N E".1.’Iill|’.'I25'.L!'|

benen Punkte

den vorlaufigen Coordi
I der .-\I'_I-:'_!1:;-:‘.’|-_':,_":!I:L:.

les mit der geographischen Breite wechselnden




' werden kinnen,

Fat

lI 'g',r'il_l'C’Il_ Wi liit“—'-.' |III|'|'}] blosse (Gradmessm

\-'I";'E_ |:|P }ﬁ1|§_"i-'i-.‘|‘ :I‘.It':1 II,‘_{’I ]"IIE'IE]"I'I |:|-.‘|"-:I'-iLl'-|'. '\\'-'Il'-ill' :|||.':‘. ||i-' |i:'c:.l‘."
lem bher Aunf

irehen 18t

Geodiasie Eingang gefunden haben,

hme vor

Anschluss an die Landesaufna

oines orossten 9 81

kein |:

also micht in einer durch den Erdmittelpunkt gelegten Ebene, ja. sie li

iiberhanpt

einmal in e Shene, ist also eine Kurve doppeliter Krimmung, Denkt

a4, duarch vertic

aes orosster

rerungen  den Erdmittelpunkt tret

=

der Figur ersieht, nicht der Fall, vielmehr schneidet

rel anf die Erdober iihrunesebene), errichtetes
vom Hrdmittelpunkte, und zwar um so sidlicher, jo

* Inssen

ankt gelegen. Alle in verschiedenen Breiten errichteten Lot

.\:I]!-'!' in der _\-:||_:' des [".|'|}||zii'.:-;_||l|:|'.-\':|'-' ]il'f‘li?.l_’ll. | gn also nicht i:_l c'ill-'l'

i heisst die

1 1 . 1 1 1 : g | 1 11 4
me, also auch nicht der durch sie bezeichnete Erdbogen. Let

HEErunoen *\l_"i.l'

goodiitische Linie. welche indessen nicht Gegenstand uns

| Tad 1.8 1 ) e oA
I, Immerhin erscluen es angemessen, der Iben  mit die

=1 1
Lrwannung zo tnaunn.

2) Abplattung, Exeentrieitiit. Bezeichnen wir die

‘e 1i| I’ OSSN i1!||| |\||:5||_'|' iE:lHl;i\'l'. ‘.~.|.:*-<f_-"-'|1l'i:'|"-i~§'.

y S B i e
d. h. also den Bruch mit e, die Excentricitdat der

! i : ; 1 1] : -
gen Halbaxe ansgedriickt, mit & also ! - g, s0 1st, da

Ve (2

Hierin ist die Abplattung e duore

8} Ziehen wir in A, Fio,

auf diese 1n A omin Loth A B, so ste

fiir den Punkt A dar. Der Winkel
Polhohe des Ortes A.

Die Subnormale D B ist nach (54)

centrische

NG S iy (141)

ferner 1st

——y?: — x* (nach 141) (142)

ich nach




|
i
;
i
{

|
|
1
3
1

: 5 a*
also tang « -
I
— X
H i
L il A oy 5 f
Lolgrhncn H La ang q X l\] Il_}
g sof Iy S\
oder a8° (1 -+ — tang * | x*
\ i T
gt T : h* : -
B 1= £, 80 186 — — (1 — &%)

also a = (1 +4 (1

a’ = (1 + tang ¢* tang @) x

(_.;,.‘--;I- 4 .-':T:|||l_-"r:-""

a’ cos g’ — (1 i gt) x7

mithin X

| l- I\_._.
Dureh Einsetzung dieses Werthes in (142) erhilt

wendung von (189), da y = A E,

o

—< ginq

] ]
H Y

S111
S1I1

man leicht, unter An-

y — (146)
J1— &* sin g
oder auch nach (141), da y D E tang ¢
b?
¥ = — x tang ¢.
a®

Weiter ist tangy = >, oder nach (145) und (146)
=

h*
tang v —= — tang ¢ | =
i (]-I-Jj
(1 —¢°) tang g !
3) Aendern sich y und x um die sehr kleinen Betriice d yund dx, s

0 :"L|:|i.-|"
sich der zum Winkel ¢ gehorige Bogen um

ds=J)dx*+d ¥

ition der Gleichune (143) erhalten wir:

Durch Differenti

Bydy——— —d x

daher ds
oder nach (145) und (146)

ds:




Durch Differentiation von (144) wird erhalten:

2x dx(a* -+ b? ang g o .= b* 2 tang  d tang g —= 0 oder nach (H}
i 2h'x" tang ¢ d g
2xdx(a® 4+ b?tang ®) - — = 1 e R
E cOs f

woraus man durch Division mit 2 x und Multiplication mit cos ¢* findet:

- 1h* x tane ¢

dx : e,
a® cosg® D
: dx X b? tar
also — N o 4o
¥ A a” COB - = b* =
nach (145) und (146) ergiebt sich:
X
—_ ot o
N y
dx
also e
v
oder da b* =a*({1 — &%)
dx
Y cos? g

der obige Ausdruck fiir d s geht daher iiber in:

1.9 5
n° ad4a
I]rgﬂ:' 2

5 {l —#7 8in f_."l'IJ :
(l L “,;r} — b? setzen:
a(l—)dy

oder wenn wir wieder

ils- : :
3 (148)
(1 — #* sin ¢7) =
4) Gradmessungen bhezwecken die Ermittelung der Abplattung des Krd-
7 - . o Y T BT a = o
sphiiroids. Setzt man in (148) dg —=1°= 85" *© erhiilt man die Bogenlinge fiir
1° des Meridians in der Breite g
a(l —&)x
m.— —,
o m
180 ((1 £ sin gY)) 2
Hiitte man die Bogenlingen fiir 1° des Meridians unter zwei verschiedenen
Breiten ¢ und ¢’ gemessen, wiren also m_ und m_, bekannt, dagegen die Dimen-
g j
sionen des Erdsphitroids, in unserer Formel also & und & noch unbekannt, so wiiren

zur Bestimmung dieser Unbekannten zweir Gl

ichungen, nimlich die beiden Aus-
driicke fiir m_ ond m_,, gegeben, woraus sich die Unbekannten entwickeln lassen.

Es geniigt also zur Bestimmung der Dimensionen des Erdsphiroids die Messung
zweler Merdiangrade unter méglchst verschiedenen Breiten.®)

*) Weitere Mittel zur Bestimmung der Abplattung hat man in Pen und in Be-

elbeobachtun,

mungen der Mondbahn, deren Gestalt einen Schluss auf die Gestalt der Alle diese

nen Mittel fiihren zu etwas von eins g 2 ie Re ate der Pe

Schirfe der

Crwarl |.'(5:-il__ |0 E'—i[ man 1 Ger

genauen Sj idform

genothigt.




q
H
]

1

!
5
¥

an

5) Kriimmungsradien der Meridianellipse. Der Kriimmungsrading des

Meridians fiir die Breite ¢ ist nach (59)

a (1 £5)
m 3 (149)
(1—¢ " sing’) 2

6) Der Radius des Parallelkreises in der Breite ¢ ist nach (145). da r = x

v niach {] 13) R

a4 COS ¢ b
JT— & sin ¢* C=0)

ist A B, Fig. 55, welches wir gleich R _ setzen wol

n — . (151)

Au |.=.','i||||': Wie

=

7 (eT

Ist R

sowohl, wie

i

Sphiirische Coordinaten.
Die niedere {i--m’s;'l-:i--_. welehe sieh die Aufnahme von Flichen ;j--:'ir,;:':-r Ansg-
kann von der Beriic

dehnung zur Aufpabe stellt, htigung der sphiiroidischen Ge-

stalt der Erde absehen und die Flichen als ebem betrachten. Fs fragt sich nun,
wie weit ein Messungspebiet ausgedehnt werden darf, wenn man dasselbe noech als

1

1 ansehner

ill, ohne befiirchten zu miissen, dass dadureh ein fitr die Praxis

merkbarer Fehler entsteht.

Denken wir uns senkrecht zom Merdian., den wir Abseissenaxe

Coordinatensystems ansehen, in verschiedenen Punkten orosste Kucellireise oe

Fig. 56, so werden diese sich simmtlich in einem nm 90° vom Meridian entfernten
PIII:]{'IL‘ ‘-|'E:I|l'i||-'|:, (I_'I.‘I"I'-II wie u"u'ij ='l ZUIm _'\-.'Iill:;i-ill' hl'!i:\."l"'llil'!! :\E:-:'iuli;”_-- shmmt-
lich im Pole schneiden) i 1
Nithe des Meridia

von demselben kann dieselbe noch vernachlissiot werden ?

18t 1ndessen in der

j A
ns noch sehr ring, und es

sich, bis zu welcher Entfer

nune
.||I_1||_:

1 Wi uns in der

Entfernung « vom Meridian zu diesem einen Parallelkreis

gezogen, ]“i;__:'. al, wo
".‘.':.t‘ ll“']l }il_lg_".'” (1 i|| rrh-“i‘&l"” {5'.'-"' ]':."(if'.’l[“]l:“ :Lll.‘\lull‘41|'|.;'_l'.!,-§| !'L‘l'flj}\'\l'“ \\'f;l:{"l!__ 20 |-H WEenn
wir die Bezeichuungen der Figur einfiihren:
5} A COS.(
denn der Radius des Parallelkreises ist, wenn R den Radins des Meridiankreises

alle

|]I-‘!.“CI'IZ

bezeichnet, r = R cosa. — Nach (48) kénnen wir, wenn wir in dieser 1

1

Glieder, welche « in hoherer als der 2ten Potenz enthalten. vernachliss

Ausdruck schreiben:




— 91

Indem wir nun das Coordinatensystem als eb

ansehen, bogeh

die P

dass wir b a annehmen, Der Fehler a—b kann

derselbe nicht den Betrag 0,00005 a il

a i :i fussersten Falle den \“I-I'!‘I]] |J:|_Ilil__ll'l:"1;l
erreichen. Wir hs 1 also fii (zleichung
A a I 1 ol 000005 a
| 3 |
- ey |

worauns sich (& 0,001

viebt. Dieser Werth gilt fiir den Radius 1. Fiir den Radius R — rtd 6000000 m
ergiebt sich sonmt e — HO000 m.

Wir werden also ein Coordinatensystem als eben an nen, so lange

waten nicht linger als 60 Kilometer sind. Im anderen Falle kinnen die
!'.Ilii".l, “II

welche das Frdsphiroid im

.-:'i‘l" |]!'-'E.

Formeln der ebenen Triconometrie nicht ohne Weiteres Anwendwm

hetrachten dann die Terrainobertla

als emne Kug

.\|||'i]||]|5];_1.- dos ‘.I1|cll'llil'::::_'II.\.\'.‘“'.!'III"' beriihrt nnd *«'\.l I.ic_’l' ”-i.lr'l'-'|."Li'|'.-' fi.u'.w' H|l§|}%l'llilin

il

2 olanhat gl ERET:
moenncnst nane ans

miegt. Der Radins dieser Kuogel ist gleich dem geometrischen

,'\]i',lr-.-| des Kriimmungsrading der Meridianel

ipse in der Breite ¢ des Coordinaten-

Nullpunkts und des zum Meridian senk

cchten  grossten Kuge also

R IR, |l{:|. (vergl. (149) und (150)).

& 392 {

2 1
Berechnung der sphiirischen Coordinaten aus den geographischen
Coordinaten. (Liinge und Breite).”) |

Seit Ferti

stellung der Landesaufnahme wird der Geometer die Ausfiihrong

iangulationen nur noch selten ndthig haben. Es wird sich in der
Pun

anzend hinzuzafiigen. Da die trigonometrischen

r\|'|||‘“."~;.i|_-||{I.!_L"I II

Regel nur noch daram handeln, der | saufnahme  einzelne durch fri-

=

gonometrische Punkteinschaltung er,

he Linge und Breite gegeben

o=

Punkte der Landesaufnahme duorch ihre geograph
die Aul

inaten in rechtwinkliz sphiirische nmzurechnen, wobel der Meridian irgend eines

sind, so entsteht dem Geometer zunidchst

pabe, diese geographischen Co-

Punktes der Landesanfnahme als Absecissenaxe, und dieser Punkt selbst als Co-

ordinaten-Nullpunkt angesehen wird, |

in der po Vermessungs-An

Sysem

CUNE

Ser nun P,.

Syster

Fig. 57, der Nullpunkt des Systems, P ein zwelter Punkt, dessen
sphiirische Coordinaten, bezogen auf den Meridian des Nullpunkfes als Abscissen-

axe, eofunden werden sollen, und seien @, @ und 4, 4 hezi h die geographischen

Breiten und Liangen der Punkte P, und P, ¢, die geographische Breite des Fuss-

punktes Pp der Ordinate PP, und setzt man
@ — 4 o (152) !
a0 18t die Abscisse des Punktes P

Frigon. Formul. 6 der




Die Ordinate wird, wenn man

A—d =
setzt, ans dem rechtwinklip sphiirischen Dreiecke N P P,

tang y — tang 3 cos ¢ (154)
gefunden, (nach (4), da sin N P cos ).
Es kommt nun darauf an, den Breitenunterschied ¢, — ¢ y zu finden,

wodurch @ bekannt wird.
Man lege senkrecht zum Meridian des Punktes P, Fig. 58, de

Kugelkreis PI' P. welcher offenbar die Ebene des

s BP B/, sowie die des
_ re in der Kante PD.
auf welcher die Radien CB des Parallelkreises und M F'!- des Meridians senkrecht
en, Nach der Scheitelglei
des Parallels in der Breite ¢ bezeichnet:
API—2rAB— AR
Da der Bogen P B, — Lingenunterschied der Punkte P, und P, stets

ein sehr flacher sein wird, so ist A B gegen r, also A B geoen 21 A B.

allel
Aequators, unter dem Winkel @, sehneidet, und zwar E

hung des Kreises (14) ist dann, wenn r den Radius C B

y ver-
schwindend klein, und kann die halbe Sehne A P ohne Fehler gleich dem Bogen B P
gesetzt werden., Bezeichnet nun T, die Bogenliinge fiir 1’/ des Parallels, 7'’ den in
Sekunden ausgedriickten Winkel BOP (=4 —1). so ist BP 7'’ L, unsere

i

Gleichung geht also iiber in
("' LA=2rAB.
r kann man ohne Fehler setzen:
! ABsmP; AB—A Bsin P
! (n”" L) sin ¢,
]_} Y= — e

L 3

&

Fe | g

Ist nun r der Radins des Parallelkreises in der Breite @, so ist die Bogen-
linge fiilr 1’/ dieses Parallels I.- = ——. — (denn die Bogenliinge fiir 1/ des mit dem
i

[ %

Radius Eins beschriebenen Kreises ist nach Thl L 831 1) g'l._-j;-h l Nach § 30, 6)

-
LI‘

15t aber ‘_-’_J ¥ E.::1 Co8 g

] R,

also c et

4 .%} B P cos @,

Setzen wir 2) und 8) in 1) ein, so erhalten wir:
?J:"‘ F;"‘ I- ﬁ,]'” r,-lr,'

Y= W—
oder, da @ nur um wenige Sekunden von ¢ verschieden ist, so dass wir ohne
merklichen Fehler sin ¢ fiir sin @ setzen kisnnen

. 7" 7' Li sin g

T c ’r
20

Bezeichnet nun R, den Kriimmungsradins des Meridians in der Breite P,

L gin ¢
: g / - i § . 1
und setzt man ——— = q (worin ¢ aus Tabelle I des Anhangs entnommen werden
= '["'m
kann). also L sin q - 2 “m q, 80 erhalten wir:
R
: S A I
MaE=ail fodf ol =




Da —— das 1-.!|:|||\'li:~c'l'::' Mass fiir den Winkel 1y, 80
m
Ill";lll L0 \\'I.L\l':_ 1, H'.'-.'/_I"| Wil ense

so erhalten wir:

!l q. (155)
Ihe Gleichungen (152)—(1565) setzen uns in |
in Gradmass zu berechnen, Wir werden in § 84 zei

nerrdriie ke i
ANBZUATIMCKEIL 1S8E

T
& 3.

b

Additamentenverfahren.

Driicken wir den

durch seinen Bog

1 aus, wobei wir uns den Winkel ¢ so klein vorstellen v

ziiglichen Reihen, welehe @ in hoherer als der

dass alle Gheder der b

Potenz entl

ten, als vers kunen, o erhalten wir:

hwindend alge:

SITL o q
q
Lng g A W
o
% q 7
und wenn wir — a, — also
2. O 3

tang ¢ @ == 2 A

Da wir ¢ als sehr klein annehmen, so wird auch a cine sehr kleine Grisse
(Ihflerential) sein.

Nach (38) ist nun

dlog o =M

also fiir dg =a~a d log ¢ —_—-

d. h. liisst man in der Funktion log ¢ die Verinderliche ¢ um den Betrag a

M a

zn- oder abnehmen, so wird log @ um den Befrag zu- oder abnehmen,
§
. p M a™)
algg 1st log (@ — a) log @ — ;
i 7
5 3 , M a
ocle t‘J 1O 8110« o + 4

f..
log sin ¢ loggp— A | za
1 1 D | l-? 1)
nnd chenso logtang ¢ —log gy L2 A |
worans alert

log ¢ log sin ¢ -+ A
loggp —=logtang ¢y — 2 A (156a)
og sin g log tang o — 3 A




1

Kennt man also fiir einen Bogen ¢ sein Additament A -

Ma M ¢
-'In’ [Il

Kann man yom |.n_:

idthmus des Bogens ¢ ohne Weiteres zum Logarithmus ireend
her Winkelfunktion iiberee hen die Fr-

] IL; An

wel hen und uwmgekehrt, — Nitheres erg

linterungen zu 1

§ 84.
Verwandlung des Gradmasses der kleinen Bigen y und x
(§ 32) in Liingenmass.

[st n die Bogenlinge fiir 17/ des grossten Kng

des in Sekunden ausgedriickten Winkels 7
n 7' n

also nach (154), da o - e
tang y tang "’

Es ist aber n cos ¢, nichts anderes.
'

](:'('J;"'il'“' i'l |!|-!' |1|]|| Pr- “l'H:'il']|!:l-‘| \\'il' I]il_, 1 ;||».c|
tang y = tang 5 ’’ 1,
also nach (156) logtang y=logn'* - 2A -Llopl,. (1567
(L2 3 f

Ist hierans log tangy berechnet, so erhall

vir ¥ aus der Gleichung

log ¥ lfa_t_f‘.:u]!-:_\ 24 ., m‘)
Hierin ist dag Additament .\\ der el IT des Anhanes mit dem _\I'lul?‘,|i:'|;1
log tang y (= log &) zu entnehmen.

Fiir die Abscisse haben wir nach (152a) und (152)

[12he8

die Linge B der ]

L 11 :‘-[MI".'I:. ("“\ll

in Metermass

|.'1‘.l)

finden: Bezeichnet m die Bogenlange fiir 1/7

Wir konnen auch =x

des Meridians in der

G s : _
den i Sekunden ausge-
driickten Breitenunte

(160)




= G
& - 3b.
Berechnung geographischer Coordinaten aus den sphiirischen
Coordinaten.

iaten ¥ und x des Punktes P, die Breite

4 . 1 e 1 .
ll-_-f_r'--|||'|': sE1en die .‘~'|1|=."'.'|*~C'|.'-|' Liooron

and Linge des Coordinaten-Nullpunkts, ¢, und 4,, gesucht die Breite ¢ und Linge 4
des Punktes P.

Man findet &/ —g ¢, nach (160):

= 4 (160h)

I des A .'|-II;|1:'.3’"-'

= 1

nund sodann

zuniichst vorliufie mit Argument ¢,

iherte Werth fiir ¢ ist genau genug |

oL (i r L g . e
zur Bildung des Arguments ————, mit welchem m nochmals derselben Tafel ent-

nommen wird, woraul nun (160b) den genanen Werth fir £ liefert, Somit kennt il
man nun g, To =M gqlso au ]-5 (nach Tafel I) und findet nach -.157:,' 1
i-.\_'_-' ,,-" — Sl |-:_5:‘ wmng y — |||_f_L' I.,-

I|
logy 4+ 2 A, —log L. (161) f
|

hied % = A — &,

Hicrmit hat man den Léngenu

Um weiter den Bogen entnimmt man in Formel (155) den

Werth q vorliufig mit Argument g, berechnet damit einen vorliuligen Werth fiir |

rr

und nach ( |HJ,_f} E1nen '-'|||'|EILII|;;:'1-II Werth fiir @, welcher als Argument zur noch- 1
: |
l

en Entnahme von ¢ dient, woranf aus (1558) der endgiiltige Werth fiir 4p//, und

sodann ans (162) der endgiiltige Werth fiir ¢ erhalten wird.

8 36,

Berechnuneg eeoditischer Dreiecke.

zum Kugelradins sehr klein sind, (geodiitisches Dreieck), set

en Dreieck:

1) Additamentenmethode. In einem sphi
im Verhiiltni

Qi Winkel ¢ und f gegeben, b sel zu berechnen.

Es isf SN 4 : SI0a sin b sin i |
VED og sin b log = |
Der Bogen a 15t m Metermass gege I { Mean :
entnimmt aus Tafel II des An zu log sin a, (Bingang in Spalte log s), g |
horige Additament A und erhiilt log sina=1loga—A . also logsinb LA
- loge 511 O Lo 8111 (@,

[st hieraus log =in b eefunden, so entnimmi man aus Tafel IT das zugehirige

Additament I!. und finde log "-l "'Ei':, \
2) Lehrsatz von Legendre. Sind die Seiten eines sphiirischen Dreiecks im |

klein, se kann man das Dreieck als ebenes Dreieck |

e man die drei Winkel je um '/, des sphiivischen Hxcesses ver-

m Drelecks

es Rahmens dieses Buches




L. A0g

so bedeutet E’ noch nicht den '=]-|::L|"::~1'i'!‘.'|| ki

1088, sondern es setzt sich B’ vielmehr
aus diesem und den B

bachtungsfehlern zusammen. Man wird also den Exeess
auf anderem Wege ermitteln miissen, und erhiilt, wenn man denselben mit B be-
zeichnef, die Summe der Beobachtunesfohlop

i el ¥ I£.

; Diese Summe ist nach den Gesetzen der Auselo

theilen, die so verbesserten Winkel sind . um ! : E zn vermindern

R —

Dreieck nach den Formeln der ebenen

'f\l'i-‘_{"'liwll':l'i e A |||\:'«_-r-];|:_r-|

Zur Berechnung des sphiirischen Excessos hat man nach (10)

G48000 F

Dl

nach Theil I, adl 1) B ol

Der Flicheni F wird genau genug erhalten, indem

den Formeln der ebenen Tii

11 ||l'|'|'h'l.":l-\:'1..

conometrie rechnet,

i i

Berechnung sphiirischer Coordinaten (nach Soldner).")

1) xegeben seien die Coordinaten Ay

y, des Punktes P., Fig. 59, der
Neigunpswinkel v, des l':[-llln.;_rt-u I-’_I P!.' die Entfernung P:l _]3!I

8, welche ans
den Dreiecksberechnungen bekannt ist, — gesucht  die

Coordinaten x,, v, des
Punktes Py und die Neigung »,

(Letatere wird gebraucht, um die Neigung des
i an die Drejecksseite P, P, sich anschliessende Seite des

L folgenden Dreiecks zu
herechnen, zum Zwecke der Bevec

Nach (47) ist

ng der Coordinaten des folgenden Punktes).

4 1) ¥ 8i1

die folgenden Glieder kann man wee
We ist nach (8) im sphirischen Dreiecke |2 R A

2) sin y, =— cos s sin

der Kleinheit des Bogens Y1, vernachli

=~ 8N 8 COS V. Sl »
- a

und 8) siny, =y — und sin s -
“ i’ ¥ 5 ) Fl

o |
oS v \-__ | s ¢Ns 8 'i e

g s 2 2

Setzen wir die Werthe 3) in 2) ein und vernachlissigen alle sich ergebenden
- Glieder von hoherer als der 8ten Potenz, so erhalten wir:
4) siny, — v - gsinw i g8 - ; 1%

b ¥ Lt 8 a i:l Ll 8 . o

Dieser Werth fiir sin v, in Gleichung 1) r

Lo
.'v-

ehts eingesetat ergiebt, wenn wir wieder

alle Glieder von hitherer als 8ter Ordnune streichen:

1

5%¢08% Y. siny. ..
a a

Fiir den Halbmesser r, (Halbmesser

32 —),

Bligen v., v, und § mit r

Elemente der Vermesstungsh




i
#u dividiren. Fiih wir Vivisio
ecanze Gleichung md y erh: 1
5 g ®111 (
: =z
! we 1 | } (4 i
A ] 4
Y ) | =
+ » i o

ehenen Coordinaten

2) In dem sphinschen Viereek, wel

il chiosaer
| 3
11 ! e
LLLAd .!II A
Zur Berech
(A 1 i '.'I
Berechnung
Nach den (rleichur
\-|1|.. "

Bezeichne

y &
61

i
' I.'.!

15 (163) und (164):

L1l | | o1 Eeio
O8° 3}

i

(163)

( 164)

doem by [ Joe 1
tzen™)
et

(104a)

weh den Formeln ehenen Tri-

verel, (174). Die¢ Briiche in

Uorrektionen dar., woelche den

zu den sphiirischen Coordinaten iiber-

D

Yo=Y - ) — (A B)

Xp ) L

e S o

der sphiirischen E

aus den sphiirischen Coordinaten.™)

erhalten wir die ebenen Coordi

eon (1 I':E'r_j

- (C—D)

Dieselbe Winl

¥ 1 . \

ler Reihe nachmit A, B, €., D, also

dl TN y 1l s
i eelsumm 2 yo*
nme ist aber auch, wenn HE déen

ntfernungen und Neigungen

mtenunterschiedes

(168)




=

Zur Berechnung von A, B, C, D setzen wir in die Gleichungen (165) fiir die

kann, und erhalten:

Nachdem wir y und p gefunden, erpiebt sich aus (163). wonach:

e ) g

V. Polygonometrische Arbeiten,
§ 39,

Polygonmessung.

und i) die bekannten Grissen /\ x und A\ vy, was ohne merklichen

(169)

Sind zwel trigonometrische Punkte A und E, Fie. 60, durch einen Strecken-

gug verbunden, welcher durch die Coordinaten seiner Brechpunkte 1
. 2

|H":--'I|:|||'_' werden sol a0 sind zu IMEesscn:

mit ireend einer Dreiecksseite einschliessen.

3) Die Strecken s,. s,

§ 40.
Berechnung der Polygone.
1) Neigungen. U
Winkel, welchen dies

VOl dIeser Ans rec

sl lli-' S e

L T ey !..1_!||.-_

dieser Summs

.iias

b




statt », L P 180" einfach 3= ..'.'J L 180", Ist R o

- 180 = 360", so streieh

man den |':.i:|-:‘_qu-':||'12:\ﬁ§_l_'|-| Vollkreis, . ].I, Iian

- 5400 statt » <+ 8 — 180°.

2 ‘Tillkl'ih‘ilh'l'. .|Ii|'|'|'|.'!-| et man, von '::‘r ' aus den ':.‘,'igfl: ||:1|:|_'I|'._-;|"!||',‘l |:.-|-]|-

nungen bekannten Neigung der Dreiecksseite B A, Fig. 60, aunsgehend, nach und

Neipungen der Strecken s, s, 8, . . . ., und schliesslich die der Dreieclks-

: s
nachn «

eren Neigung ». mit der aus

seite B D, so muss der so erhaltene Werth der letat

") der Dreiecksseite E D

i . . 1 r s [
den trigonometrischen Rechnungen bekannten Neloung ;

fibereinstimmen. Hierans ot nach 1), wenn n die Anzahl der gemessenen

Winkel 5. A die bekannte Anfangsneigung, Vg die ehenfalls bekannte Abschluss-

ne, k die Anzahl der sich eregebenden iiberschiissigen, bezw. zur noung

fiver Winkelausdriicke hinzuzuzihlenden Vollkreise hezeic
va BBt . R, — B0 k=g ) (171)

[‘,.!'--.;_"l- der Beobachtunestehler wird diese 'lez_e'i\']'l‘.li:&_" in den seltensten E

1

erfiillt werden. Ist W der sich ergebende Widerspruch, so ist nach § 7 der mittlere

: S W o

Fehler der Brechungswinkel f:m - Nach der preussischen Vermessungs-
Jn

m den Betrag 1,5 Min. nicht

wird zu gleichen Theilen auf die Winkel f vertl

seiten.  Der Widerspruch W

md dadurch die Winkelfehler

Anwelsnng

lichen.

3) Berechnung der Neigungen. Nacl

die Winke

werden nach und nach die Neigungen simmtlicher Strecken s, und

J_;}'u:'-..- sehliesslich die bekannte .'\,|:-'L-!'_|'.1-'_\-)||-E-_;!||__f2 Yy nach (170) :L|lj-_:"'.||';‘.r-'. Letzters

muss nun genan den aus den friconometrischen Rechnungen bekannten Werth »
enn kein Fehler in der Ableitung der Neig

gleichung der Winhel § vorgekommen st

Yl o dar sohon i der An
rell OOer SCchnon In der Ans-

4) Berechmung der Coordinaten. Bel E aune der aus Fig., 62 sich er-

gebenden allgemein gebriiuchlichen Bezeichnungen ergeben sich unmittelbar aus der
-l“i_l."l'i' I'||'I:_.-.-|.'[.- liil'-ll'il'.l‘:ll'__fl-'lf
Ya=—3¥a
Yi b f N A &
Yo ¥a o b £ Ty A SE0 £5
(172)

(173)
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Diirfen wir nan, wie dies bei Bussolenmessungen der 1 156, %) den
zuschreiben, so entsteht hezi der Winkel=
en  Coordinatenunterschied Vi, v, ete, so zn
5 Verbesser "N Verursacht \endern en der
mber sich simmtlich gleich, 2) da Summe

und x gleich W und W ; I 1
i den 1 1 B o findi tan  die
r Coordinat inters dur Differentiation

Ly 5 COSP . |'x g i

rleich W, und ‘\‘\'__: zil setzen haben:
“'\',_ x|, und [d x| W o [ ¥ (177)

1 der Streekenfehler entsteht die Aufeabe, die einzelnen Coordinaten
unterschi A i":|||-'!'|;. ass 1) die dadareh entstel ] .i-'i. Ao -i:-"|:|,£_-_'.-| der sin-
zelne i ecken selbst proportional werden, 2) dass die Summe der

Coordinatenverbesserungen, d. 1. die Summe der Ae;

und Az, gleieh

Xis X, i oewe Wi die |’!i‘!‘- entintic




i

s
li}*».

] 11
LN gleich

; analytlsche Mass der

(180)

a.)
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2) Bei Theodolitanfnahmen kann man den einzelnen Neigungen » nicht gleiches

Gewicht beimessen, da der Fehler derselben na der Mitte hin zunimmt. Hier

direkt die Neigungen gemessen, wie bei Bussol igen, sondern die

rons. Ihe Coord

einzelnen Brechungswinkel des Poly

daher so auszufithren sein.

die Letzteren gl

Aendert man die B rinkel simmitl um den

successive Aufsummirone derselber
Batr

wird

idern.

ng v der

negativ ansfal

e i ' /B .
dass auf die erste Hilfte derselben. |der Zahl n

Ry It e
anf die anderen — Wi die Verbesserune v entfalle®), so wi
der Reihe nach die Verbesserungen
; fn 1 1
2 3y — 11w . 11s ) 2y, ¥
> 5 \ & |

dltnisszahlen der Verbesserungen der Neigungen sind also

Wir wollen dieselben, der preussischen Vermessunes-Anweisune entsprechend,

TG T e s & bezeichnen. Sollen nun die Verbessernneen der

Neigungen i

dem durch die Zahlen z ausgedriickt
die dem Wink:
in (180), den Abscissent
der Reihe nach mit den Zahlen z,, z,, z, ete. multiplicirten Abs
I

multiplicirten

n' Verhiiltniss zu einander stehen. so werden

tsprechenden Ordinatenverbesserungen nicht mehr. wie

len proportional zu nehmen sein, sondern den

:'|EJIall':"r\u"_-|!_--||a-| 5

80 8ind |_]i|' .l\-l"_|ll"~"-|'!1!i_'

n der Abscissenunterschiede den mit den Zahlen z

ativen Ordinatenunterschieden |I!"-'JIIII"1;||i|:|l zi nehmen. B

mult i|-§i|'i|'[‘.'|; Coor

MAN S0 Statt «

wenn wicderum ¢ und £ satt - und g

pesetzt wird :

Soll nun M’ nach M
des Zuges A M’ ver-
z vermindern

r AMB.

grossern m

wenn MY nach M |




Die Gleichungen (180) erhalfen dann folgende Form:
\'},I e Ny T8 AN Ve X, — &% Y, I
A P L X, Y e /N\NX £ Y

Y: . Xy =il g2
e, ete. ’

3) Graphische Darstellung der Grissen ¢ — 1, ¢, e, & Triigh man, Fig. 63,

(182)

- und Endpunkt A und B des Polygons nach ithren (‘oordinaten auf,

and ebenso den Punkt P mit den um die Fehler f und geinderter (oordinaten

. (‘oordinaten’ ¥ und X den Punkt A’ auf, zieht PF* | A" H, so

von b ans in grossem Massstabe,

reifen zu ktnpen, miissen

o der Pankte A und E ein kleiner

etwa 1: 10, abgesetzt werden, wiil

Masasstah, f:] : 20000), geniigt. (Naheres hieriiber des Verfassers Coordinatentateln).

1 die (ardase g
1 e (xrosse g

dass in kruommen Zi

4y Aus Fig, 64 wird leicht einlen

allein dureh Winkelfehler, sondern auch durch Streckenfehler, hier dureh Fehler

der Strecken A B ond CP,

s o " \ Yo S T S
werden kKann \ue diesem rrande st (aas

ahren bei krummen Ziigen nicht

anter 1) und 3) eeschilderte Fehlervertheilungss

am Platze. da man bei Anwendune desselben den Winkeln Fehler zuschreiben wiirde,

die

Fehler £ wund !'\. am einfachsten nach Verhiltniss der Strecken auf die einzelnen

wolehe in Wirklichkeit in den Strecken liegen. Man verthel in solchen

(Coordinatenunterschiede v und A\ x, vermeidet aber im Uebrigen derartice Ziige

nach 7'.]-";.g|'_{":1'i\|_-'-.l_ indem man an den Stellen der schiirfsten Biegungen moghchat

he Punkte, Beipunkte — einschaltet, welche ich der Polygon-

il'-lli_"'||:|||1.|!:'1'l"~

trische Punkte

winkelmessung durch Riickwirtseinschneiden anf o1

Y -
L AENOn el aer

hesfimmt werden, wenn deren Nothwendigkeit n

orkannt wurde, so dass sie gelegentlich der Dreieckswinkelmessung durch Vorsviirts

m,-|l_|',i]‘.|- von anderen ll'i;.'_'lll-lIJ1||-11'i,~.l-':|--;| ["_:!|'.\i|'|: aus Lesb i:':,'_‘l werden konnten.

§ 42.

Polygonanschluss an unzugiingliche Punkte.

Ist ireend eine Polygonseite nicht direkt messbar, z, B. h—6, Fig, 6b. so

misst man eine beliebice Basis, 5—>5a und die Winkel des Dreiecks 5, da, 6, wodureh

5—6 bekannt wird. Dieser Fall kommt hiiufie vor, wenn man einen

wsst, welcher dureh eine Kirchthurmspitze markivt wird.

Punkt anschlis

dann atuch den An- oder Abschlusswinkel nicht direkt messen und muss denselben

66 wire z. B. der Abschlunsswinkel o 1 f

indirekt hestimmen. Im Falle der Hig.
fiir das Polygon A CE aus den Dreiec
in denselben die Winkel auf B, C und D pgemessen werden kinnen. Der Winkel

n CDE und BD E zu berechnen, wenn

4
aut B ist -,|]|\;]! |-r|',h|-'j|:'|i|'l:], da die l;i:'.hf_f-".l B E '.';El‘\i “ |: eratere aus den l.||||:'|.|i.|-.:|'|-\'||

der trigonometrischen Punkte B und E, letztere aus A\ OD E bekannt sind, so dass
« berechnet werden kann. — Ist eine solche Bestimmung des Winkels a nicht zu
erreichen, und schliesst sich an das Polygon A C ein weiteres Polygon € B, so sind
die Winkel dieser Ziige im Zusammenhange auszugleichen, indem man dieselben zu
einem Zuge znsammenstelll. Immerhin ist aber der Punkt E, nach dem man die
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seite CE aus CDE berechnet, zur Ausgleichune der Coordinatenunterschiede
jeden einzelnen Zug

by

| INE™ i% 1 1y 1: ¥
Knotenpunite.

) ._i.|'. ;. n melror ;'{f':'-' i GG ;'. I? 1 1

] e N o { r bet | 1 saend Stred ; B. 1

ch (171 VAL, B, BREECRET [
{ i I ::--- 1 I ey -i 11 I |I
Wort] fie el das &
Al ] 8| L 2] i ch

ergebent Wert d W | l. 2

b, 4 | 0 )

{
~Ea 1 { ( B
i | 1 1 i 1A | ) 'I.
e 1 ¥ W11 T 1 i nnd da A
N 1 1 i1l i B rolina 1t i1
b L1 a1 { 1 { | | | l i1 (en e ! i ,
Lo} | W 1 £ry lli' \\"--
I
. i
i tl 17 111 T LI W 1 hi 01
] ien - Coordi . { ten i« (
.
(! 111 I (1
'ttt i 1
1 fr
1 5 i 1'Z £l 5]
E ; ( lig =t { d
i H 1 1 L
v 1 lor o | o 1] 4 Nors-

aus elmem Zuoge angeniherte Coordinaten des
ie let en, sammt den gegebenen Punkten au

inem Massstabe, etwa 1: 10000, auf. wodarch n

Nunmeh

aus allen vorha

o gekiirzten Coordinaten, na

Bezifferune

tung, 1m Massstab 1:10 auf das Blatt, und ziel

Grigen i

-.'.'.JI':".'I dieselhen

en zn den Hauptrichtuneen der zi

ge. (In der Figur die stark
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Ny b 1
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e aibl
wIRILR -

und 1

LIACL Y ar Ve \ o

¥ ¥ b

1 ok 1 r .lil '
fiir die Ziige B, (




— e —=

einzelnen

ordmatenienier

Streckenli werden sollen), so hat man folrendes Fehlereleichunoen -

g lauten die Gleichungen fiir die Verbesserungen v_ , v. , v. . welche

-..::'5 Imin aus -_E:.:'w|'|| ||_|‘.-i [‘rln'l

Der Fall der Fie, 70

shungen ergeben.

enen ::-'.:|:|=;||-‘|'.--:| [.||| -.!|'||' ‘\,\',~i:--|-.-,. -

in welechem

n das Poly an- und abschliesst,

2 und 3 zu je el ZUSAM NPT

auf’ den eben beh;

Fall zuriicke

gen 1, 2 und 8 als Knotenpunkt nach Theil 1)

dieses & zu behandeln.

r

Auffinden grober Messungsfehler.
orober Winkelfo

1 wir das Polyeon mittelst der gemess

ler vorhanden, lisst lf-'f-_-;|--||_‘:j|,-:_1: (171) sofort er-

nen Strecken und Winkel, von

|l-'i|].'!. ]",!Hfl-l:l ]

= 5 = . o~
anfangend, je einmal auf,
7 . 2 . 3 = - . 3
il_l,l‘.;.:-m-' :~:-.'!: 111 I em IJ‘.|!i|\'|'\'L :~|',:|||'|-,|:-:i_ 1 ['|;'||:.'_.- 180 der
11711 [rll:'\'_-'-fu |: |.. _l'\r

2in und derselbe

en, denn ist im Polygon A C B’

rirel, so W

Punkt gefunden werden, Man das Polygon aunch vor- und riickwiirts he-

rechnen, and wird einen Punlkt finden. dessen Coord;

in beiden Berechnuneen

= b
SR 3 ETR iy T » 4
annihernd fibereinstimmen. Tn m  Punkte

_") [st ain F

."11|illl':|f,_3'l':| des ["I._‘JS_"'II':-J statt des Punktes P, Fie, 73, auf den das ]’-:!"{1-':”; ab-

r bel der Streckenmessung unterlaufen. so wird sich beim

schliessen soll, der Punkt P’ erge Der Fehler liegt in derjeni

" LY
1 |r.-I.\|,'_H=|-

s geae P 1 14 . 4 1 1 ~
strocke, we sich mit P P’ parallel erweist. Berechnet man aus den ( oordinaten

des Punktes P und denen des dafiir evhaltenen Punktes P’ die Neigung der Ver-

bindenden P P’, so wird diese annithernd mit der Neigung irgend einer Strecke
iibereinstimmen. Sind mehrere Strecken der fehlerhaften parallel, so bleibt ez un-

ntschieden, in welcher dieser parallelen Strecken der Fohler zu such

5 4b.
Genaunigkeit der Polyzone.

Ein Criteriam fiir die Genaunis

it der Polygonmessung erhiilt man 1) durch
1 » 1 Lo | W 1 )

< der Brechungswinkel m -, ) durch Berechnt
I'n

Bildung des mittleren Fel

der Grossen (q— 1) und g det man ans simmtlichen Grossen m. (q—1) und ¢

. -
eines Polveonne

¢ das arithmetische Mittel, so hat man einen Massstab Ffiir

Criite des




— 1T  —

Yieigen die Grissen (g 1) im Wesentlichen ein constantes Vorzeichen, so

lics anf einen constanten Fehler der Streckenmessung schliessen, welcher durch

sung der Strecken, ihrer Logarithmen, bezw. der Coordinatenunterschi

h gemacht werden muss. [n

raden Ziigen kommt ein solcher Fehler

 zum Ausglel o hier nicht von Belang. Darum

durch die Fehlerver

herechnet man auch genden, womiglich

wlen Ziige des Netzes,

(Grossen ( 1. mttelt diese Griossen und erhiilt so den

beiderseits an fri trische Punkte angeschle

ermittelt fiir diesel

||_\t
Sriakand Fehler r Tiing ‘nhait o sealol di Yrnp = aller
CcOonstanien arier oer Angen e ineli, | L., mit weal¢chen ddme mirecken allel

krummen Ziige, bezw. die Coordinatenunterse liciren sind. um deren

Verhessernneen zil erhalten.

.
wonne der

isstmoglichen Genauigkeit hat man in Zigen,

T
l'l"l-‘ll.l TN

miftelst des Th

ler Ziel- und Centrirungsfe

ommen werden sollen, moglichst lange Stre
iinfluss d

Hierdarch wird

st horabeedriickt, sondern es werden anch die Neigung
Brechungswinkel, dureh
einer Neigung

13 z 82 |
|;|'\,-l'|!.||;_«,{.- WIinkel,

ber die Strecl mt, um so ge-

151
INKel alls.

W

!
Anzahl der Brechung

Das Hauptangenmerk bei der Auswahl der Polygon mnkte hat man indessen
g 38 OI]

‘mss der Sif werden kann, da durch

tdass st

darauf zu rich
gehiefen Stand derselben bedeutende Fael

won kommen Ziel- und Centrirungsfehler

vernrsacht werden kénnen.

" 22} ‘
yoniiber den

Beohachtune nicht in Befra auch 1.t die G

Anzahl {23

g 100. — Tn Bussolenziigen sind  daher die Strecken moglichst kurz zu

ianigkeit der

&N VOn der |1|" [;|.|.,.:|!,;||:]\--,,- ||'|:.;[=s||i'||_'f,_'"i[_'_'. — Aa |}i|- \.‘I]I!l":'|-i|||'.l-'_'"

auf Seit

wiithlen, wie aus Folgendem he

Bin Fehler der Neigung wird einen Aussch des Endpunktes der Strecke

Erzeug welcher der Liinge dieser Strecke proportional ist. Bezeichnet a den

Ausschlag pr. Lingeneinheit, ist die Gesammtlinge eines Polypons =85, und n die

Anzahl seiner Strecken, weleche wir simmtlich als eleich annehmen wollen, so 1st

die Linge jeder einzelnen Strecke, also der seitliche Ausschlag fiir jede Strecke

a5 : . a
- —— daher der Ausae des ganzen |< -

AlS0

|lflI'Ii-r:|:L|_ worauns folet,

Quadratwurzel Jn indis

o10se, Strecker oo also méglichst kurz zo withlen hat.

Praxis nicht itber 100 m hinaus,
§ 46.
Bussolenmessungen.

Die Winkelmessang mit der Bussole besitzt zwar nur einen reringen Grad
von Schi

irfe. da indessen jede Neigung ganz nnabhiitngie von den Neigungen der
1

tmmft wird, so dass sich also die Fehler der voran-

vorangehenden Strecken bes

gehenden Neigungen nicht auf alle folgenden iibertragen, wie: bel Theodohtand-
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rdinaten ihrer Endpunkte gegebenen Linien bere hnen und die Gleichungen (111)

ngen nuch mehreren

i b | :
P enlelrausgl

'fl'ri.;uir:ﬂ- und FProd
|
o H der L ¥ AN T von
|
P h die ( Zumn
Th aten
{ 1 e (1 ]
1
o da

die Coordinaten heider Systeme

Weiter a1 LEay
v Welteres peniigh Sein, Man Kl i

Punkten des Systems B aus neu bestimmen, sel

n. oder darch Polygon- oder [anienmessung.




S PR

2 e

e b

110

(Sind die beiden fraglichen Punkte des Systems A durch ihre geographische Linoe

und Breite bekannt, wie z. B. die trio« en Punkte der Landesaufn:
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T 1l 161 i) ¢ Line VAl hre Die heim elher-
OB VO i1l n die and L:: 1e. 1 B WoT iy f
: , 8.1
{ md 1thre Summe. d. h. de d der 17 111 ich -
) 7
Vil K Y L I BLR] vl
: i ) :'l (198)

(201)

des Instroments

parallelen Verschiebung des Fahrarmes m
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Fliichenberechnung grisserer Complexe.
Besteh mehreren einzelnen Parzellen, so darf man semen

les ermittelten Inhaltes der einzelnen Parzellen be-

5 vt o or ¥ n, ¥t
11 CHOLSTEnen RODTIGET, S 151

vielmehr der Gesammtinhalt des ganzen Complexes
enthaltenen Parzellen zun berechnen, und sind demniichst

HI R I{- 1 80 ermittelten |"|E'|r_'f--|;;|:!::|!'
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8) Das in Fig. 109 dargestellte Verfahren hat den Vi rzug, dass die
nd a”b', " a" ond a’’ b’ ete. sinander gleich sind, daher nur einmal
L werden brauchen. Die Grossen Ba und ab sind L (212) un
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; ot
3 a B b’ cos 9 R ’ /
9
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b. Parabel.
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c. Uebergangskurve,
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Barometer mit Holzseala betriiet  die Correktion
0.000162 B t.
weiten Schenkeln kommt hierzu noch die

Hieriiber wird jedem derartigen Insfrumente

peratur des siet

NnNung e
1
i [olzrend:
"emperati 57 1 Spanmung | Tempera Spannung
19 o wm o 1G0 mm (LM 17
0 | .95 11 i
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Aneroidbarometer,
dlements b wlient me

barometer. [Das }‘!‘il”'i"i..‘-"!l" Aneroid h

LIl
Die Inftleere 125, tragt anf ihrem
gebogenen Deckel 3, welches eine breite

md dieselbe

Nehneide

kt, e

en. somit auf diese Feder. und von dieser dureh den Arm A

worzontale Axe drel

on Winkelhebel w w

verticalen Schenkels des ren ist ein

Aus der

des Zei

zur Justirong des Instruments

er schwebt, ist oefiihrt, dass die Theilunesecinheit

des :’r-"iji.{':'l'r entspricht, welcher dieser hei aner Laof
o5 Quec erleidet,

n des Instruoments stimmen nicht ohne Weaiteres mit den auf 0°

druck-

q;\ci|I||'|'i-.'u'c||-|.-

redueirten _\I';._T.'l}nw dps ‘l’:_.'[':'-,\‘-ci]-lln'l'!L;|]'l|]|3l'|s'|"~' .'|||{'-|'|'i|._ 25 r-'i:iti vielmehr fol

Correktionen anzubringen :

1) Temperaturcorrektion. (Reduktion auf 0°) Infolge der D
Metalltheile des Instrum

mne oer
nung o

durch die Wirme wird Jede Temperatori ierung eine

dert ebhenso 21 occu

im Entstehen

i. bei T60 mmo 1002

| 5

srbiinden ist, 5
schliessen konnen. B

tatt, welchies mit

Mule irt man Leétztere mit

dem zeitigen Barometerstande

chien Th

rmomererstande  reh:

nstspanmung erhalten.




;"\l'.%-l'.':!rl';' s :”.:-Eu‘--:‘-—‘ Vi I"il'-':l-'g'.-'i.. ]'-;'i:l'-_"'. man das Instrmment ans el |

bei unverindertem Lufidruck in die Temperatar t, und ist der dabe
_."I||"“"!..]|i|'(‘_' 1'”,__ :f,. i . . 1 e

, (2
!
[st nun das Instrom e P . just st also t, die Tem-
o ! 2 " o T {
peratar, el weaeltcher die | aes 4n i 1 121 85 \\h
DATOINaners |i|l!'1- nstimmen, 20 1st01e Del aer i * 1 &1 12 Erd |

wie sofort klar sein wi

) Standeorrektion. [nfolee Aenderung der
der Zeip } ] ] ] ]

barometer, (a

bringung der '['--l;.|--'|':-'l.;'---.-.--

[las Barometer 15t t|e" --'5-[ des [|-'|-|';|'_|t'i1.'€ hed '!I'-:\I r (zeleger I mit

dem G

ichen '.I!ll Ilil.' 4

. Die Standeorrelktic

folgenden Ablesung

mit einer dritten Correktion erpuitelt, niimlich
3) der Theilungseorvektion, Es entspricht nimlich
immer genan einer Druckdifferenz von 1 mm. Ist e der

einhert, und 18t SO0 mim el Barometerstand, her welchem, nach Anbringuan

rrektion, Uebereinstimi

Temperature

gtatthndet, 20 156 bhelm Barometoer

k. o (760 I}, 238y

Lo
e

Yo mng ol 1 4 Y, ey I § ikl - 1 1
|z’ LGOTIET nun K, e sstandcorrgkKiion, So  Dnestimml ITATL ese  1nd

itie: wie folgt: Quecksilber- und Aneroidbaromet

Theilungscorrektion gl

werden mindestens zweimal, nachdem beide auf 0° reducivt worden, mit einander

verelichen, und zwar miissen diese beiden Beobachtungen bei moglichst ver-

gchiedenem Luftdruek ausgefithet werden. Die Angaber des. Quecksilberbarometers

seien B und B', die des Aneroids b and b, so findet man die beiden Correkfionen
B—hb

B

woraus l, und « sich ergeben.

aus den Gleich Log (760 — b)

a (760 — 1)

: : 3
man mehrere derartige Beobachtung

\.'u';'-:'::_--n]:-:.:-m |,:|I':|i|'||i'|.{

kl. l3=,.':“i|-;-\i.-_ (,.\I_;q:'|.-',:':-|:'|-=' vermittelnder Beabachtur geny, _'_-'.-!'!!.!-!ll'! werden.

Der Theilungsfehler ¢ ist en

mittelune der Correktion k,, wie oben erwidhnt, hiuhg zo wicderholen isk. Bei
diesen spiteren Bestimmungen der hedarf es natiivlich, da « he-

kannt ist, nur einer Vergleichung berbarometer, denn es 1st
nimlich die Differenz des Quecksilberbarometers gegen das um Temperatur- un

tiote Aneroidbarometer.

Theilangscorreck

§ 6.
Messungen mit dem Aneroidbarometer.
der abeekiirzten Formel

1) Bei Aneroidmessungen bedient man sich zumeist

f L - \ ; »
L (1 40,0087 —— | (log B —log b) (240)

worin k 18400 m,




man mit

Thermometer

wiiht auf einem

fi ikte unausgesetzt die Barometerschwankungen
b (Standbarometer), beobachtet und ebenfalls

damit die stattgehabten Schwank

Vor '_II:'| nacn | [5---|||:.|'-!:'I,i:

hufs Ermittelune der Sta: n, mit einander ver gine etwa vor-

gefundene St

den Zwischenzeiten zwischen den Be-

B

I . ! pes M
! und in Recl

und nach An-

1 P | | ;
apacnmneen ani e letzgter 'S

bringung dieser Correktionen die H Inen Stationen iiber dem

idbarometers berechnet. Die Ei des Standbarometers vom
Wanderharometer darf nicht iither 2 Meilen betrage
Punkte

ches Nivellement, bereits belannt, so kann man das

Standort

2) Sin der aufzunehmenden Fliche ihrer Hohe nach.

standbarometer enthehren und fole
:l\!:ll

mmmt in mi

ndes Verfahren, — (Interpolation), — anwenden
bei einem der Punkte von gegebener Hohe.
(d. h. be-

en hat, dass man sich,

eobachtung

/'I eine Rethe VoIl J'!:!||:'|'I"I Punkten i

l:]"Ll'iI'-"'n -i |1--:|----“-.'I 1as |'>.‘||'I'r1|;l"~'1'}, welchle man =20 zu Wi

il.-’l:' man dieselben der Rvi]p- nach «

:'|1||'-': ir anderen gegehenen

der Beoba o ab-

auf welchem man schliesslich die

B und B’ die
H H'
B—B
Multi-

ien nun H und H® die Hohen der bekannten Punkte.

ben beobachieten Barometerstinde in mm ansgedriickt, so ist

Hohendifferenz, welche einer Barometerdifferenz von 1 mm ente

art man mit diesem Quotienten ler den Zwische tionen
beobachteten Barometerhdhen, B ]";- b, b, ete., so 1#ilt man die Hohenunter-
schiede hy, A hy .. . ete, deren Summe die Difierenz H H' ergeben muss,

man zwischen den Beobachtuneen auf den cegebenen Punkten

:-I.'/.‘\'\.':-M'E:I'I! eint retende “:1]'1'!-

lassen, damit n 11

und Te
"|'i" i[’“l:'u'lil_.l”

ankung

mperaturs die Giite der Arbeit beeintriichtigen. Auch

1t mehr

nzen nicht allzuerosse da dieselben sonst

sehen werden diirfen,

9 yix i
413 (en HEU":II':"|"|':!I renzen ||."r~JI||-‘.-]|,, 184l A

Durch Diff

der Gleichung
b =k (log B—log b) (1 + 0,0087 —— |

man namlich:

Mdb f g

e k |1 --0,0087 : e : {241)

1 - 1 1.1
}nLl-."]‘.i'.’:{:ll_ D erhill

nach der Ver

d h

Hierin bedentet 6 h die Hohendifferenz, welche der Barometerdifferenz d b

entspricht. Die Aenderung der Hohe fiir cine bestimmis Aenderang der Baro-

meterk zZ. B. 1 mm, ist also dem Barometerstande umgelkehrt |l:'f1[m:'li-|i|:|l__

1

daher in verschiedenen Hohen verschieden. Kennt man dh fiir die Barometer-

differenz 1 mm, so hat man nur noch mit der in mm ausgedriickten Barometer-
differenz B —b zu multipliciren, um den Hohenunterschied der Beobachtungs-
i f'|']]:ljll1'lll

Gl (241) ist die Barometertafel, Tafel IV Anhane. berechnet, worin

db

IFenOmmen 18t




Bel ."lil'.‘.‘l"_‘-uh]ll_'_: dieser Tafel kann man anch, weénn keine gegebenen Punkte
i

Standbarometer enthehren, wenn man nur méghehst oft ant

vorhanden gind,

shrt. bezw. auf einen Punk man schon

den Aunsgangspunkt zuriic

Sehwankungen des

einmal beob: am

Etwa gefundene kleine Druckdifferenzen werden nach

.J“

hen den Beobachtung

zeiten

Nivellement mit Niveau.

¥ I. 1- 9 Y - N Y S |
ments als bekannt vorans und er-

Wir setzen den Gebrauch des Nivellirinstro
wihnen nur E'."].L["'il'-i.l"'J

ie Correktionen wegen Erdkriimmung und Strahlenbrechw

nnschiidl

ind gleichzeitic einen etwaigen Zielfehler des Instrume

11

Qtation aus der Mitte zu nivellien. Die Correktionen der Lattenablesungen

werden unter ir die Vor- und Riickvisur gleich, fallen also hed

daher iiberhaupt ni

|—=H—H).

2 Latten - mi1

1grt

it beriicksich

Bildung der Lattendifferenzen fort, brauch

7z werden, I” R b T e L& | |Hr : Gy T Ga Cy

verschiedenen

Jedes Nivellement ist '|||1:]|\'l':. entweoes

Wechselpunkten, oder vor- und ri

annte Punkte an, so kann

Nivellement }I'_'il.-ll_'l'.“l'i.'l.‘; an hereits Iy

n den be-

desselben vorgenommen werden, indem man die geg

1

iod der gegebenen Punkte gefundene Differenz auf die ein-

n Hihenuniers

tion nach Verhiltniss der Stationslingen, vertheilt. I'refften mehrere

zelnen St

Ziige in einem Punkte zunsammen, so kann dieser nach Analogie der Knotenpunkte
werden, (¢ Thi. I1, § 43 1) u. 3)). Die dabe

n Rechnune zu stellenden Gewichte sind, wenn S die ge  eines Nivellements-

hei Polygonmessungen hehand

ei, €o

zuges bezeichnet, p . Denn ist m der mittlere Fehler der I

ganzen Nivellementszuges m /S, Die Gewichte sind

ist. der mittlere Fehler :
aber den Quadraten der mittleren Fehler umgekehr proportional.

nliche Betrachtung wie die in Thl. II, § 45, iiber Bussolenziize an-

Eine
gestellte, fithrt zon der Regel, dass man die Stationslingen nicht zu gross
nehmen darf, — in der Regel =—50m.

oTwa vVon I.il'l' |l"i-3‘:".ill'.'l41"ll

Die Nivellementszahlen werden in eine T

Spalte 3 und b sind fiir die Visuren nach den Wechsel-

Yowischenvisuren. [n Spalte 6 werden die

Einrichtung eingetra

punkten bestimmt, Spalte 4 {

Difforenzen der Lattenablesungen gebildet, und zwar werden die negativen Unter-
sohiede in Form dekadischer Ergiinzungen eingetragen, wWenn man s nicht vorzieht,

lungen zu theilen, eine fiir positve, (Steigungen), die

Spalte 6 in zwei Unterabthe

andere fiir negative, (Fallen), Differenzen. Als Probe fiir die richtige Bildung der

Unterschiede /A h hat man: Summe der Spalte 3 weniger Summe der Spalte 5
— Summe Spalte 6. Als Probe fiir die richtige Summirnng der Differenzen in
Spalte 7 bildet man den Unterschied zwischen der letzten und ersten Hohe, welche
mit der Swmme der Spalte 6 ibereinstimmen muss. Fiir doppeltes Nivellement
sind die Spalten 8—6 zu wiederholen, und zwischen Spalte 6 und 7 eine weitere
I1*, — einzu-

Spalte, ,Mittel der Hohenunterschiede aus Nivellement 1




:—E'E:ZIIL'I'II. [st das '_\'i‘~'-'iil"|l-'!il

kommt dazu noch eine fi

e
ICIUnNterscnede,.™

3 50 1,202 0.810 28 965

Die Nivelle

EIIMEessnry

wicher] Jederzeit wieder he
1000 m sind |‘l-->,'.'||,

ke : : 3
!'\"'-.Il'iul--|_I\]m:., 111N eIner

stellt wer

oe Puar kte mit einzunivellire

586N

Terraindarstellune.
1217 J:-'_':_' 1 3 Hlla

.iilél i--!l |]"§.-~:.-|' |I|Il it fder [--:'|:|E'|||:- ]

(Horizontal-

irven auf

DOJ[CIONTNTS

tir den 1m Lesen

d daher Karten, v

tir topographische Zwecke, s

1

KOIMImeE,

I VErsenen si

e l'l'--.l---\-'t‘.

lie |-':'|';|‘-:.j_"--='5

o
B ray

14anmn -':::I' |\ Urver

Arbeit, welche

handelt —, oder man ve

LUer1sh1si

881 sLati-

1 | . >
LS00 das von |_i|'.-_

darstellt, misst diese P{ le anf, nivellirt sie, und triet si

die Karte, Alsdann kann man




a und

o | P e | st o] et r e ||| = 3 T o !
ame a b 2 naen, weicne 1 ohen H, 6. 7, 3 1m zakommen,

+1:1:04 zu theilen. In analoger

3

Man hat diese Linie nur i dex

Weise werden die L

man eine gleiche Hiohe gef freier Hand zu ziehende Kurve

11t Hilfe eines Dia-

verbunden. Die angedeutete T1
gramms, Fig. 126. Man

(enr .\_"I-‘I'i.. '

R 3 1
(Lem | nnKLe

linien D, O, T__ 8 auf der Linie ab in der Kar

diese. wie sofort verstiindlich, in der angedeuteten Wi

vsche

*TO X

Kommt es auf moglichst genaune |

en miissen.

wird man die za nivellirenden Punkte anf dem Felde in grosser Anzahl
B n zum Zi
_ Qradrateck
die Quadratseiten withlt, um so pauer, um s0 mehr
fiche in jedem Quadrate der Ebene nihern. Wo

anderen t,!il?l':.i'ill" noch erheblich von der Ebene abweicht. sind innerhalb des

wenn man das Terrain mat

: é
Man kommt in solchen llen am

21nem llJII.-u-'l' atnetze

'f."l"l' dem

‘l'l'.;u]l'::.'- noch weitere Punkte besonders zu bestimmen. Derartige Quadratnetzauf-

nahmen gewihren an sonst mancherlei Vortheile, wie wir spiiter sehen wi

[n neunerer Zeit bedient man sich zu Terrainanfnalhmen mit grosser Zeit-

m 1

mit Horizontal- und Vertie

kreis und

die

1.'.':IL|I||_'-:' !

yarniss des Tachymeters, eines

[ustrument wird gleichzel

distanzmessendem Fernrohr. Dureh

L

and Hohe der Punkte, erstere durch Distanz- und Horvizontalwinkelms

lotztere doreh Verticalwinkelmessung bestimmt.  Wird der

latte durch einen zweiten Geometer gefiihrt, so ist das Abph

Tritger der
der Punkte eriibmgt.

-.'I,Il".'.'_

1) Aufgabe: In einem Schichtenplane, Fig. 129, ist eine Linie ab g

1

hnet werden.

Es soll das Profil derselben goz

Die Auflosung geht aus der Figur hervor.

9) Aufeabe: In cinen Schichtenplan, Fig. 127, eine bei a beginnende Linie

mit einer steticen Steigung von 1%, zu z
1

andlich werden, ans welcher

Auch diese Aufissung wird aus der Figur ver:
such erkenntlich ist, dass man die versehiedensten Linien von der vorgeschriebenen

L g 3 ’
renschaft, z. B. abede, abc d e

2) Aufgabe: Zwei Punkte A und B, Fig., 128, durch eine ste

ung zu verbine

abe d e” ond constrmiren kann.

anf-

steizende Linie von 1%, ot
on B aus
C. Die

Man trigt na h \Ilt'igl'l' Aufeabe v
die Linie B C B’ von 1°/, Steigung ein Beide

[inie A C' B ist cine Limie von der veriangte

l’j:lilP :_J'.-|_|'|..| en

Punktes,

4) Aufgabe: Die Hohe eines auf einem Schicl

welcher zwischen zwei Hohencurven liegt, zu hestimmen.

ht zu den benachbarten Kurven

Man ziehe durch den gegebenen Punkt senkrec

eine Linie, ermittele das V niss. nach welchem der zwischen den he-
nachbarten Kurven liege chnitt derselben durch den gegebens -




o —=

n Hohenuntersel

.!.-l' :"---Ei;n"!:luill"rl-l| H]I:'\ g11 I

nach demselben Verhiltniss,

Soll durch den gegebenen Punkt eine neue Horizontalkurve construirt

werden, 5o man in angemessenen Abs en zwischen den benachbarten

Horizontaleurven mehrere zu dissen senkrechte Linie
selben Verl d
5) Aufgabe: Fine Wasse itung A B, Fig. 130,
besitzt ein Qefille von 1%, Wie tief durchschneidet dies

nach dem-

tniss, und verbinde die Theilun

punkte.

A 1m tief und
Berg bei (2

1 N -} o A1y 1 R and - oy PR e fag
Die Aufgabe ist durch Rechnune leicht 21 liisen.

I aut der Linie

. o - . - | M| " » e o i "
eine grossere Anzahl von Punkten segchen,

Tiefa mter der -I.I'f'l':li-‘llll"'l'i. L
A B das Profil nach Aunfeabe L),

trage in dieselbe auch die Leitung A B' nach den dieselbe bestimmenden Daten

ermittelt werden soll, so zeichne man fir

ein, so kann man dieser Zeichnune die Tiefe fiir jeden heliehig Punkt der
Linie A B direkt durch Ab:
6) Aufeabe: In

eines Grabens mit der 1.

rreifen mit dem Zirkel entnehmen.

enplan die Durchschni

: 3 . =
wberfliiche einzuzeichnen, wenn

des ':i'r':llllu:-c_ St iii F"'f-|§|. ln--;";|l,||-‘ Liillj .""'j'

Man ermittelt nach Auf 5) die Grabentiefen an

der Grabenlinie.

diese Tiefen 1n das in grossem Massstabe gegei
181 also die Tiefen A By ik

TV R | a, b, ete., ermittelt die Lingren di
H s 4 1 by LG., FITELEE LL{ ANTEn ol

‘;llillll'l..':_l'.'lr-:

A 8y BLC., zeht die

Horizontaler

¢ horizontalen Linien

'l aday '.._\ ! ]
und trigh sie im Massstabe der Karte von der

gegebenen Grabenlinie

aus zu beiden

Seiten derselben :|-i-_. nnil ZWar n

III]}’ 11 'll||lil'i|: :IJ‘.II.l-.|-_'l ||—-|' 1|-i;{|--:':-|, fiir

“-,_.'i_[-i_,- -|il_' il-"-!'l'.']-'2|||'_'-'| irl':llll'il?[-

T\-'I-Z'il i

1+ 1 3 ]
rmivtelt sind,

"--.'I' L'r-.'.m.'-,g_"i-'!. wird es an Mi‘l-._-}i! Zar ].-':'-'iw_l,:' .‘”Li.'l.iil']!--!' A

oA

Massenberechnung und Terrainumformune.

1) Massenberechnunge: Der schichtenplan

iplan  eines Grundstiicks . F'i_r_-"_ 132,

gegeben. Durch den n A des Grundstiicks wird eine horizontale

1L

Ebene gedacht. Es goll der enbische Inhalt der iiber dieser Ebene in dem Grund-

Erdmasse herechnet werden.,

stiick lagernds

Man bestimmt zunsichst die Hahe des niedrigsten Punktes A nach §8, Aufrabed),

berechnet die Fliche G des Grundstiicks, und die Flichen £y, &, g, ete., welche die

Horizontalkarven 1, 2. 8 ete. mit den Grenzen des Grundstiicks Ist h,

PR
einschliess

der Vertikalabstand der durch A gedachten Kurve von der niichs

&, 4 g

80 ist der cubische Inhalt der Erd: en KarvenJ,— —1 St

hicht zwischen he

zeichnet weiter h die Aequidistanz der iibrigen Kuorven, ¢o sind die
*) Ist d:
wenn in Fi

sprechenden Ter

Aunfgabe 1 gewonnen,




urven lagernder

die Hohe des

21 Planirung. Soll
horizontale Ebene planirt v

MaAsse nf 1}, dividire denselben durch die e des ks, prhiilt man

die Hohe H der durch den Umban herzust

man in dieser Héhe nach 1) des vorige

diese die Grenze zwischen Aui- und

It man die

I'1=':li'.' 2K

_|1u|';_.'ﬂ-|.I;||'|-.'.|]".:' '..'l_v_:'u'l'!nin' |",'I'i-‘|‘.li'=.--‘~!'_ =18

Erdtransport fort zu bewegen ist. Aunf dem
in der Hohe H mittelst des Nivellirinst ab,
zahl von Pfihlen ief in die E
lich in der glei
die Erde versenkt

_l'::"\ werden 8ol

képfe ausgehoben and 1m

SOgEeN. !.-'i-.l']-.": de). woduarch den Erdarbeitern

genat

Hang von bestimmtem (e
Horizo
dem Horizont, auf welchen sich die Héhen der Kurven beziehen, lagernden Hrd-

der projektirten Kurven,

man die zu bildende Obher

v einmal nnter Fuerundelegung

massen nach 1), und zw:
and sodann unter Zugrundelegung der mpatiirlichen Terrainkurven. Das R

der ersteren Berechnung sei K, das der zweiten K,. Je nachdem der Unterse

K, — K, positiv oder negativ ausfillt, wird man bei der Planirang i

halten, oder es wird: Erde fehlen, Um dies zu vermeiden, wird man im

5 . i - fre e : K, —K, 1 :
Falle die projektirte Terramhohe um den Betrag ———— yergrossern, im ian-
deren Falle vermindern miissen. Wiire z. B. das Grundsstiick

Hang von 17/, Gefiille umzubauen, so wird man die Horizontalen a b, a, b,, # b; etc,,

),

bel einer .'\.I'l|'.-.n:m‘.hl'.?. von 1m' in Entfernungen von 100 m in die Karte einzu-

soichnen haben. Die Hohe der untersien Horizontale ab werde zu 1 m iiber dem

nberechnung einen Ueberschuss von

Horizont angenommen. Hrgiebt nun die Ma
Erde, so ist der ganze Hang zu tief projektirt. Hat man auf dem oben ange-
deuteten Wege gefunden, dass der projektirte Hang um 0.2 m zu heben i

15t also der Horizontalen a b

+ 7
Qlarmnit

ein Ausgleich der Auf- und Abfragsmassen stattfinde, so 18t

die Hihe 1.2 m stath 1 m Leizuschreiben. Die Horizontale von der Hihe 1 m hegt

#) Die zwischen
wenn H die Hohe d

*=*) Diege




1L

A B,

e so tief in die Erde. dass die [\'-"ug-l‘u-

.'!I B, ete. ] mden Hbhen fiher
. (Mit Hiilfe des Nivellirinstruments,

dem Horizont der Aufnahme erl

Hat man {iber die umzubanende

4) Quadratnetzaufmahme, F

BN e A A s e P A o et e

otz :._f--i.-_l_l_'i und die |J.: n der i\?!;;|||;'::'.'|'-:-_.','| armitt

erhillt man

lem Quadrate rid Frdmasse, wenn man die

Felen durch 4 diy und mit der Grundfliche des |
i¢ Um ung des Grundstiicks hat man nur Theile
= Vi Elh:;; Lern, deren 4y |i:--.f§|;||-!;--_'| man duarch Sel ngr als |'a|'=;l":||'::-'i.r des

ganzen Quadrats den vollen Quadraten

lagernden Erdmasser L, wie die
.l'll ."."l;.l der ”,'. L OT

der Quadratecken m, (in der Mitte des Netzes). Je viermal, die Hohen der Eelke;

in Ansatz komme;

denen  sie geme 1ch gehort, angiebt, also die

Ecken a, (ausspringende Heken), je einmal,

Bekea); o

(am Rande), je zweimal, die Hihen der

und die Hiohen der Feken 1al. Man wird also

thalten, wenn man die Summea

die Summe der Erdmassen der v

der Hohen der a durch 4, die der Ecken e durch o, die der LEcken r

m durch 1 divi

lirt, (d. h. letzt

sie sind, in Rech-

nung stellt), die enten .'u|l|i|'i'.. und die Summe mit der Fliache des vollen
Quadrats multiplicirt.

Soll die Terrainoberfliche in

vt werden. 30

horizontale Ebene umee

man die Hol wenn man die berechnete Erdmasse mit der
Fliiche des Grund Zieht man diese Hohe von den Hiohen der
Quadratecken ab, so man die Hiohen der Abtrige (-+) und der Aunftrige (- )
an den einzelnen Netzpunkten. Fertiot man nun einen Plan, in welehen man die

g0 ermittelten Auf- und Abt

shohen fiir jeden Netzpunkt eintrii 80 wird jeder

Schachtmeister, nach gehiiriger ||';-'.t‘11]\‘-i’-|:, leicht danach arbeiten kénnen.

Um die zu transportirenden Erdmassen, (Abtragsmassen), zu berechnen. hat
= man die A

ragshthen an den einzelnen Ecken zu addiren, wobei jedoch die Hohen

i an den Ecken a. r und e wieder mur mit ? G (s and thres Werthes in Rech-

I
nung zu stellen sind, und die Summe mit der Quadratfliiche zu multipliciren. Die
in den nicht vollen Quadraten vorhandenen Abtragsmassen sind wieder fiir sich
zu berechnen,

Zur Controlle wird man in derselben Weise die Auftriige berechnen, welche

den ermittelten Abtriigen gleich sein miissen.

Boll dureh den Umbau nicht eine Horizontale. sondern irgend eine andere

thlen .
auszudriicken. In Fig. 135 stollen z B. die fetten Zahlen die Hohen der Netz-

].'1II||{‘.-.'_. wie diese ciun-h .\.i\'t‘“"llr-'lll n':'r:I‘:EIr']‘: sind, |{.'1r', soll |_i:1=' 'J'u't‘fuin in t_'i:ll:u

Terrainform geschaffen werden, so ist os nichi schwer, diese durch Hihen




n der auch mit 29 Gefille in der
werden Elll"ll I 'i 1 1 ']

1 Wi 9.5. H.58 shen, swobei
T denn der anf 100 m

auf 10 m 0,2 7 miisgen

AN .‘l!:|li||'| LI _:I' 0.2 m kleiner \\'.-:-;i|=:;_ Fieht man digse Pro-

On den '|'|-!'|';|i||':|-”|'||L';| ab. so0 erh man die _'\|-|1'-'£,!'“?§--}'|-:| :'H'K\\.

1 cubischen

14 - :
it man wWel

die einzelnen Netzpunkte,
und Abtra

denteten Wege, ver

amassen au Jeicht

S sich der hezw. das Bodenmanko,
welehes man da -! die liche des Grundstiicks zu divi 1 1111 k ||.'}i5.'—
zu erhalten, um welch projektirte Terrainoberfliche noch |

in den Anftri

Projekts zu vergri

i
A aulgenen si

]l'-l_'l'l. 13%, Wenn I|| ‘\'l

sgrn, bezw. zun vermind worant

zu ermitteln und sod

Auf- und Abfrags n noch n in den Arbeitsplan

des Schachtmeisters einzutrage

zom Aus-

4) Auflockerung des Bodens. Hat man die Aunf- und

u-i,.i‘.]._ g:-}:‘.';u‘il'.. so wird 1 WeZEeT der _‘\l;l1|:|-‘-(|'-:‘1|l:_~_" der abg Erdmassen

bei der praktischen Ax ung des Baumes ein Bodeniiberschuss ergeben. Der-

selbe

1) im Sandhoden 1°/, des abzutragenden Bodens
2) im Lehmboden 8—35'

3) im Thonboden 4—6
Um diesen Bodeniiherschuss zn vermeiden, wird man von vorn herein die

projektirte Terrainfliche etwas hiher anlegen, als die ol Boden-
Abtrag von 10000 ¢hm,

en angedentef

berechnungen erceben. Hat man z, B. im Sandboden einen

so werden diese wewen der Auflockerung einen Bodeniiberschuss von 100 chm

liefern, Dividirt man diese Kubikmeterzahl des Grundstiicks, so

erhilt man die Hiohe, nm we he die ||r'|=_]'--'lili|-:_.- Terrainoberfliche noeh hioher an-
sulegen ist. als die bisherigen Bodenansgleichungsrechnungen ergaben.

Iman

5) Lang gestreckte Erdbauten. Bei langgestreckten Erdbauten schl

zur Berechrnung der Bodenmassen einen anderen Weg ein. Soll z. B. ein Graben

-‘l']l--li".'l {il‘f\:i““ an

mit bestimmtem Profil und
man dureh Nivellement das Lingenprofil der Grabenlinie, (in Stationslingen von
:r”lu), :
von ebtwas grosserer Ausdehnung, als die durchschnittliche Grabenbreite, (in der
Regel mit Hiilfe von Set

in ersteres die projektirte Grabensohle

o gelegt werden, so mimmb

in Querprofil des Terrains,

und desgleichen an jedem Stationspunkte e

ingenprofil und Querprofile

ot, Fig. 136a,

zwage und Richtscheit), 1

werden aufy ; g
die Ordinaten derselben fiir die einzelnen Stationspunkte ermittelt, und unter Zu-

grundelegung der letzteren das projektirte Normalprofil des Grabens in die einzelnen

1
Qe
zi berechnen sind. Um nun die in einer Station anszuhebenden Erdmassen zu bes=

errainquerprofile eingetragen, nach Anleitung der Fig. 186b. Damit sind nun die

st

en nun zuniiel

rschnitte des auszuhebenden Erdkorpers dargestellt, deren Fl

rechnen. hildet man ans den Flichen der Querschnitte im Anfangs- und Endpunkte
* In Fig. 135 er die Rechnung ein Bodenmanko von 870 cbm. Die Fliache des Grundsticks

< ‘ k b s70

ist = 3000 gm, mithin gind simm e Ordinaten des Projekts um aner 0,20 m = reet
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hmetische Mittel und multiplicirt dasselbe mit der Lince der

der Station das

Station, (in der Reeoel also mit 5O m).*)
|'-_| \l‘ﬂl
cedenteten Weise die Auf- und Abt

projekt durch seine Profile dar. Hier wird man in

rsmassen 1n den einzelnen Stationen

Auf- und Abftriige sich innerhalb

berechnen, dieselben vergleichen und dureh Heben oder Senken

projektirten Weeehiihe zu erwirke

Urspring

SUCH

nicht allzulanger Streclken ausgleichen, damift allzaweite Bodentra 1sporte vermieden

werden (vergl. die Masgenberechnung zu Fiz, 187).

i

10,
Kostenveranschlagung.*)

it der Bodenbearbeitune unterscheiden wir fol
1 | 1 il 1 s ) e WLl 8] LN ¥y A | |

‘ll' '::h']’.l |1\-|' -"‘;:':‘,‘.‘.il'!'i._ !
.!-ill‘.-!l"|l\.;:|"'_-'.|' ®

T. Mit
Ackerboden).

12

bearbeiter

Kies, Tt

welche, ehe sie o

gelockert werden miissen,

(Thon, mit NG durchsetzter Boden).

die mit Spi ke gelockert werden mitssen, (Gerille),

V. Felsarten, die mit Brechstange und Keilen zu bearbeiten sind.

gesprengt werden miissen,

Tl 21 SpTe

nde Felsarten, (Gneis, Granit, Porphyr).

Die Kosten zerfallen in: 1) Kosten und Laden des Bodens,

2) Transportkosten. Letztere sind oleicl

aus der Anzahl der Kubik

meter X Transportweite, 3¢ einem Transportfaktor welcher die Kosten des Trans-
] 3 | 3

ports pr. Kubikmeter 1 m weit angiebt,

Fiir Sehi

karrentransport™*) gilt nach Gieseler folgende Tabelle:

Liisen, Laden und

‘]‘l'il NEPOri ¢

Boden-Klasse| Leeren erfor abm T o -.'..-j:,

Stunden pr. cbhm

1 0.85 1.4 0.008=2
I1 1.4 2.0 0.0085
[1] 20 — 28 0,0094
LV 2,8 — 3.6 0.0100
V 36 — 44 0,0102
— 6.5 0.0105

10,5 0.,0108

Wil".i £in f_:';jl_g-u'l;».;i'_y_ YOn ]IJ".. der

Fir Unterhaltung der Ge

]\—-I.‘iivl'_- angesetzi,

lurch ihre

que dige Leser kennt fiir den Inhalt

des Prismatoid Fliche des in der halben Hohe h gemessenen Quer-

schnitts bezeichnet.

**) Giesler, Erd

¥ Wegen der 1

. die Formel am Schluss dieses Paragraphen.




Bei Steipunpen sind pr. 1 m der wirklichen

90—925 m hinzu zu sefzen.
Nehenarbeiten evfordern Arbeitsstunden:
1) Auftrag zu stampfen pr. chm 0,9,
hen pr. qm 0,05 D]I
len pr. gqm 0.056—0.15,

2) Planiren und Umg
3) Raser

4) Rasen

pr. gm 0,08—0,20,

pr. qm (0.50)- 0,75,

Pr. (I H::)fl:
30.0.

7)1 e au

£n, pr. Im Stamm-st

Ermittelung der Transportweite : Man erw ile der Auf-

traosfliche eine zum Abtrag kommende E 6 sweck sipr zu vertheilen ist, und

Schwerpunkte

ermittelt duarch Abtragamassen und der Auftrags-

rinme. welehe durch die betreffenden Abtragsmassen fiillk werden sollen. IDie

Entfernung dieser te wird als Transportweite in Rechnung oestellt. Bel

1 die Bor orte alle nach einer Richtung

satrockten bel weleh

ine Schwieriglkeiten.

unbauten begniigt

T T

gich mit einem mehr summarischen Verf: n, welches im Folgenden arliutert
Massennivellement, Wir verstehen unfer
‘ T i als R
Wi J'||::|. ]i;ll:l;, |

dazu bestimmt, eine Vertiefung

auszufiillen. Wir denken uns die Abtragsmasse
Ths'e sl zerl

schiedene Theile, m,, m,,

1 nehmen an, dass dieselber seichneten T

1

Vertiefung transportirt werden gollen. Alsdann ergiebt sich die Transportgrisse

T=m, w, -+ m, w, + m, Wy

wenm w.. w,, w. etc. die Transportweiten bezeichnen, Graphisch wird di ¢ Trans-

portgrasse durch die Summe der Rechtecl Fig. 188a, dargestellt. Setzen wir stalt

der _i.',"'lI"'"']'-"'I'”! Grenzlinie der durch diese lechtecke gebildeten Fliche

Kurve, (Massennivellementskurve), wie solche ent ' wiirde, wenn wir die

M mndlich klein dichten, so ist jede Ordinate dieser Kurve

:"II” m, enc. uns uns

und Auftrice. wenn lefztere mit

der Summe aller rickwirts iil'_f_l"n'l.'.lll'l': Ab

negativem Vorzeichen gedacht werden. Man erhilt also Punkte der Kurve, wenn

man die Entfernungen 0—1, 0—2, 0—38 efc. auf einer A hseissenlinie Ox, F

und die senkrechten Ordinaten 0, m,, m, -4 m,, m, 4 m, [ m, elc.

1874,

von b aus i

errichtet.

Stellen wir in dieser Weise i, 189 dargest i Frdtransporte dureh

eine Massennivellenientskurve dar, so erkennen wir sofort folrende HEigenschaften

'Hll'h:

1) Die Kurve ist abst

.
Aerse

end im Abtra anfsteigend im Auftrag, horizontal,

wo kein Umbau stattfindet.

9) Die Kurve ist um so steiler, je grisser die Auf- bezw. Abtragsmassen.

3) Wo die Kurve die Abscissenaxe schneidet, gleichen sich die riickwiirts
liegenden Auf- und Abtrige aus.

4) Die Summe der von der Ahbscissenaxe und der Kurve begrenzten Flichen-

abschnitte ist oleich der Transpertgrisse-aller vorkommenden Frdtransporte.




Fac vor-

dNEPOITren,

Al
|.!I'I| Ik a ¢

tung a b transportirt., bis der Auttrac

Abtragsmassen kommt fiir die I

i den einzelnen Streifen. - welche

Aunftrag
Mas

als 'lli" -'\Iil:ri"-_"-‘_‘:!.'l

mivellementekurve fir dia Transport

]].‘IH*-'!:HE\

streifen bbb ser

ntskurve fiir die Trar

- m - yaf
die Transporte

S'I"--""" 3

und b), oder dem Mittel aus a) und ¢), oder dem Mittel aus heiden Mitteln. Fe

ist also entweder = E

kommen. Man wird daher

nahe
miissen und daher T' nach Gleichung d)
man T nach Gl e), und, Wenn l"! und .F
stimmen haben,

Notizen fiir Erdarbeiten. Die Wahl der Transportart richtet sich nach

Entfernung und Menge der zu transportirenden Erde. Bis 5 m transportirt man

durch Schaufelwnrf, bis 120 m mittelst Schiebkarren, bis 400 m mit Handkarren.

(zweirdidrige, von 2 Arheitern gezogene Kippkarren), bis 1500m mit
karren. Die Anwendung von Feldeisenbahnen setat voraus, dass grissere Abtrac
massen auf einer Stelle liegen.

Hohe Auftriige, (I Yamme), sind, weil sich der Bod

hoher zu schiitten, als das Projekt angiebt. Die Ueberhthung betr

N 8setzt, von vorn

ot in Sand-

boden /... in Dammerde o und Thon Y/, der beabsichtisten Hihe.

Bischungen sind anzule

gen:
In losemn Humus oder Sand 2fach
Lehm Gt

Thon 1—1% fach

1
acin

Torf Yy—2fach.




drainiren.
Transportkosten. Fiir Schicbkarrent
+ erfordert pr. Kubikmeter

e
(8 Ladunegen

92 Sekunden. M

=

tentfernung von w

1 \ P
w| Arbeitsstunden.
1 nehmen.

Zeit pr. el (0.8 4 —
Leit pr. ebm [ € 500

i schwerem und 1 Boden ist
frennoen chnet man dex wirklichen Tran o P R
_ bei Gefille 10—15 m pr. Meter Fall hinzu
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Theil IV.

Hydrometrische Arbeiten.
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§ 1L
Stromnivellement.

Fin Flussnivellementsplan hat darzustellen:

1) das Lingenprofil eines oder beider Ufer,

.i) i & der Saohle,

P 2 des Wasserspiegels, wombglich niedersten Wasserstand,
Mittel- und Hochwasser,

{) sind alle in der betre
Britcken, Wehre, Schlensen, (deren Fachbiiume), ete. zur Darstellung zu bringen.

Wegen der Veriinderlichkeit des Wasserspiegels sind beim Nivellement des

fondeni Flussstrecke wvorhandenen Wasserbauten,

letzteren besondere Vorsichtsmassregeln zu beobachten. Man nivellirt nicht den

Wasserspiegel selbst, sondern die Kopfe in das Wasser eingeschlagener Pfihle, und
liisst alsdann die Abstinde vom Wass iegel durch mehrere Gehilfen miglichst

gleichzeitig messen, indem man jedem derselben eine nicht allzulange Strecke an-
weist, welehe dieser von ‘oben nach unten zn durchlaufen hat, da sich Unregel-
miissigkeiten des Wasserstandes, — wenn picht Stauungen die Ursachen derselben
sind, in der Regel von oben nach unten fortpflanzen. Der Fortgang solcher Storungen
darf den der Arbeiten nicht iiberholen.

Das Profil des Flusshetts muss durch Peilung ermittelt werden. Die Punkte,
in denen die Tiefenmessungen vom Kahne aus vorgenommen werden, kinnen vom
te bestimmt werden, zu welchem

Ufer aus durch zwei pleichzeitig arbeitende Theodol
Ende im Kahne eine Signalstange errichtet wird, oder vom Kahne ans mittelst
eines Spiegelsextanten,

In der Regel wird das Flussbett durch in gewissen Abstinden aufzunehmende
Querprofile zu bestimmen sein. Man bezeichnet die Richtungen der Profile an den
Ufern durch Signale und richtet den Kahn in die so bestimmten Linien ein, was
vom Kahne selbst aus geschehen kann, ev, mit Hilfe des Prismenkreuzes, Zur Be-

stimmung desjenigen Punktes des Profils, in welchem jedesmal die Peilung statt-

findet, geniigh dann ein am Ufer, ausserhalb der Profilsrichtung, anf einem in der

Stromkarte verzeichneten Punkte stehender Theodolit. Kann man ein Seil iiber den
Fluss spannen, so kinnen die ndthigen Abmessungen auch an diesem erfolgen, zu
welchem Ende dasselbe durch rothe Liippchen in gleiche Theile, etwa von 5 zu dm,
zu theilen ist,

Die ermittelten Profile werden in der 1
Fig. 140. Letztere muss iiberhaupt Alles darstellen, was fiir den Zweck, welchem

] in die Stromkarte eingezeichnet,*)

‘:a'ﬁ'.'

sie dient. von Interesse sein kann, in erster Linie die Hochwasserufer, Deiche, an-
sndlich die Situation aller im Nivellementsplan

grenzende Bauten, und selbstver

dargestellten Terraingegenstinde.

durch  Tiefenlinien darzustellen,

+) Seatt durch Profile, plegt man das Finssbett auch wohl

kurven, verbinden.

11

d, i. Kurven, welche alle Punkte von gleicher Tiefe, nach Art der Horizo
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ganze Gefille H der Flussstrecke als Widerstandshihe anzusehen, und ‘es ist also
nach 3)

also Vi -
alp
, H . 4 i £ : S
Setzt man & —=.J, — relatives Gefiille der Flussstrocke von der Linge T,
j !
F : . 1
und —= R, sogenannter mittlerer Rading des benstzten Profils, I k, so ergiebt
P 3 _
sich v=Ik ¥R J. i (242)
-I‘:}']n']\-\'c.‘S[] setzte den Coofficienten k constant 50 m. Die [',-|[i-1-,-|-|¢-]|m,g‘,”
von Ganguillet und Kutter haben die Abhingigkeit desselben von der Beschaffen-
heit des Betts, (Rauhigkeit), und vom Verhiiltniss dargethan, Kutter unterscheidet
|I
folgende Raunhigkeitskategorien:
1 ('['.'Jlrl]n'li.l'!-i Holz. Glatter [.I'ZJIJ'ILT:
1. rohe Bretfer
[TI. behauene Quadern. Ziegeln,
TV. Bruchsteine,
V. Erde ohne Wasserpflanzen,
Vye » mit Pflanzen, Steinwiirfen,
i w Wwie in natiirlichen Biichen und Fliissen,

VI. Gewsisser mit vielen Pflanzen, Geschiebe, schlechte T'-r|[¢-|']|.—||'_|u,“']
und giebt folgende Werthe fiir k:

F Werthe k fiir die Kategorien:

p Pyl | i | =1v v, | v, V!l va
0,01 | 455 | | 1821 o7 76 56| 24
0,08 | 59,0 | 236 | 157 | 124 | 94| 68
0,05 | 65,1 ! 286 | 194 15,5 ‘ 11,8 84
0,07 | 68.8 s2,1 | 222 | 178 | 13,7 9.8
0,10 | 72,5 86,1 | 254 | 206 | 159 | 115
0,138 | 747 | 9.0 | 278 | 227 ‘ 17,7 | 12,8
0,15 | 76,3 | 09 | 294 | 241 | 189 | 187
0,20 | 788 | 444 | 834 | 268 | 211 | 155
0,26 | 804 47,0 | 34,8 | 28,9 | 22,0 | 19,0
0,30 | 82,0 495 | 87,1 | 81,0 ‘ 24,7 | 184
0,40 | 84,0 ‘ 53,0 | 404 | 84,1 | 275 | 20.6
0,50 | 85,5 | 55,8 | 43,2 | 86,7 | 29,7 | 225
0.60 | R86.6 58,1 | 45,5 | 88,9 | BLT | B4
0,80 | 88,2 615 | 49,0 | 423 | 84,9 | 268
1,00 | 89,3 641 | 51,8 | 450 | 375 | 291
1,50 56,1 | 494 \ 41,7 | 82,0
2,00 [ 60,3 | 537 | -15.1:‘ 36,7
3,00 . | 65,0 | 58,7 | 50,9 | 41,5
4,00 | | | 68,3 [ 621 | 545 | 45.0
5,00 _ | | | 72,5 | 668 | 59,5 | 501
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Die Wassermenge. welche ein Canal von dem Querschnitte F bei dem Ge-
falle J pr. Sekunde fihrt, ist, wie leicht verstiindlich:
:\I — ]" -k I}: oJ E“. (ﬁ-Li)
Umgekehrt ergiebt gich ans dieser Gleichung der Flicheninhalt des Profils,
welches man bei gegebenem Gefille einem Graben geben muss, nm eine bestimmte
Wassermenge M pr. Sekunde abzufithren
M
kYR J.

Hierin ist R vorliufie durch Schitzung zu bestimmen, das zupehirmpge k ans
£ ! : g £

= (244)

obiger Tabelle zu entnehmen und damit ein vorlinfiger Werth von F zu berechnen,

woranf man ein angemessen geformtes Profil mit dem Flicheninhalte F construiren,

il

den benetzten Umfang p ermitteln und also R— — genauer bherechnen  kann,
]'\

woraaf k nochmals der obigen Tabelle zu entnehmen und die Rechnung mnach
Formel (244) zu wiederholen ist. Weicht das neu gefundene Resultat wesentlich
von dem aus der ersten Berechnung ermittelten Werthe F ab, so ist eine noch-

malige Wiederholung der Rechnung erforderlich.

§ 4

Bewegung des Wassers in Rihren.

Bei Rohrleitungen haben zuniichst die Gleichungen 1)—3) des vorigen § und
Alles dazu Gesagte ebenfalls Giiltigkeit. Wir konnen dagegen nicht, wie im vorigen
Paragraphen fiir Caniile geschehen ist, die Widerstandshishe h der ganzen vor-
handenen Druckhthe H gleichsetzen, da die Beobachtung zeigt, dass nicht die
ganze Hohe H zur Ueberwindung der Reibungswiderstiinde verbraucht wird. Anus

Gl. 2) des vorigen Paragraphen folgt:

-

5
h—H — —
1. —F 5o
o
and da nach Gl 8) des vorigen § auch
Lpv?
il e ——
F
so folgt Lpv® _ 0 v?
a —'E‘ == gu-
. C
oder, wenn wir ag= ¢, also a = setzen:
4 i g
Lpv v
i il =g - e
o K oo
and hieraus s l 2gHF
' 2ceLp+ F
oder wenn man den Durchmesser des Rohrs = d setzt:

] 2¢ H IE d*
ik Pyl T

Q¢ Lxd+ -'} d4




(246)

Wassermeneen.

1) Divekte Messung. Die durch ein FI wsprofil in der Zsiteinheit fiessend
Wassermenge ist, wenn F de Flichemnl

Man sperrt dann den Bach durch ein

und misst die Hohe H des durch denselben fliossende




8) Niederschlagsgehiet. Ker
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Monate gelangende Wassermenge zu berechnen. Derartige Ermittelangen sind
nothwendig, wenn es sich um Neuanlage eines Grabens oder Canals handelt, um
die von demselben abzufithrenden Wassermengen annihernd kennen zu lernen und
danach das Profil des Grabens nach (244) zu bestimmen. Sollte z. B. die im Winter
in Form von Schnee sich ansammelnde Wassermenge in einer Zeit von 14 Tagen
abgefithrt werden, so muss man die monatliche Niederschlagshithe der Winter-
monate fiir die betreffende Gegend kennen. Damit kennt man die pr. Hektar in
14 Tagen, also auch die in einer Sekunde abzufiihrende Wassermenge, welche mar
mit der Hektarenzahl des Sammelgebiets zu multipliciren hat, Da indessen ein

grosser Theil der Niederschliige verdunstet, der Rest aber im Allremeinen sich nicht

8o rasch im Graben sammelt, als dieser das Wasser abfithrt, so braucht man nur
die Hiilfte der gesammten Niederschlige in Ansatz zo bringen.

Das ..\'[n'liI'T'ﬁl.‘h]:lgsgu-]Iil'.'1- ermittelt man durch Feststellung der Wasserscheiden
nach den Generalstabskarten. Zur Feststellung der Wasserscheiden hat man die
Richtung der in den Karten verzeichneten Wasserldufe zu ermitteln, event. die
Horizontalkurven zu Hiilfe zu nehmen,

Nach Franzius fithren deutsche Fliisse pr. Quadratkilometer Niederschlags-

gebiet pr. Sekunde folgende Wassermengen in cbm:

- E:--.‘i ||1L‘1!1'j2‘l'.l|l bei hohem 3

age Wiati Wis Bemerkungen
In der Nihe der Quellen | 0,002 — 0,004 0,35 — 0,60
in bergiger Gegend 0,002 0,18 — 0,23 | starker Zufluss
in hiigeliger Gegend 0,0018 0,12 — 0,18 | mittelstarker Zufluss
in flacher Gegend 0,0016 0,06 — 0,12 | schwacher Zufluss
in flacher, sandiger und

mooriger Gegend 0,0012 — 0,0015 | 0,035 — 0,06 | langsam das Wasser ab-
gebender Boden.
& 6.

Wasserkraft.

Die Wasserkraft eines gestauten Wassers ist, wenn h die Héhendifferenz des

Ober- und Unterwasserspiegels, P das Gewicht der Raumeinheit Wassers, M die
pr. Sekunde durch das Flussprofil fliessende Wassermenge bezeichnet:
k—P-M h: (249)
Die Wasserkraft eines ungestauten Wassers findet man nach derselben Formel,
g : Nl ;
wenn man fiir h den ans der bekannten Formel h— — sich  erpehenden Werth

ag
einsetzt. Man hat also die Geschwindigkeit v, am besten durch direkte Messung,
zu ermitteln.

Um k in Pferdewerken anszudriicken. ist, da das Gewicht eines chm Wassers

2
= 1000 Kilogramm, ein Pferdewerk 76 Meterkilo, wenn h in Metermass aus-
goedriickt ist: i ].1_I[-J1r M. (2494)
(8]

Von der theoretischen Wasserkraft werden durch ein oberschliichtiges Wasser-
rad oder eine Turbine 75—80%,, durch ein unterschlichtiges Wasserrad nur etwa
88"/, nutzbar gemacht.
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Soll ein fliessendes Wasser

Tnterschied zwisehen Ober- und Unterwasser bezei

Hithe muss das Stauwerk erhalten, welches diese Stanung hervorbringt?
st b die Linge des Wehrs, M die iiber dasselbe fliessende
die Hihe des cestauten Wassers iiber der Wehrkrone

des Querschnitts der iiber das Wehr fliessenden

11T

x << h, so ist das anzulegende Wehr ein Ueberfallwehr, d. h. ein
] 146. Ist H
die Wehr-

dessen Krone iiber dem Nivean des Unterwassers legt, g,

die beabsichtiete StauhGhe Flusses, s0 ereiebt si

hihe fiir diesen Fall

x = h, Fig. 147, so wird das Wehr ein Grundwehr. In diesem
die iiber das Wehr fliessende Wassermenge 1n zwel Theile
|

¢ fiber dem Unterwasserspiegel licoende nach obiger Formel (250) sich

4. wenn man in derselben h fiir x emnsetzt. Findet man die Wassermenge

here

dieses Theils —= m,, 8o ist der zwischen Wehrkrone und Unterwasserspiegel sich be-

wegende Theil m, M — m,, und man hat. wenn a die Hohe dieser Wasserschicht,
also die Hihe des Unterwassers iiber der ‘.\_u!-|'1l..;'u: e hezeichnet:
ITL, 0.62abl2egl
und hieraus m,
a = s (252)
0.62h J2e¢ h

Hat das Wasser vor dem Wehre die (apsc

der Hale h in den Formeln (251) und (252) hin-

Berechnung der Staukurve.

Fhe man sich zor Anl

erks in einem Gewdsser e

I'i'l'."-' Stanw

wird maon sich. — besonders wegen der Vorfluth der ob

iegenden L

yu iiberzengen haben, wie weit aufwiirts der Riickstau rveichen, und wie hoch
lem: Pun

stanten Wassers fillt oberhalb der St

dos Staubereichs stellen wird, Das Niveau des ge-

|11 lle'l':'-"JI:I' 11 !

nanlage neswess, wie es auf den ersten

Anblick seheinen mochte, mit der Horizontalen zusammen, sondern dasselbe bildet

eine Kurve. welche wir zuniichst, in vollem Bewnsstsein der Willkir dieser An-

nahme. als Kreisbogen ansehen wollen, welcher den ungestauten Wasserspiege

Punkte a, Fig. 148, und iher dem Stanwerke die in der Stanhthe gezoge

Amnmahme v

| B
|

vchtiokelt dieser

Horizontale in & beriihrt. Die
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sich daraus ohne Weiteres, dass die Stauweite S j.;']ri-'i-'! der |'J|-:||‘!---|'.-'| hy

.1
fOstatsthen

Stauweite sein muss, =0 dass also., w enn J das relative Gefill

aes ungestanten

Wassers, h die Stauhihe bezeichnen:

Die Erfahrung lehrt, dass diese Fow i Gewissern von ge

eit kbnnen aber nur

auchbare Resultate

Anspruch auf Gen:
solehe Farmeln macher, weleche alle die Jlll'“"'j_"'lilli'_" des Wassers i:.---E|:|}|_‘.\'_\'.|-i|1]|-‘|

- 3 T M o
als |-.|....Iu ce1l

les Betts,  mittlerer Radius  des Profils ete. beriiclk-

bestimmtes

Um eine bestimmte Wassermenge M in der Zeiteinheit

Profil I passiven zu lassen, beda giner bestimmten Geschwind

Nimmit
gemessenen Hntf

am Stanwenr

AN Zun:acnst

mal #i
des Profils F
M

Ist nun die Entfernung der Profile K, und F, von einander

: it
810 d. h. der

1 das absolute Gefille des cestauten Wa

Profilen ¥, und F,

and die Stanhithe im

Fig. 149, eingetragen, woranf man in der-

und sodann im F. ete, ermittelt,

in welchem das gestante Niveau mit dem
ungesfauten zusammenfillt.
VAT

3 cann man  sich derselben Formel,
M Fk JRJ, (248)

Berechnung der Wassermenge M

ienen. Kennt man M dureh direkte Messung, ($5), so

H lil'i"‘l'Hl-'!: H.-'il'fl'.‘.‘lu L]:'i "-url'.']l'-.-'l,le-.n '|-L '}sl-."—.-ri|'|--||_ '|'.'r||||'|'l'-f| 1jil"\'_']'

m wird, als ans der Ta 3, da die j:‘.'h"il-]lli,li"l;,{'

Raum lisst. Hat man

mmerhin einer gewisser

18t dessen Werth fiir die weiteren Red










Anhang.

Mathematische Tabellen.
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Erliiuterungen zu den Tabellen.
Tafel 1.

Die Tafel enthilt die Erddimensionen nach Baessel, Die einzelnen Bezeich-
on sind im Titel der Tabelle erliutert. Zur
[olgendes Beispiel,

Gegeben die Breite ¢ 5H2% 32/ 34 364",
Gesucht die Grossen B. L. . R, mi R, n.

1) Man findet B in Abthl. A der Tafel direkt fir o2 307, TDren daselbst

cehenen Werthen ist noch die Zahl 5 vorzusetzon, welche des engen Raumes

weeen nur in der 1, Spalte 49" vorgesetat worden ist. In den Spalten 54 nnd HH'

ernng des Gebrauchs diene

i y
1

oA 1 ». r 1.1 4 A N 1 Vi |: '] =l 1 alhl '-|
ist, wo die erste Zahlenstelle iiberstrichen worden ist, den vorgefundenen Zahlen il

/lil 6 vorzusetzen, _1|Eil'i fined i ;_;-.. I|l'| l!il'l'.nle'l r|.:|l'l'|'\'-- TN, ||r-|' rui' ]‘.! b ?-"]l'{.ls='1

werde, fiir 52" 307
H, 5 818 880.541.
Es bleibt nun noch der Bogen 2° 84,364", oder 154.364"7, welcher mit [y ¢
hezeichnet werde. in Metermass auszodriicken und dem Werthe B, hinzuzufiieen
Man findet O ¢ in Metern:
T i g 17* {(worl 7f in Metern auseedriiekt ist

8 LT log M | g = log

:-.gl;'l-l_I',Iil” - log /4 177,

o 1** findet man in der Tafel Abthl. A mit Argument 52°, 32’
} 7 1. A900536.
Hicizu aus der Hiilfstafel rechis mit Arvgument 30°°

Mithin log (L 1. 4900584,
5 { — 2 1885460

log 0 T 3. 6785349949

2) Da I mit abmmmb., s0o néhme mal (iel niichst

orisseren Tafelwerth aus

a'’ 445.686"7

Man findet nun in der Tafel mit Argument H2
A 1. 43888
:;?;. IFJ__ll : ans der Hiilfstafel rechts
log |’—l_l::m|-_
Hierzu log 2 (489
I L.OS8T04
loo 1, ] 2244,




Nach Obigen ist log 1., 1.2739543

Hierzn log [,

e Sl
log 1, 1.275 1567,

3) Der nitchst nieder Tafelwerth fiir |.|:'.| js5i

log ¢, =— 4.06954.

Hiervan ist abzuziehen
2 18
30" 3.8 -, b il
I I Eingane in die Tafel rechts.
| 04 |

log q = 17.
Mithin 0 log q, — 4,06954
log q 17
) Der Tafelwerth fiir log R, st
|_ R. 6.8044406.
Hieri .'i(,l'. 3068.0
2 24.54
30" 6.0

3 0.8

log ],'_I 6.8044805.

Ebensn findet man log m, log R c»omnd logn, Bemerkt sei noch, dnes AT
loge I anch nach der Formel [, noeos g, also log T, logn loge cor o findon kbnnde,

Tafel 11,

Die Tafel e

Winkeln zuo thun hat. dem Logarithmus irgend  eciner Winkelfunktion

braucht, um den Logarithmus ireend einer anderen Fuanlktic

nach Anleitung der folgenden Formeln und beigefiigten Erliuterunoen :

Es bezeichne o, wie allocemein. den Bogen, welcher gleich dem Badius ;

— oo’ L copl log 0", | | | i
o ] o n g
log are a + log 0", | =

das aus der Tafel zu entnehmend Additament,

logarc o - 2 A
J,,.|_|‘--.:i-| o —+ 8 A

Ly logsina log arc a A

0y Lo are o A
¥ \
- 1" ’”
i o WE i) _"'L
T
i O i 2 A
1 I
100 are o O o

Beispiel 1) Gegeben log are a.

Crpsuehi a) logwe, Auflisung folet aus Formel 1).

) log sin «.

1 .'\:Hii:ml--:::n. welche mian. so |:|!:\_-;’I- man #s mit sehy

FAR --|'||:||-'|-i|, 111

kleinen

nur zngnlecen

1
WL AW

st. 80 15t

LA 151




Da log a” das Avgument der Tafel, so hat man zuniichst dieses nach Formel 1
su berechnen, goht mit log «” als Argumen in die Tafel. entnimmt A und wendet
Formel 4) an.

(resucht e

Auflisung analog dem Beispiel zu b) mit Anwendung der Formel 3).

Beispiel 2) (Gereben log sin a

i) -_'—.---!,;l-':n'. 100 arc

Aus Formel 7) folgt, wenn man das verhitltimssmiis
instweilen vernachliissigh:

"

low o log sina - log o™,

Man kennt somit das Argument der Tafel, |-:_<gw-"'_ entnimmt das sueehirige

Additament und wendet Formel 6) an
!:.l LE'"“'I’-'!'.i Loy r fang o,
Auflosune analog a) mit Anwendung der Worniol)
Alle anderen Fiille werden #hnheh hehandelt., indem es 1mmer nur darant
ankommt, loga”, das Argumen der Tafel wobei ein angeniitherter
Werth fiir loo o’ geniigh, so lange. eber Aveument dienen soll.

Wie man den genauen Werth fiir Jog o”

foleendes

Man ermittell mch Beispiel 2 :LI:I]f_;‘:-I Werth fiir loga” als Argu-

ment. entonimmt deér Tafel das zugehirig A dditament und wende Formel 7)

e Tafel giebt ferner noch den Logarithmus des Hrdbogens s in Metern.,
fir den Winkel o, Als Erdradius ist fiir die Berechnung von 5 dér mittlers
iir die Breite 51° zu Grunde gelegt, Fiir diesen Radins

Tafel T Dy

Kriimmunpgsrading H:.:. R,
i [

st der garithmus  der Bogenlinge [ir 1" 1490562 (ven

oo m log n :

fiir g = b1Y). folglich log = log a” 4+ 149052,

o

Tafel 11I.
Tst i einem rechiwinkligen Dreiocke eine Kathete h in Vi reeleich zur anderer

|-{,-||I|.'-- g aphr 1;1.-',|, g0 leann i_i .-|:.~- :|I-.'.]\‘\.'.'.-~I'!|-'-- ‘\[u 'il'- ter |\il'.:':l'|-' 85 &=

I Winkels « angeseher werden., ITm diesen

i:.--'_'--'|||--;| achr kleimne

"I']l.‘llil'||. hat man algo

ader. wenn & in Metern, h in Centimetern auseedreiickt st

1Ii.- Crpdisaen s kiinnen aus Il'.'|l'|". Hl mil & als Vroument entnommen Weris

(verel. Thi, 11 § 24).




o e e

1 Gewichte de

ziahlen vorstellen, so stelit nichts

durch = auszndriicken, wie in der Tafel oeschehe

im Weee, di

Tafel IV.

7725 mm = 16" (Y
) 7}

Man findet die Hohendifferenz fiir 1 mm

() mm ;

b2

11,00 m.
aus der Hiilfstafel P, P, unt
entnehmende
1) fiir 2 m

fiir 0.0 m 0.7 em

”.-'I"--- 1 - :|i- ||i|=
differenz 2.5 mm zu Hishondifterenz

a0 0Gm

Sd. 5D cm.
-I'ill e H--:‘."H'.!E.i-"l'-
1 min 11.00

03 - 'I'Irt'”;‘-1 111,

arenz mr die barometerdit

Tafel ¥

'|i|'~' 111 E '_']'I i “.‘: f'.i-'-l':i; Il

er TG0

10,9465

; ["l:.i."ill"l i O ESR0I0)

it so  ermittelt man do
imeh folgenden Beispiel
1) F sei in Aren usgedriickt.
a) die Arenzahl ist einstelli, z. B. F—9 Ar. Man li
gehorige Ordinate der mit 1 Ar bezeichnoten Ilarve b und rh

desenen Ordinate hat di
b) Ihe Arenzah

der 10 Arenkurve, also g

2) F ist in Hektaren geot

renzahl zweistelliz. also F 90 hekt

aurve.  Man findet a 4.7 Ar.

Hektarenzahl dreistellio, so erf gt die Ablest

kurve, und zwar sind  die Ordinatenzitter

links abzuli

......

g des Hihenunterschiedes

Visirst rahlen s Iiis

T80 hi

1z i 1 mm Barometerdifforonz

nur  Yerhiltniss-

e
fanzEd m

der

100 Hektaren-

F 300 held.




=

B) Sei

(Kuwrve 1)

mdet man .

3 2.0 I,

3) bei ungiinstigem

-]

GO0 11 e essen, i

0o ¢, '_J.:l by
Terrain, (Kurve 111)
1000 m, so kommt die

B. nach Kuarve 1 a 2.2 1m,

so st de

Tafel VI

ient zum guadriren und radiciren.

Einfacher und fiir die

||I t\?';i!illl":.;

die Differenz gegen

i) |2

271341,

Man
Stoelle der Wuarzel

rATRRE R

die zur Wurzel 1647 gehirige Quad

. kann also nicht in Befracht

1) 1778462

2y Die Talel reicht nur bis
o

2t

i1

Beispiele:

3161284
1430 |
2145 j

Slo8YEs

il in
H| b

L 501

3818116

Ea I 250000
2ah 1854220

(a 4+ b)*:

—
6023199,

S000; -, .

s r 1
meisten Zwecke

auf der zweiten Seite der Tafel

Die nichst kleinere,

270400, dazun ge

271341
iat G41

Tafel P. P. neben

200 (494 I | 20)

Die Stellenzahl der et

der voreedruckten Zahl 271 . . (ungrade

mit 27 (erad Stellenze

Wiir

t)

Talelwerth:

In

Talelwer |

¢ =& |L".|_|:i|'l
271541, so W
27126,U9

emm———
1 8.01

P. P. (.55, dazu gehirt al
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Tafel I.

Erddimensionen.

Thl. A,

ilin AMeridian oo VO A

worit By den Kriinomuing radius does

Moridian




B R

=8
]
|

: 490 R()o 519 H20 hao 549 hho
() 3
{0 D
20 5
30 b
i) 3 208,465 614 4258 041
51 T Lih)
—
aq 490
[
0’ 10" 20" 30’ 40’ 50" I z
1489 011,480 8038 | 1,489 8164 | 0 (1,489 8289]1.489.8414| 0 |1.489 8540
4 | 8044 8170 | 1 82955 8420 8546
- 8051 8177 |2 8427 85658 | 10
3 B05HT 8185 8433 8558 1 20
! 8063 8189 |4 84391 4 25064 | 20
: 8070 8195 | 5 8445 5 1570 ] 40
6 RO76 8201 | ¢ 8452 6 8ATT | 50
T956 | 7 2082 8208 | 7 83858 8458 | 7 8583
1962 | 8 B088 8214 | 8 25830 H463 1 5 8589
1, 4849 7964 1,489 80094 | 1.489 8920 | 9 489 B3451 1,489 B470| 9 |1.489 B596
q :J””
0 107 20" 307 407 50 "
1,489 8665 |0 | 1,480 8790 | 1.489 8915 | 0 |1.489 0039 1L4R9 9164 | 0 [].489 9288
8671 8796 8921 9045 9170 1 9294
8677 | 2 saa7 Y051 9177 | 2 9301 3 10
8684 | 4 =954 9058 9183 9307
S690 | 4 89440 | 4 9064 H1809 93131 30
869G | & 2946 | 5 Y070 9195 9319 ) 40
8709 6 8952 | 6 9077 9201 | 6 9326 1 0
BT709 | 7 BUAR | T 9083 D08 | 7 9332
8715 [ s B840 3965 | s a(18Y 9214 | 8 9338
1489 8721 9 | 1,489 8846 | 1,489 8970 | v |1.489 9095 1,488 92201 9 11,489 9844
fllu'-' 51!5
0’ 10’ 207 30/ 40 50 "
LABH 9413 | 0| 1,489 9537 |1.489 9661 | 0 |1.489 0785 1,489 9908 [ 0 (1,490 0052
9419 | 1 09543 9667 | 1 9791 9914 1 0038
09425 | 2 95510 9673 | 2 0797 9920 2 0044 § 10
9482 9556 9680 | 3 98053 9927 a 00s0 4 20
438 | 4 UaG2 96806 | 4 9810 99331 4 (057 | 30
9444 | 5 9567 9692 | 5 H816 8939 | 5 00G3 | 40
9450 | 6 9578 9698 | 6 e 0045 | 6 006Y | 50
9456 | 7 9580 9704 | 7 OE28 99p1 | 7 0075
046G3 | s D586 9710 | 8 G834 Q47| 8 0081
1489 9468 | 0 | 1,489 9592 11,489 9716 | 0 |1.489 98400 1.489 9964 | 9 1,490 D087




1A.

Log A1"
p b2
0% 1 Ahedr col S0l 300 [ ahic] naliil
1.490 0158 0 | 1.490 0278 | 1,490 0401 0 | 1,490 0524} 1.490 0646} 0 1.490 0769
01611 (284 0407 1 0530 0633 1 0775
0167 | 2 0290 0413 2 0536 0658 2 07814 10
0172 8 0296 0419] 3 Dh42 0664 3 07871 20
017Y 030z 0426 4 548 0670| 4 07935 30
0186 | 0309 0482| 5 0555 0677| 5 0800] 40
0192| 6 03156 0438 ¢ 0561 BG83 6 08061 a0
01987 0321 0444 7 | 0667 06GR9| 7 0812
0204 | 5 0827 0450 8 DAT3 06951 8 | 0818
1.490 0210 | 9 {1,490 0833 | 1.490 0456{ 9 | 1,490 0579] 1,490 0701| 9 | 1,490 O824
(7] h30
0 s, IO 300 | 40 50¢ ]
1.490 0891 | 0 [ 1.490 1013 ] 1,490 1135} 0 | 1,490 1256] 1,480 1375| 0 1,490 1499
02497 | 1 1019 1141} 1 1262 1384 1 1505
0903 2 1025 1147 2 1268 1390/ 2 1511] 10
0909 | 3 1031 1163] 8 1274 1396| 15171 20
0916 | 4 10587 1160] 4 1280 1402 4 1523] a0
t|sr;';_=| 5 1044 1166] 5 1987 14091 5 15293 40
0928 | 6 1050 1172 6 1293 141H| 6 1535 0
0984 | 7 1056 1178 7 12949 14217 1541
09401 5 1062 1184/ 8 1305 1427| 8 1547
1,490 0946 | 0 | 1,490 1068 | 1.490 11H0{ 9 1,490 1311] 1,490 1432 0 | 1,490 1753
g '-”ll
0’ 10/ 207 30" l A0 50" i
1,490 1620 0 | 1,490 1741 | 1,490 1861{ 0 | 1,490 1981 1,490 2101 0 | 1,490 222]
1626 1 1747 1867 1 1987 2107 1 2287
1652 2 1753 1873 2 1993 2113/ 2 22354 10
1638 4 17H9 1879 3 1999 2119 3 29301 20
1644 | 4 1765 1885 4 2005 9125/ 4 o451 30
1650 | 1771 1891 2011 9181 5 29511 40
165G | 0 1777 18AT| 6 2017 2187| 6 22571 a0
1662 T 1783 1903 7 2023 2143 7 2263
1668 | 5 1789 1909 8 2029 2149 & 2909
1.490 1674 9 11,490 1795 | 1,490 1915] 9 1.490 2085] 1,490 21556| v | 1,490 2275
q 5% Jou
0’ N L 30/ A0/ 75 e, [
TT1.490 2460 | 1,490 2579 0 | 1,490 2698 1,490 2816| 0 | 1,490 2934
1 2466 2h85| 1 2704 2829 1 2040
2 2472 2591 2 2710 2 20468 10
A 2478 2597| 4 2716 } 2952] 20
1 2484 2603/ 4 2799 9840] 4 29588 a0
5 2490 2609] 3 Q79 Q846! 5 20631 140
fi 21496 2615 ¢ 92734 SE52| 6 20591 50
7 2501 26211 7 2740 2858| T 2975
s 2507 2626 s 2745 2863 5 2081
1,490 2513 | 1.490 2632 v | 1,490 2751] 1,490 2869 ¥ 1.490 24987




At

12

2

Log L.

469

R()o

Hlf

D4t Hho

|
14) 1
20 1
30 |
L) |

a0 1.

LO0THERS
T ER

S050730

Bu21231
3006349

1.299918801 1
1,20976821 1| 1
1.2961178] 1
1.2945935 | 1.98;
1.2930606 | 1
1 I

2915185

BRGR36GT

2886

2800672

, 2884067

i

G686

2E20702
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Druckfehler.

48, Zeile 21 lies A” statt A’
19 Tn allen Gleichungen des § 6 lies auf der linken Seite durchwee M statt n
76, Zeile 1 des letzten Absatzes, lies P statt ).
04, Zeile 1, lies L - statt L
6 4]

Daselbst in Formel 160 lies x statt y.
Fig. 41, lies x, stath x.
Fig, 125, lies 4,3 statt 4,7.
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