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Sinoide.

Trégt man nicht die Sinus selbst, sondern Vergroferungen
oder Verkleinerungen dieser Stiicke senkrecht nach oben auf,
so erhiilt man als Kurve eine Sinoide. Eine solche Kurve be-
kommt man auch, wenn man die Sinus zwar selbst in wahrer
Grofie, aber die Bogen vergrofert oder verkleinert auftrigt.
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Allgemeine Betrachtungen an Kurven.
Die Bogenlinge.

Die Linge s einer beliebigen Kurve (Fig. 91), die zwischen
zwel den Abszissen 2, und z, entsprechenden Punkten der
Kurve liegt, denkt man sich in
unendlich kleine Teile zerlegt.
Jedes Teilchen d s ist dann:

ds="V(dz)® + (dy)* =

l/-‘ it (r_f’ff‘)f(-,lr

adz,

Die Linge der Kurve zwischen den
| Abszissen #;, und z, ist also:

o Xi I g :/l/l __}_ (_(g?’_:__)g{?:{r.
dx

Die Flédche.

Den Inhalt der Fliche zwischen einer Kurve, der Abszissen-
achse und den Ordinaten %, und y, haben wir bei den Kegel-
schnitten wiederholt berechnet. Ahnlich wie bei diesen zer-
legen wir auch bei einer beliebigen Kurve mit bekannter
Gleichung die Fliche in senkrechte Streifen von der Lénge y
und der Breite d«. Dann ist jeder Streifen 4 - d#. Die Fliche
zwischen y, und y, ist also:
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i / i / — f(2) - dw

Oft sind Flichen von Kurven begrenzt, deren Gleichung
niecht bekannt oder sehr verwickelt ist. Der Inhalt kann
dann auf verschiedene Weise ermittelt werden.
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Fig. 92.

a) Trapezregel (Fig. 92): Man teilt die gegebene Fliche
in eine beliebige Anzahl Streifen von der gleichen Breite &
und sieht die Streifen als Trapeze an. Dann ist Streifen
F;, F, usw.:

= Yo + W
=uh

2

oy Y1+ Ya
4 2

Bl ’..’.'.7_1' Js

: = 1 1
Die ganze Fliche I'—h (é‘l S _J;ﬁ)

An Stellen mit starker Kriimmung zerlegt man die Streifen
in schmilere Streifen durch Zwischenordinaten und-kann die

zerlegten Streifen fir sich nach der Trapezregel berechnen.
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b) Simpsonsche Regel: Man teilt die gegebene
Fliche durch Ordinaten in eine gerade Anzahl von Streifen
mit gleicher Breite &, z. B. in Fig. 98
in 2 Streifen. Die Ordinaten sind y,,
Y1, Ya. Wir verbinden A mit G und
ziehen durch IV eine Parallele zu A G.

Bei der Simpsonschen Regel
wird angenommen, daf der Bogen
A G ein Parabelbogen sei. Dann ist
Jo N Ye der Inhalt des Segmentes 4 I G =723
vom umschlieenden Parallelogramm.
Dieses Parallelogramm hat die Hohe

/7 . h 2 b und seine Grundlinie 2\ ¥y ist die
B | |FF Differenz von %, und der Mittellinie
Big. 93. des Trapezes A4 B F (.
y Yo + Yo 2 — Yo — UYs
A L

Das Parallelogramm hat also den Inhalt 24 - A .

5 ey , 2 2 21— Yo— Yo
Parabelsegment — 3 2h - LHy=—— -2 -h=— do
3 3 =
Je :
e (4 2% — 2 1)

Hierzu kommt noch das Trapez:

9

it 7 s Yoty
ABFG—opfo T % =3 T 3 1)
o

Als Summe von Parabelsegment und Trapez erhilt man

: : h
«die Fliche I} = — (49, — 2y, — 24 + 34, + 39,)
3] e
: /
Fy, = 5 O+ 4y + )

Diese Formel gilt auch fiir Flichen, welche oben und
unten durch Kurven begrenzt sind, z. B. F) in Fig. 94.
Ist nun die Fliche 4 B C D (Fig. 94) zu ermitteln. so

s

teilt man sie in eine gerade Anzahl von Teilen von gleicher
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Breite k. Die berechnete Fliche F; ist Al 8
der erste Teil der gegebenen Fliche %
ABCD. Letztere ergibt sich als Summe :
der Teile:
T B
I B A A
| f e
_y{} }, y}? }{!}? IyS ‘ yB
¥ i
j:I ST i U!‘n Jl_ 4 f.lfl = UYa )
: / .
‘Il = _: ( Yo T 4 Y3+ Y
TR ' |
e ; ( Yo+ 4 Ys + o)
h

F=—Wo+4y+2y:+4Ys+ 2% +4Ys + Yo

Diese Formel liefert grofere Genaunigkeit als die Trapez-
regel, weil sich die Parabel besser als die Gerade an eine
Kurve anschmiegt. :

¢) Der Integrator (Fig. 95). Den Inhalt einer beliebig
begrenzten Fliche kann man auch ohne Rechnung durch Aus-
messen mit dem Integrator finden. An einem um D dreh-
baren Arm sitzt eine Spitze S und zugleich eine Rolle R,
welche beide auf dem Papier aufliegen. Umfihrt man mit der
Spitze S die Umrisse der gegebenen Fliche, so wird die Rolle
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durch Reibung auf dem Papier in Umdrehung versetzt. Wir
nehmen zunéichst an, die Rolle befiinde sich an der Spitze S.

Man denkt sich jetzt die gegebene Fliche durch Parallelen
in Streifen zerlegt (Fig. 96); diese kann man so schmal an-
nehmen, daf man sie als Rechtecke ansehen darf. Parallel
zu ihren langen Seiten legt man ein Lineal, an dem die mit
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&) &
D

dem Drehpunkt D) fest verbundenen Rollen 4 und B entlang-
rollen. Fihrt man mit der Rolle iiber eine Seite, z. B. von
E bis R, so kénnen wir uns diese Bewegung der Rolle
zusammengesetzt denken aus einem Schieben der Rolle
ldngs ihrer Achse und einem Drehen der Rolle senk-
recht hierzu um ihre Achse (Fig. 96). Also ist die Drehung
auf dem Wege R I’

d:-— B R < sm .

Die Drehung ist also proportional dem Sinus
des Winkels zwischen dem Arm und der durch-
laufenen Strecke.

Befindet sich die Rolle nun nicht an der Spitze S, son-
dern bei B (Fig. 95), so fihrt sie bei ihrer Drehung sowohl
wie bei ihrer Schiebung dieselben Bewegungen aus wie dié
Spitze S, was man sich in Fig. 96 leicht hineinzeichnen kann,
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Beim Durchlaufen der Seite S 7= a (Fig. 97) betrigt

die Drehung also + @ - sin «.
Beim Zuriicklaufen auf der unteren Seite N F' betrigt die
Drehung — @ + Sin @,
S 5 g - r
Nach Fig. 97 ist: sin e = T
: r --i- 4’)
SIn @y = —

Fig. 97.

Die Drehung beim Durchlaufen der oberen und unteren
Seite betrigt also:
r b e ab

(Ii—-ua, e - (9 p—p) — —
= BEase e i e =

Diese Drehung der Rolle ist also proportional
dem Inhalt ab.

Es bleibt noch das Durchfahren der Abstéinde links (S F')
und rechts (7'N). Denkt man sich diese in unendlich viele
kleine Teile zerlegt, so werden entsprechende Stiicke links
und rechts in entgegengesetztem Sinne und unter demselben
Winkel durchlaufen. Die Drehungen auf beiden Rechtecks-
seiten b heben sich also auf, auch wenn die Rolle R sich
nicht an der Spitze befindet.

Die Gesamtdrehung beim Umfahren des ganzen Recht-
eckes bleibt also — Q;b: also proportional dem Inhalt.

Umfihrt man nun das folgende, z. B. in Fig. 96 unter
S F N T liegende Rechteck, so heben sich die Drehungen
auf dem gemeinsamen Stick der Seite I'N auf.

Diising, Leitfaden der analytischen Geometrie. =
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Statt also simtliche Rechtecke einzeln zu umfahren, braucht
man nur ihren Gesamtumrif, d. h. den Umri der gegebenen
Fliche, zu umfahren.

Die Rolle hat sich hierbei um einen

Teilung abliest.
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Betrag weitergedreht, der proportional dem Inhalt ist und
welchen man an der auf dem Umfang der Rolle angebrachten
Die Teilung ist so gewiihlt, daB man direkt

den Inhalt zahlenmiifig erhiilt.

d) Polarplanimeter. Ge-
briuchlicher als dieser Integrator
ist das Polarplanimeter (Fig. 98
und 99). Es unterscheidet sich
vom vorherigen dadurch, dat die
Punkte A und B (Fig. 95 und 96)
zu einem vereinigt sind, der einen
festen Drehpunkt /' bildet.

Wir denken uns die gegebene
Fliche durch konzentrische Kreise
in Ringe zerlegt und stecken die
feste Nadel /' des Planimeters in
ihren Mittelpunkt.

Auch hier konnen wir uns die Bewegung der Rolle iiber ein
Stiick der Kreise aus einem Schieben der Rolle Lings ithrer Achse
und einem Drehen senkrecht hierzu um ihre Achse zusammen-
gesetzt denken. Die Drehung ist hierbei wie oben proportional
dem Sinus des Winkels zwischen Arm und der durchlaufenen
Strecke, d. h. hier zwischen Arm und Tangente an dem Bogen.
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Die Drehung der Rolle (Fig. 99) beim Bewegen tiber den
— e

Bogen 7, - [ des inneren Kreises ist demnach + ry - § - sin ¢
= . 5 , L ;- .
und beim duBeren Kreis — 1y - 8 - sin ;.

Nun ist aber in den gleichschenkligen Dreiecken IR
und D R

5 ¥
sin ¢ = 31 4
Diese Werte werden eingesetzt und
™ '}'.1
sin oy e=ad
ST

die Drehung beim Bewegen iiber den inneren und éuleren

Bogen ist also:

R e T
47, -f-sing — ¥y - F-SIn @y =
e N
i e Tk & e
2 1 25
1 Py oy iy ¥y - To:
1 2 2
ry - 8
v R R 1 =l :
Der Ausdruck ——— “_ oder — > Radius > Bogen ist
& = s .-‘.:) * J‘.:-. 5 ‘;
aber der Inhalt eines Sektors, dasselbe gilt von e -1
g 1 & &
Also ist die Drehung 7 < Differenz der Sektoren,
1 ; ;
s Inhalt des Ringes.

Diese Drehung ist also proportional dem In-
halt des Ringes.

Die Drehung beim Uberfahren der Abstinde der Kreise
hebt sich wie oben auf.

Ebenso braucht man nicht jeden Ring zu umfahren,
sondern nur den gesamten Umrif der Ringe, d. h. den Umrifs
der gegebenen Fliche. Die Gesamtdrehung der Rolle ist also
auch hier proportional dem Inhalt der ganzen Fliche. Man
liest diesen Inhalt an der Teilung auf dem Umfang der Rolle
ab. Wegen der einfacheren Handhabung wird in der Praxis
das Polarplanimeter dem Integrator vorgezogen.
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