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BVBorttede

um die Gcfdeinung. diefed atoepten THeild der Rules
cifchen Unleitung juc Differengial - Rechnung, weldper die
erften neun Capitel ded jwepten ThHeild ded Originald ents
halt, nidt 3u perfpaten, habe i mich gendthiget gefeben,
Den grofiten Iheil dev dazu beftimmten Jufage dem folgens
den Theile vorgubehalten. Bey der Deutlichfeit und Yuss
fabelichPeit ded Eulerifchen MWerts fchadet indef diefer Aufs
{dudb dem Sebraudpe 'beffelben auf Feine Weife, und ih
habe ihn mic um fo lieber gefallen laffen, da e8 allers
dings vortheilhafter und Bequeme: ift, die eigentlidhen Suz
fige ju dem jweyten Theile erft am Cnde Ded Gangen fols
gen qu laflen, Die hier mitgetheilten Anmerfungen, den

e erften




e

Motrrene.

——

eften Theil betveffend, werden Anfangeen in dee Diff |
fenain[ s Rechnung hoffentlich nicht unangenehm fepm, tm}
¢8 in der Mathematif allemal mit vielem: BVortheile _ver;:
Enipft ift, toenn man den MWeg fennt, auf toeldem mon|
ihre Qehren felbfe gu” erfinden im Stande aeroefen fegn |
iivde,  Die bepden darin ertoahnten Jeichnungen befin |
ben fich mit auf der evften von den dem folgenden 3 el |
beftimmten Rupfectafeln. S hoffe Denfelben entieder i)
odet Doch bald nach der Oftermeffe 1791 gu licfern, Dt}
lin, den gten Sept. 1790, |
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Crited Capitel
PBon der Umformung der NReiben,

RER

@a meine Abficht gegentodrtig ift, den Gebraud der Difs
fevengial: Rechnung forvoh! in dev gefammten Analpfis ald
in Der Lehre von den Rethen ju geigens fo muf idh noh einis
aes aus der gemeinen Algebra, toeldhes man fn den gerwdhnz
lichen nleitungen dags nicht antrifft; voraugidicfen. Das
meifte findet man jwat in der Einfeiturg in die Anatyiis ded
Unendlichen, einiged abey ift davin nicht berihrt worben,
theild mit Vorfag, weil o8 beffer {chien, folches erft da ju
untecfuchen, wo e gebraudht wicd, thells weil nicht alles
in der olge ndthige, jum voraus fiberfehen werden Fonnte,
Hicher gehort die Umformung der NReihen, welde den Jnz
Dalt bes gegentodrtigen Capitelé ausmadben foll, oder die
Berwandlung der Reiben in unydhlige andere, die indges
fammt diefelbe Summe haben, {o dag fich, renn man die Sums
me Der gegebenen Reifhe fennt, aud alle Gbrige fummiren
laflen.  Mady der Borausfchicfung diefed Gapitels toers -
ben toir die fehre von den Reihen Defto bBeffer Durcdh die
Diffecengialz und Jntegral > Rednung 3w ecweitern im
Stande feyn,

A2 §.2.




4 Swenter Thetl,  Erftes Capitel,

c

G 48
Wie twollen aber voriglich folcbe Reihen beteadten,
deren Glicder durd die fucceffiven Poteftaten einer unbe
fiimmeten @rofe multiplicict find, ndem diefe fich am weis
teften evftrecfen.und einen grofern Nuien gewabeen,

E$ fep alfo die allgemeine Reihe
ax T bx2 + ex3 J dx4 & exs T 1.
gegeben, deven Summe mit, fie mag nun Dbefannt oder
unbefannt fepn, durch-S bezeichnen toollen, und s fey aljp
S =axf bx2 4 cx3 T dx4 fexs i

Sest man nun x = : ; > wobey man durch den Gebrald |

der unendlichen Reifhen
2 =2y — ¥yt - 94t o= otk
%3 ==iy2 —2y3 T 374 — gy 1 SyS— 6Lk
y3 —3y4 f+ 6ys —i10yS +15y7 — 218 Tl
y4—4ys 1 10y6 —20y7 } 3578 — 5639 4

%3
x &

i1

eehalt: fo findet man, tenn man diefe Werthe fubftitui
And die NReibhe nady ven Poteftaten von y ordnet,

S = ay — ay2 f ay3 — ay4 T aysl.
b —2b F3b —4b
g =3¢ F6e
3 T d —y4d
: + e *)
§3

*) Man fberleae Hier nur, mie die Sahl+ Coefficienten in 0
filr bie Potefidten von x gefundenen Neihen nach und nad o
einander entfichen, fo twird man diefe gange Sumime M
grandlichfic fich vorguficlien im Stande feym,
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WVort der Umformung der Rethen. 5

e
: 4 : %
Da wirx = e gefest haben, fo ift y = ——; und
: ¥

—

braudht man diefen Werth, fo wird die Reihe
S==axf bx2 b cx3 f dx4 } exs Fae
in folgende vermwandelt:

- .f' Ir.

%n diefer Reihe ift ber Coefficient desd jwenten Gliedes, b — a,
bie erfte Differeny von a aus der Reihe a, b, ¢, d, e, 1. twel:
che toir oben (Th. 1. §.4.) durch A a begeichnet haben; ferz
nec der €oefficient deg dritten Glieded, ¢ — 2b + a die
swepte Diffevets Aza, der Coefficient des vierten Glicdes,
die Dritre Differens A3a, u. . f. *) Sebraudst man Daber
biefe Diffevengen von a, fo wie man fic nadh und nach aus
der Reihe a, by ¢, d, e 2. crhalt, fo witd die gegebene
Reihe in folaende verrvandelt:

X X2 w3
R e Ve 3
s=a. = ) f e—abFa)

X2

b4
S:I_xa%(lﬁszﬁ oy 33& 'I' .4&.3&'1'2('.

deren Summe befannt ift, fobald man die Summe der ges
gebenen NReihe Fennt, **)

5 4
3ft alfo die Reibe a, b, o) d, 1¢e. fo befdaffen, daf ihre
Differensen endlich befrandig werden, und dies wied fepn,
wenn das allgemeine Glied derfelben eine ganze rationale

unftion ift (2. 1. §.48.): fo Hat die Reihe 1—-—-—'—3 ¥
—
A 3 A

'} f.ﬂ;&n vergleiche %5 1. §. 10,

**) I dem Folgendehr wird diefe leste Reihe gebraucht, um bie
Summe ber vorhergehenden s finden,




3 Smepter Theil.  Crftes Capitel.

o

X-

Aa ¥ 1 endlidh veridhmoindende Glicder, b |

(r — x)2
dann ift man im Stande ihre Summe durch einen endlidien
Nuasdrucd audjudructen, Sind 3. B. fdhon die eriten Diffe
tenzen der Neibe a, b, ¢ & o, beftandig, fo ifi dic Summe
der Reibe :

ax F bx2 + cx3 } dx4 T} exf T,

x xE
‘L o S e o -
1——2{3 - (i -—x"}zz_\a
@ind hingegen die swenten Differengen jener Eocficientn
Raihe beftandig, fo ift die Summe der gegebenen Reihe=
X b X2
a . A T e T AE N
T—=X T (1 --ux.'-‘-& T (1 — x)3
@a laffen fich daber die Summen folcber Reihen aud b |

Differenjen ihrer Socfficienten fehr leicht finden.

I. Dic Summe dex Reibye,
1% 7 3x> % 5x3  7x4 T 9x5 T
it finden,

€3 ift
die Reihbe 1x ¥ 3x2 F 5x3 F 734 F gx¥ F 6
die 1ften Differ. 2, 3, 2 2, 1

Da alfo die erften Differenzen beftandig find, fo it
Summe der gegebenen Reife, weil a =1, Aa =2l
X 2X % Xt xx

— .l. et

oot (SR (1+—x)3"

I Dic Summe der Reibe
1%k 4%% % %3 } 16x4 § 25%5 T 16
su finden, Oeven ;
ifte Differ. 3, -5 70 % W
ate Diffes. 2, 2, 2, W find

4
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Botr det Umformung der Rethen, 7

Dy a=1, Aa=3, und A2a=2 ift, o it Die
Summe der gegebenen Reihe =
X 3xX 2x3 XXX

.-f.

1 —x - (1—x)2 T a—x1  a—=x3)

1L Dic Swmme der Reibe 3u finden:
S =3 4% ¥ 15x2 + 4ox3 F 85x4 F 156xF F 250xS T I
ifte Diffec. 1, 25, 45 71, 103, i
ate Differ. 14, 20, 26, 32, .
3te Differ. G, -6 - 66

Da a =4, Aa=11, A2a=14 und A3a=6

ft) o ift

ZERl TEXX 14x3 6Hx4
St ¥ (i—x)2 ' (1—x3 J (1—x)4
_ ober
g _gx—xxdgx3—x4  x(1Fxx)(4 —x)
(L— x)4 7 @=—x)8
§. s.

Hbgleich auf diefe Art die Summen von jenen Reibhen
fur, i fo feen diefelben aus einer unendlicdhen Menge von Glics
dern beftehen, gefunden toceden, fo fagt fich doch auch die
Summation eben diefer Reihen bid auf eine getviffe Ans
sabl von Gliedern aus eben devfelben-Duelle ableiten. St
nemlich die Reibe

Sce=ax +bx2 + cx3 T dx4 ... .F ox®
gegeben; fo fudbe man ihre Summe, ald twenn fic ohne Ende
fortlicfe, und diefe ift

X X2 x>

o= e A

1 —x (1—x)2 (L—x)3

A2a .

Jtun betrachte man die Glieder, die auf das lefte ox= fole
gen, nemlich

Y 4 pxot




s Swenter: Theil,  CErftes Capitel

pxtd+T § gxnt2 Jrxmt3- 4 sxot 4 + 1,
SBenn man diefe Reihe durch xn dividirt, fo 1afe fidh ih
Summe nach den vorhergehenden Regeln finden, und dam
gicht diefe Summe, wieder mit xn multiplicict, die gefudte

Summe =
xn+x xnt2 xnt3
= f JA —A2p ¥
T—x (1 —x)2 pi‘{l-—xﬂ Pt

Sicht man alfo diefe Summe von der Summe der erfen
ohne Ende fortlaufenden Reihe ab, fo findet man in b
Differens die Summe des gegebenen Stiefs, oder

N Iixca—hxﬂp}'{"(‘z__ij‘_:'ﬁ?(&a_ _s{n&Pj.ll.l
x3 e iAs |
a— x}"s(&‘a g SUAL D I

1. Die Summe der Reihe su findew:

S= Irxex? + 3x3 Fgx¥F P o i. T
Mtan fuche die Differensen der Coefficienten forvohl dieft
al$ der auf nxn folgenden Glicder

L. 2, 3 4 W nt1, nt2, nt3 K
T T et dc, 1, T

Da man auf diefert a=1, Aa=1, p=nt1, Hp=I
findet, fo ift die gefuchte Summe
X y X2
[ — e cn e e XTI
= (nTIJh)'I"{L_ij(I x1)

g ¥=—(n%1)xnti fpnxntz

(I —x)2

*

IL Die Summe folgender endlichen Reibye 3u findh:

S:Ixf4xz-1-9}q3 FI16x4% F o oot 0280
Man fuche suvdrderft die Differenzen auf folgende ets

I
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Bon e Umformung der NRehen. 9

I, 4.9 16 . (nt1)2; (nt2)2, (11'{‘333 ¥ 20,
37 anst3, - a2nt s,
2,55 2,
$Hat man diefe gefunden, fo ift

- -

X X =
= ———{1— (0P 1)2x" ————{(3—{(2n¥3)xn
3,5 e U T IR B s (2nf3)xn) T
w3
e (2 — 2 X1) 0DeL
(r—x,3
wixx—(ntr)2xvt T F (2nn ¥ 2n — 1) xn+2 — nnxot 3
R G ==2x)3
gl‘ 6'

SBenn aber die gegebene Reihe nicht folche Coefficiens
ten hat, die endlidh auf beftandige Differenzen fuhren, fo
leiftet diefe Bermwandlung bey der Beftimmung der Summe
feinen Vortheil. Audh fann man dabey die Summe durch
feine bequemere Naherung evhalten, ald foldhed durd) die
Addition ter gegebenen Reibe felbft qefhiehet. Denn twenn
in DerNeihe ax + bx2 fex3 F dx4 F1c. x<1 ift, und in
Diefem Falle findet die Summation im eigentlichen BVerftande
allein ftatt, fo ift l—-i—x > x, und ¢8 convergict dabher die
gefundene Neibe eniger ald die gegebene. St aber x dars
in=1, fo toerde1 alie Glreder Der neuen Neihe unendlich
arof, und in diefem Falle ift diefe Vevwandlung von gar
Peinem Rupen,

§. 7
Wic wenden und gur Betvachtung folcber Reihen, in
toelchen die Jeichen + und — mit cinander abwedbfeln, ders
gleichen man aug den vorheraehenden exhdlt, rean man
x negatio nimmt. €8 fey daber
%5 S=




10 Buenter Theil.  Crfies Capitel,

-

S=ax — bx2 } cx3 — dx4 } ex? — it
pon mwelcher Neihe man die entgegengefeste befommt, wemn
man in et vorfiin betrachteten x negativ fepn (4Gt Sudt
man Bicr tvieder, wie vorhin, die Diffevensern Aa, Az2a, Al
aug der Neihe a, b, ¢, d, e, 2, fo Paf man die Beidim
blog auf die Poteftaten von x bejieht: fo twird “ie Reihe

X x2 x3
&za ,,,,,, &33_

= a— ~— AT
R (1o (LR m"‘*

TRan fieht hicrausd, bafi fich diefe Reihen in eben den Fillen
fummiven laffen, in teldben folches bep den vorhevgehenden |
mbalich war, wenn nemlich die Rethe a, b, ¢, 4, 2. endlif
3u befrandigen Differengen fihee,

§. 8.

% diefem Falle ift aber die gedbadbte Berrsandlung fit
niplich, um den Werth der geaebenen Reibhe durdy die Iiv
Berung ju finden.  Denn toie groff auch x in der Reibe

ax — bx2 + ox3 — dx4 F exf — i

feon mag; fo ift dodh der Brud i_:-_’ nacy deffen JPobeftd
X
ten die Daraus gemachte Reihe fortfchreitet, Fleiner alf dit

Ginfeit. Jp 3. B.x=1, fo ift I—-:—-; = §, und iftx<n

T ; * | :
3B x=—, foit) —— = ——; und 8 convergitt
B I T x n+i

Daber tie Durdy die BVertvandlung gefundene Reihe imme
facfer alé dic gegebene. . Um insbefondere den Fall ju b
trachten, wenn x =1 ift, fo fep
S=ma—bTc—d+e—7F+10
Begeichnet man hier die erfien, jweyten und folgenden Difi¢
vengen, meldhe die RNeihe a, b, ¢, d, ¢, 1. giebt, durd L¥
O2a, O\3a, 16, fo wied ;
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Non der WMinformung Ser Sleihen, T1

S = 1a — LAa f 1A% — HA% T
und dadurd erhalt man die Summe, oenn fich diefelbe niche
genau dacrftellen 185t, durch eine Hinldnglich bequeme N
Detung.

§. o ,

Sen Bebrauch dicfer lenten Vetmandlung, wobey toiv
x = | gefest Haben, rooffen wiv an einigen Beyfpiclen gei:
gen, und jroar juvdtderft an foldhen, two die wahre Summe
endiich ausgedructt werden fanm.  Devgleichen geben die
divergivenben Reihen, bey twelden dic Jablen a, b, c,d, ¢, 20
endlich ju befrandigen Differengen fibhrens ta aber die Sume
men derfelben, in der getvdhnlichen Bedeutung diefes Wor:
ted aicht dargeftellt werden Fonnen, fo nelymen toir diefe BVes
nennung hier in der thr oben (Rh. 1. €ap. 3. §. 111.) bepges
fegten Dedeutung, fo daff darunter nichts anders verftanden
toird, ald der Werth des endlichen Ausdruds, aug defjen
Gntwicfelung die gegebene Reihe entipringt.

I £s fey alfo die Leibnigi{che Reabe gegeben:
ST =11 1-—=171 — 1T T1T =0
Da hier afle Glieder einander gleidh find, fo werden alle

Differengen =o; und dad=1ift, foift S = 4.

IL s fey dic Reibe gegeben:
S=mi—2%Ft3—4t185—6%1
e Difer. = X, =¥ 5 L 1, 16
Daa=1,mdla=iif, fowitdS=5—I=15

11, Es fey dic Reibe gegeben :
S=1—3%5—7%9 —
LB T R e Rl T |
Daa=1und Da=2if, fonids=f—3=0.
. f—E’E




12 Swenter Thetl. Erfies Capitel.

IV. &s fey die Reibe dev Trigonal- Jablen gegebeon:
S=1—3%P6—10% 15— 21t Fu
eDiffer. s==igr g 41§ 6, 1t

ote Differ. S|ty 15507 30
Daa=1, Aa= 2 und Az2a = 1 ift, fo witd
S

2 —

R 1
Wi R

]

II

V. %s fey die Reibe der Buadrat- Zablen gegeben:
a_ﬂl-—-4'i‘9-161-25—-36-f-4.
TReDirer. =5 3. % . T o0 01 ¥
aie. Diffete asy ~ o, ALl At AL,
Daa=1, Aa =3 und Az2a=2iffy fo wird
s=i—1ti=o.

VI g fey die Reibe der Biquadrat - Sablen gegeben:

S=1 — 10 T 81 — 250 + 625 — 1296 + 1,
ifte Differ. = 15, 65, 175, 369, 671, .
aote Differ. = . 50, 110, 194, 302, .

gte Differ, = 6o, 84, 108, 1€ |
4te Differ. = 24, - 24 .
§3 ift alfo
S=i-—YiyP—fri=o
§. 10

TBenn dieReihen ftarfer divergiven, wie 3.5, die geome
trifcben undandere. ihnen dhaliche, fo Fann man diefelden auf
diefe Art fogleich in mehr convergivende Reihen vermandeln,
uad wenn diefe neven Reihen noch nicht frark aenug convers
giren, fo Fann man daraug durch MWiederholung der B
twandlung nodh ftacfer convergivende NReibhen finden.

I. £s fey die geometrifche Reibe gegeben
S=Il—2%4—8+%+16—32 %2

1fte
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Bon der Umformung der Hethen. 13

®  -Ifte Differ. =1, 2, 4, 8 16, 1.
ate Differ. == "5 2 di a1t
gte Differ. = T 0y,

Da vas erfre Elied alfce diefer Diffevenzen = 1 ift, fo ift

Die Gumme ber gedebenen Neihe
S=d—2ti—HtaE—Htw

foovon die Summe = L ift. Denn 8 entfpringt diefe lepte

Reihe aus der Entwicelung De8 Beudys _;-_I' va hingegen

Die gegebene aus vem Brudhe —

—
§- o

entfteht,

il %35 fey die wiederfehrende Reibe gegeben ¢

S =1 —2%5§5—12t29— 70+ 169 — 3¢,
1fte Differ. L T, <Ak, 90
ate Differ. 2, 8 10, 04y 1587 0.

gte Differ.
ate Differ.
ste Differ,
6te Differ.

2, 6 14, 34 I,
4, 8 20, 1.
4r 12, U,
8; ZI:.
@8 formiven alfo bie hier nadh'und nach gefundencn Diffes

vengen folgende geometrifche Progreffion mit Doppelten
Gliedetn:

1 8 1 1

I, I, 2, 2,4, 4 8 8 16, 16 1.
und eg ift daher

S=i—iti—Ftas—at Tip,— W
ober, teil fich aufier dem erfien Gliede Jede gtoen folgende
Slieder aufheben, S =% 8 entfpringt aber die gegebene

RKeihe aus der Entwicelung des Bruchs Ej—-z %, tie

toit




{3 Aveter Theil.  Erfies Capitel

foir Bep der Gefidrung der Natur ter wicderlehend Rep
ben gejeigt haben, ®)

HI. s fey die hypergeonetrifche Heibe geacebons
§=1—2% 6 — 25 T 120 = 730 T 5040 = I,
beven Diffcrensen am feichteften anf Tolgende Art aufgefugt
werden Lonnews

1 I 181
2 4 14 63
6 18 78 26
23 g6 | 504 33‘6;5
120 600 3720 27240
720 4320 30960 | 256320
5040 35280 | 287280 |2656030
40320 | 322560 ; 2943360
362830 | 3265920 |
3628800 |

Sest man diefe Diffevenen weiter forty fo findet man
S S 667
semt——pd g 39, 20
- 4 - 8 16 ° 32 64 128 256

x 148229 1468457 , 16019531 190839411 5

-t — — ———

572 1024 - 2048 4096
Bieht man die bepden erfien Blicder jufammen, fo v
S=35TA, e

*y Won ben thiederfchrenden Reiben Handelt Luler in ber EN
!ettung in bie Unalpfis des Unendlichen i §ien und 134
Gapitel deg 1flen Theild.  Von der Hicy aegebenen mieber il
renven Neibe findef man nach elner furgen Ueberlegund) wf
die Beyichunas: Seale — 2, + 1y iff, und hat man b
entdekt, fo ift auch der Bruch bekannt, aus defien Entwigy
lung bie Mebe entfpringt,




it

13t
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Bor def Uniformung der Neiben. 13

A3 B e 8 g0 aug
8 165132 ©4 128

#ft. Sudt man nun pon neuem auj eben die Aet dic Differ

venjen, o wicd

2 5 , o1 99 , 61§ 4401 . 36385

T gy - sl -I- —— . St 'i-' e S

——
— ——

24 né 28 nIO 2312 214 216
342207 + 3565323 40866525
nl§ n2o n2z -I- o

Wereiniget man abermald die bepden evfren Glicder, tweil fie
convergiven, fo wird

7 . . 2 09
e e g 2 B, v 18 - e e i
= T B, toenn = e + 2 ift.

Simmt man aber auch von dicfer Relhe dic Differengen,
fo mwird

et g% s 159 . 429 . 5241 5 ié:ﬁ;
29 RI2 21s 218 221X 224
¥ 338835 2771067
227 230 6

Sieht man Bier dic vier evfien Slicder in eine Summe 3z

o 193 13
fammen, und fest man B = 5 + oy +C, fodafiC==
5241 26283

Sas 2aa T i ift, fofindet man bep wirflidyer Vee:

e ; , 156 0417
einigung etlicher Glieder ¢ = —}? — ED—J—{'—, und Blege
o 2 - 'y

aug fchlicht man endlih auf die Summe der geg:benen
Reibe, weldbe auf diefe Art S =0, 40082033 witd. Da
indef die Reihe fo auferordentlich Divergirt, fo fann man
davon faum 3 oder 4 Rifern als genau anfefien s aber qusges
maﬂcbt ift, daf diefe Summe ju flein ift. S habe nemlich
auf anbdernt 2Wegen Ddiefelbe = o, 4036524077 herauéges

Dracht, und. Bier ift feloft die legte ifer nodh richtig.
§. 11,

P e B i N S S




16 Deoepter Theil. Erfies Capitel,

YN v

Moryfalich grof ift aber der Nuhen diefes Bermands
die fangfam convergiven, in fchnelier

fung, toenn Reihen,
helt weeden follen. Da indef in Diefem

conpergivende perival
Ralle die folgenden Glicder fleiner find als die vorhergehon
ven, fo mwerden die erfien Differengen negativ, daber man
denn bey den folgenden auf dic Seiden forafaitig Rudiidt
su nefhmen hHat.

I s ey dic Reibe gegeben

S=p—tPpr—%ts—s T
: I I 1 I
HoliE - § e Sl S T
2.3 3.4 457 5 |
2 2 2
ote Dif.= T % —_——— —— -}
2¢3:4° 34.5° 450
: 2.3 2.3
ate Diff.= — 3 = b e
2 3 2.3:4.5°  3:4:5:0
4te Diff. = e e T

Hicrnadh ift alfo

I T i I
— == F —F
2-4+3-3 z 4-16? 5.32 ¥
and-von bepden Reiben ift bereitd in Der Einleitung geseia!
worden, daf fie den hypecbolifhen Logarithmen von 2

aeben. *)

Sk +

1. %

Hopla=1—%F I —3F+—Ftuif 1gt fid
: x3 &
aus 1(x -}-x).:x—}; T %-—-x— % .0, (Einl. &h.1

§. 123, Dereitens baf ober 12 = 3 § —F —1 ~
. 123, eifen; 3 y ol B B —f— ] T

3.) berlet B a5 At
pep. Einlv

¥ 1c evinnere ich midh, wenigfens jest nidt) m
tung aelefen gu haben,




mh |

eller
tfem
byen:
man

fidgt

gt

i 2

&

¢ fid
B,

i

v #

Silel

Bon der Umformung der Reiben. 17

IL. s fey die Reibe fiie Oen Sirkel (Einl. Th. 1, §. 140,)
gegeben,

it — 2 A el
T 3 a ”‘ 2 2
1fte Diff. T St TR atre L e D
L e 20 R

"'1 (o)
BN e 4, 2.4, 2.4 2.4
ofe By == g e i
3te Diff. = PR SR

Hierans folgt affo

_“_ i a I.2 . 1.2.3 1.2.3.4 .
3N 1 'I‘-; T é*‘s— F ::‘—"': :3“*_—"—- T 1
{ '3'?'9

IIL Doy 'ﬂ?ctt.[) oer unendlichen Reibe 31 finden
S=la—13 f14—15 % 16 —17 1‘18-—191-1{',

Da biz Differengen im Anfange gav 31 mgleich find, fo vers
elnvpe nman D“: EL[tLII ‘C‘x UE[‘ I_'F{.. {u';u IIO atl@ Dfﬂ é.afﬁlﬂ

[
wobur man — o,3911005 findet, und alfo

S=—0o,3911c05}lio—1r1 $1i2 — I3 T lig—15+2c,
befommt. un nehme man diefe Loa m::t{)mn aus den Tq

feln, und fuche thre DifFerensen auf folgende vt

'l-‘v

LDiff. 2. Dif. 3.Diff. 4. Dif. 5. DT,
110 = 1,0000000|: # | — + — %
U1 = 1,0413927 413927| 1
2 = 1,0791812(377 ;-«8-5!36{3?: 8779
3 = 1,1139434 (347622 3?:23 4487 1 1292 | 368
l14 = 1,1461280|3 IH;GEQ‘J 3563 I
l15 = 1,1760913 “99,}33122213

Ruiers Diff, Rechn, 2, Th. 1, Ubth, O ' Hiers

8
¥
[
il
JF_.
£

I
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Hieraus findet man i
1,0000000 413927 |
2 e
und e8 ift daher die Summe der gegebenen NReihe
s=12 —13 %14 — I5 T . =0,0980601 = 11;253315,

.
o wie tir diefe Verwandlingen dadurdh ju Stindd
gebracht haben, Daf toir in Der gegebenen Neibe fiie x ben

llo—lirtliz— L3 i =

Brud -l—;z?— feten: fo gicht es nodh ungdblige andereBew |
ty :

wandlungen,. wenn anftatt x andere Funftionen oon j i |
fest toerden. €8 fep aberntald die Reihe
S = ax } bx2 Fcx3 +dx4 Fexs ffxe Tt |
gegeben.  Sept man datin x = y(1 — y), fo echalt mh :'
?}ﬂfflt
S = ay — ayy
t byy — 2by3. ¥ Dbys |
t cy3—3cy4 f3eyf— off
©f dys—qdys T68S,

+ BY‘—‘aEJ"‘
5o p
&Rt fich nun eine ‘von diefen NReihen fummiren, fo Ot i
auch die Summedet andern finden.  Sft 3. D,
- 4
S= x % x2 '} x3 F x4 § x5 %6 F% =I—j
fo ticd
-und die Summe diefer Reihe ift = ;—l:};l%-y-

§ 1




|

o |

, 13

Bon der Lmformung der Reiben, 19

S 13
Beidt die andere Neibe irgendwo ab, fo [aft fich die
Summe der erften Reihe abfolut ausdeucten. Angenommen
baf a == 1 fep, und dak in der gefundémen NReihe alle Glies
ber nach dem erfien verfchmwinden; fo daf S = y werde; fo
witd, il x =y — yy ift, die Summz der erfien Neihe
= — vV (} —x)

Daaber a == 1 ift, fo ticd

‘b‘= I =...-_.2:
4
2 )

c= 2 =E'3_' n&
4.0
?-24.'

e § == —— , 26
468
L:.3.5.7

e = 4 = i 08
46810

= 1 3.5.7.9 ke
4.6:8510.12

I.3:5.7.4. lI

4.6.8, 10.12, 14

o ok )

& 132 =

und hizedurdy verwandelt fich die erfte Reibye in folgende:
S :é-n{(;}—x):x-i*xz'i;'zx3'f5x41'l4xf by
4290 T 132x7 1 2
Gben diefe Reibe findet man aud, wenn man die Wursel
rdfe v ( (§ — =) in eine Reihe aufldfet, und diefe von &
abjieht.

% 14
Unt Biefer Vertvandlung cinen defto grofern Umfang ju
geben, fo fep x =y (1 ¥ ny)’, wodurch die gegebene Reibe
S = ax + bx2 F ¢x3 T dx4 + exs + 1,
D 2 in
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in folaende vecwandelt toivd: S = ay T —1-r1 ay2

R

by 'J:-HI: ‘ay 3 + rm__rw—t*(v+g)1131{];4‘i‘v‘_v—f}fr—-zjfr-—;)n*a §
1.2 1253 2,34

2y (29 —1) —1)(2v-2)

—nb e Iinhvil 3hy!

R e T

.{. c}.g .i. 31_",1 },4 i —Mnﬂg}rf
: j § I 2

o o T ﬂf“d'f‘

t o |

18
aBenn alfo die Summe von jener Reilye befannt ift, fo femt
man audy die Summe oon diefer, und umgetehrt, Do anit

n und » nach Belieben angenommen wecden fonnen, folof |

fen ficdh aus diefev eingigen eilje unjdblige andere fummiy |

bare Reihen findem,

& 18

@8 tonnen die Bermandlungen aber audy auf eine fold |

9[ct untecnommen toerden, Daf die Summe der gefunden®
Reibe irvational oicd, €6 fep die Reihe gegeben:

S = ax F bx3 +cxf + dx7 Hexs f fxxr t
o folalich
Sx = ax2 } bx#& § cx6 § dx8 f exIo f fxizth

wird. Sest man dafer

¥ 4 : y=
X = ———— (O e—
v },”f fO toitd xx : n)r)r"

und die gegebene Reihe witd in folgende pecandelts

)




*3} {
Ib}, f
Gcr f

dy*

Fennt
abee
o

mie |

foldt
bentt |

el

)
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Sy
V(1 — nyy)
ay> t mayé ¥ n2ayc ¥ n3ay$ ¥ ndayIo ¢ i
§ by4 + 2anbys ¥ 3n2by8 ¥ 4n3byIo ¥ i
by cyS % 3ncy$ f 6n2eyI0 f 2
o dyS P andyTO i
¥ eyIo § i
Wennt alfo die Sumime S aus der erfien Reibe befannt ift,
fo fennt man ugleich dic Summe der folgenden Reibe:

=

S —
V(1 —nyy)
ayt (n2 1 b)y3+ (n*at2nbte)yst(n*at 3n’bt 3ne td)y”
, ot
§. 16
IBenn mant n=— 1 nimmt, fo twerden die Coefficiens

ten diefer Reibe die Differenzen von a, aud der Reibe a, by
c, d, 1¢.; wenn abet die Jeidhen in der gegebenen NReihe ab:
techfeln, fo roerden die Coefficienten diefe Differenzen; wenn
man n = 1 fent. gBebeuten alfo Aa, A2z, A3a, Adg, i,
die Diffevenzen von a qud der SahlenzReihe a, b, ¢, d, ¢ 0.
und ift

§ = ax ¥ bx3 % cx& ¥ dx7 ¥ ex? ¥ 1

fo toicd, wenn man x = nimmt,

el 8
Y (L tyy

AR 2 Sy Lu3 23.%% 3
Fatrn ay + Qa.y3 F O2a. ¢ t A3a.y7 f i
Gt hingegen
S = ax — bx3 } cxf — dx7 } ex? — 1.
fo twitd, wenn man x# SECS B
5 V(L= 773 feit
—  —ay—Aa.y3+A2a, 55 — 7
s ay—Aa.y3TA2a.y5 —A3a,. 37 F10.

D 3 Wenn
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SRenn alfo die Neibe a, b, ¢, d, e, 2. endlich auf beftandige |
Differengen fihee, fo fann jede diefer NReiben abfolut fums |
mict werden ; indef flicht dieje Summation audy aus dem
Dbigen.

§. 17,
Benn die Coefficienten a, by ¢, d, e, . diefe Reifer
1, L %, %, L, i bilden, fo ift, wie wiv vorhin (§.11) g

2.4
fehen haben, a =1, Aa = — 35 Ara= —=j
3.5
2.4.6 ; G e
Nla = — T—_——; 1. Hicraus ergieht fidh die Sum |
3537
mation folgender bepden Reifen

Y. G8fen S = x T 1x3 F1x5 +2x7 +1¢, twodp |

| G S ‘5 t |
— Fl1—— ift. * Gegt man x = ~———, \
o s e B V(tTyy) o
Y CE YT o
SRR P LA S TN 2 ) )

T SV Qtyy) —y
und es ift alfo
2.4 2.4.6

V(1 tyy)y) 5
ARSI £ PRI ¢ ST SR I B e nkinn B T
V(£ tyy) s +3-5} 157

Il 8 fep S = x— 1x3 ¢ 1x% — Ix7+F 1., too folglid

§— A.tang.x ijt. Ceht manx = — 1o poird

Yiil—=yy)

S = A.tang. 7—}‘_ = A:ﬁn.}’::.e’\cof.,f;["}'f}‘
L gl )
Solglich hat man Hier folgende Summation:

Afin.y 2.4 B 0 AR
R ST i_— 3 4 —y$ s == 7 i
V(L= y§) 21 5 Tacs T

§ 18,




bige |
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§. 18

@3 fonnen audh fliv x tranfeendente Funftionen von y
gefent, und dadurch anbere fbroerer ju findende SGummatios
nen hergeleitet toecden,  Damit aber die neuen Reihen nidht
gar ju jufammengefest werden, fo muf man foldhe Funftios
nen wahlen, deren Poteftaten leicht dargeftellt toerden fonz
nen, dergleidhen die Erponential: Grofen ey find. i‘;ﬂ alfo
die Reibe '

§ — ax F bx2 ¥ cx3 ¢ dx4 ¥ exs F fx6 F 1.
gegeben, und fefst man x = en¥y, fo daf e die Fahl bedeute
deren hopecbolifcber Logarithme = 1 ift; fo toitd

X2 = e28¥y2; x3 = e3n¥y3; u, f. w,
Da nun, toie befannt, (Cinl. Th. 1. §. 123.) tberhaupt
z2 z3 74
g2 =-1%z ¥ T t o2
B S B i, T R
ift, fo roitd die gegebene Reihe in folgende permwandelt
S=ay ¥ Inay2 % #n2ay3 +} Inday4 ¥ JSndays i,
t by2 ¥ % nby3 % $n2by4 ¥ Lnsbys fic
6y cy3 + % ncy4 ¢ 2112(;):7"1':{"
F dy4 T ¢ ndyf k.
T ey S £,

I. %5 {ey die geometrifche Reibe
S=x % x2 % x3 ¥ x4 3 x5 ¥} 1.

&
gegeben, 0 S = == xlft. Set man n =—1, fo daf
Yy, und S £l L i i
b~ o o .
be r—ary Wy witd: fo findef

man die Summe

P x
'ﬂ_b—}, =y =4y — g% S Ty —u

allein dag Gefess derfelbent LGkt fich nicht erfennen.
D3 I, MWenn




l
24 2tet 36, 1ftes Cap. B. b. Umformung b, Neifen, |
IL. Wenn in der vorbin gefundenen sroenten Reie ale |
Glicder anfer dem erften = o find, fo ift b = — na; |
e=3n2a} d=— in3a; e= Y¥nda; f=— 22 ns;
% DaalfoS=ay, und x = e ijt, fo mwird
Yy =2x—nx2% in2x3 —4n3ix4 t Findxs — 22n5x6
¥ i
Da indefs bep diefen Neiben dag Sefes der Fortfdreitun
nicht in die Augen fallt, fo haben die Summationen, dit
aus Diefer Subjtitution abgeleitet werden, Peinen fondeli
chen RNupen.  Vorjuglich aber verdienen die Berwandlunga

bemerft zu toerden, die auf der Subftitution x = l—f—
=

beruben, indem Ddiefe nicht blof fehr metPronrdige Summe |
tionen, fonbern aud felr qute Wege an die Sand geben, |
dic Summen der Nethen durch die Stabherung ju finder, |
Nadhdem wic diefes, obne dabep die Diffevenzial - Juds |
nung ju gebrandhen, voraudgefchic’t Haben: fo roollen wit |
ung nun jur Cefldrang ves Gebrauds digfer Rechnung it |

5]

der Lihre vea ben Reihen wenden,

e
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Bort ver Crfinbung fummicbarer NReihest.

§ 19.

%enn man die Summe einer Reihe Fennt, deven Glies
der cine unbeftimmte Gedfe x enthalten, in weldem Falle
Die. gedachte. Summe nothwendig cine Funftion von x
ift: fo fann man diefe Summe audh fiie jeden Werth von x
angeben.  IWenn man daher x + dx fur x fekt, fo ift die
Summe der baraus entfpringendenReihe gleich der Summe
der erften NReihe nebit ihrem Diffevensiale, und folglich das
Differengial Der Summe auch gleich dem Diffevenziale der
Reihe. Da aber auf diefe vt forwohl die Summe ald die
Glieder der NReife indgefammt durch dx multiplicict find,
fo findet man, wenn man aflenthalben durd) dx dividict,
eine neue Neihe, deven Summe befannt ift. Gben fo ents
fteht, wenn man diefe Reihe mit ihrer Summe. von neuem
differensiict, unb darauf abermald allenthalben durch dx dis
vidict, mieder eine neue Reibe mit ihrer Summe; und auf
diefe Weife Fann man aus einer fummitbaren Reibe, roeldhe
die unbefiimmte Serdfe x enthart, dured eine fortgefente Difs
fevengiation ungablige newe fummirbare Reiben erhalten,

B 5 §. 20,
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§. 20

Damit died deutlicher werde, fev folgende unby
fiimmte geometrifche Rethe gegeben, Dderen Summe by
fannt ift:

1

I1—X
Differensiict man ier, fo findet man
dx .
(1—x,°
und dividict man nunmehe durdh d =, fo toicd

(1:3{3‘= I .t' QX-T 3x% 'i' 4x3 'I' §x4 *l' 6x5 ~I-:{, '

= I f x § x2 F x3 | x4 | x5 Jyx6 {4,

=dx}2xdx { 3x2dx f4x3dx } 5xadxiik |

Diffecensiiet man nun abermals, und dividict davauf vi¢ |
der durdh dx, fo wicd

==2F2,3xf 3.4x2 } 4.5%x3 } 5, 6x41k

(1—x?
oder
T
(1—x)3 .
o die Coefficienten die Trigonal:Jahlen find, Differew :
aiiet man nodmalé, und dividict darauf durdy 3dx, I
findet man

=1+ 3x + 6x2 + 10x3 + 15x4 {16

=1 { 4% + 10x2 ¥ 20x3 § 35%4

(r—x;t
wo bdie Coefficienten die erften Poramidal - Rahlen find
Kabrt man auf diefem Wege weiter fort, fo findet man 1O
Daupt die Reihen, die aus der Entwictelung des Bruds

entfpringen,

L=—x0




fbe:

fies

G

pig |
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§ 21,

@3 echalt aber Ddiefe Grfindung der NReihen einen viel
ardfiern Umfang, enn man jedesmal ot der E)lﬁecqng,m,
tion fomohl die Neihe ald die Summe durch irgend eine Po=
teftdt odee Funbtion oon x multiplicict,  So multiplicive
man, ta

_...f-..:n[*[‘x*]*xﬂ'i'xi b x4+ x5+ x6 F 1,
I —Xx
ift, allenthalben dueh xm, wodurd
.._:ij_n__, xmn -I- xmt X -I- xmiz -i- wmt 3 .i. xmi 4 + (.
I—X
wied. Diffevensiiet man nunmehe und dividict davauf durc
dx, fo wicd
mxM=T — (m — 1)x™
(L= X2
+ (mf3)xmt2 f e
und dividirt man bic!’cﬁ durd xm—I, fo ethalt man
m—(m—1)x
T e ‘—m m¥Ix Jx,
-1' 1.
r
Jun multiplicive man, ehe man toieder differenyitet, durd
n, fo daf

mxn xn+I
L

=mxm-X +(m¥1)}x™ I (mf2)xmtr

= mx® f (mi1)x™ I +f (mf2 x0+2 + g,

perde. Tanndifferensiive manunddividive durd dx, foPommt
mnx®-X (m'fn't'[ :-;“ axntX
I—X (l—:\)z- ([—-X_)
T (mi2)(ngo)xntr 4 ¢

Dividict man nun ducd x0T fo wird
T_E;%(?llzi;zx (lf:;ﬁ =mnt m¥Fnt )=

t mf2)(nta)x2 4 1

—=mnx?=T+(mtr)(nfr)zn

Muf
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ofuf diefe Art Fann man nady Gefallen toeiter fortachen |
Mean findet aber alfemat die Neihen, die ausd der Entividy |
Tung der Britche, weldpe die Summe darfielien, entfpeingen,

§. a2,

Da von der' ju Anfange angenommenen acometrifde
g‘h‘.if-}ﬁ ]'E*bf Deftimmite ‘ﬁn%ﬂf}[ von Gliedern fummict werden
faun, fo laffen fich auf diefe et audy aud ewnce Deftimmin
Ansahl von Glicdern Befichende’ Reihen fummiven, €0 |
witd, da |

T — xi1

——=xfxitxitxetart.. . it

ift, wenn man differenziivt und davauf durd) dx bividit, |
_ ndnxntt :
(l—['x)z__(n.i'(lgii;: =-_;-§-2x-f-3;;=-i-,..-{-nxa-:, .
Hieraus laffen fich die Summen der Poteftaten der matislis |
chen Sablen bis ju jedem Glicde finben,  Man multiplee |
nemlich diefe Reihe durch x, fo daf |
X= mn¥ 1 )x0RT Fnxnt2 ;
(1—x)2 =xT2x2f3x3f,....7008
werde, Diffeceniict man nun, und dividiet ducd dx, fo wid |
1Fx—(n+¥ 1)2}:“+(:nn+2h — I)XPHT — p n x0f2
; (f — x)3
T 4% F 9x2 $ 16x3 ., .. F naxe-1
wnd biefed, mit = multipliciet, giebt,
xtx2 —(n¥1)2x0t X4 (2nnFon — 1)x0f2 —nnxttd
(L — x)3 ' G
Xt 4%x2 T ox3 f 1654 4., .., T n2xn
Differensiict man abermald und dividict durcdh dx, fo
balt man ducdh eine darauf angenommene Multiplicatis
putth x Die Reibe

3 F 8x2 Farx3 .., ,. nix

e
-

Dered
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bevent Summé folglicdh gefunben twerden fann, Yus diefer
Reihe findet man aber auf eine ahnliche vt die Summe der
fHiquadrate und der hodhern ‘.L\etel’t&;en.'

g, 23

Diefe Methobe [aft fich auf alle eine unbeftimmee Brofe
enthaltenden Reihen onivenden, bdeven Summen befanng
find.  Da nun diefe Cigenfhaft aufier den geometrifchen
Meifjen auch allen wiederfehrenden Reihen jufommt, und
Diefetben nicht blofi, twena fie ohne Ende fortlaufen, fondern
auch bid ju jedem Deftimmten Gliede fummirt wecten £onz
nen: fo laffen ficd aug ihnen nach diefer Methode unyahlige
anvere fummicbare Reihen finden,  Da o8 uns viel ju weit
fubhren wirde, wenn wir diefed ausfubhilich jeigen wollten,
fo wollen wiv puv einen eingigen Fall ceiwdgen. St nemlich
Die NReiphe

by

== XFx2 fox3 §3x4F 5%5 F 8x6 § 137 Facs

I—X—XX
gegeben, fo findet man durdh die Differensiation und die Dis
pifion duch dx :

Ifxx
=r1foxtOx2f1ox3 F25x4 4 48x5 + 9Ix6

+ 2, .
@8 ift aber dabey leicht einjufehen, daf alle auf diefe et
entfiehende Reilen ebenfalls mwiederPehrende Reihen fepn
werben, fo daf man dic Summe derfelben felbjt durch die
Betracdhtung ihrev Natur ju finden im Stande ift.

(I—x—=xx)2

6 24

Ueberhaupt alfo fann man, wenn die Summe irgend
einer unter diefer Form ¢

ax f bx2 fcx3 ¢ dx4 F exf % 2 :
bearif:
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Begrifferien Neihe, welde wiv =S feten ollen, befamf |
ift, auch allemal dic Summe chen diefer Reihe finden, nady '
dem bie eingeln Glieder derftlben durdh dic Glicver einee |
arithmetifchen Progreffion multiplicies worden find. Dem

8 fep Die Reibe
Se=ax F bx2 Fex3 F dxd F exs ¥
gegeben.  TMultiplicivt man diefelbe durch x™, fo fndet man
Ddrausd
Sxm E=gxmt+I _bxm{.: + cxT3 o d xmt& 6
und differenziivt man diefes und dividivt darvauf durd dy
fo toicd

b Ta)

dS : - ;
mSxm=1T J xm = = (miax™F(mia)bxmt X4 (m§3jexn
ax
g P
jo toie hieraus durd dic Divifion durd xm-x

xdS
HISf*Efq::(nlfj}ax~f[nlfzjbx3'f{nzfgjcx3fm I
X .

IBicd alfo die Summe folgender Reihe verfangts
aax T (etg)bx2 T (atepiexs f (wtgpdxs Fi |
fo multiplicive man die vorhergehende Reifye dudy #710 |

A

fegempe 8=, fodafm = werde. Ylsdann iftdi

Summe Ddiefer Neibe

. BxdS
= (®—4)S T e
§. 25.

#3 Fann audh die Summe der geaebenen Neihe geful
den merden, wenn die eimjelnen Glieder durch die Glieddt
einer Reihe der gwepten Ordnung, deren jwoepre Differenien
alfo beftdudig find, multiplicict wevden,  Denn Do W
Dereits

m$




annt '
tady |

dneg
e

d%

mfl

Fue
e |
fjen
it
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1S 1 %: (¥ Dax F (m+2)bx2 + (m3)cx3 +16.

géfunben haben, fo erhalt man Hievaus, tenn man mit xn
multiplicict, :
xntrdg . . STRAL :
mSx® f "n-q—=(mf':jaxﬂfI%{m*}*ﬁ)bx”ﬂf(m*{g)cxﬂﬂ
.4 :

: . e 3t
fo toie hievaus, wenn man diffévengiict und durch dx dis
pidict,
(m¥n¥r)xndS  xnfrdds : STt .

= e (mt1)(n¥1)axt

Fmta)(nk2)bxntT § 2¢

‘mnSxn-I %

Dividict man ‘diéfe Sleichung durdy xv-1, ynd ‘multiplicict

davauf durch k, Yo foied

(mbnd)kxdS  kx2ddS ; ;
mnkS ¥ 7 -f&dxl = (m¥1) (nf1)kax ¥

‘(mt2)(nT2)kbx2 ¥ (mF3)(n+3)ex3 $ ¢,

Stun Bévgleiche ‘man diefe Reihe ‘mit der vorhevgehenden,

fo wird:
ifte Differ.  [2teDiff.
kmnt km?t kot k=&
; . - km'{‘k e k:
kmntokm}zknfgk=eatg | ; ”fSk B St
K I e - &
kmnt3km$3kntok=atasfyl knTsk=gty

Hievaus flicht k =1%y; m + n= %‘f “ 35 und

mn :i—m-—-n_1=f’.f_?f 2=9{°“"’.3'I'?_“_’_
Y ¥ y ’
und e ift demnach die gefuchte Summe
(B—»)xdS . wx2ddS
Y NS
(ﬂ }3'1.7( T P T 5
3. 26,
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§.-. 26i
9luf ahnlide Art f[x,L;‘t fih auch die Summe der Relye
Aa + Bbx  Cex2 + Ddx3 + Eexd f 1.
finden, mwenn die Summe S diefer Reihe
S =a tbxtexzddz3 T exd T
BePannt ift, 4nd A, B, C, D, i¢. cine Reibe formiren, dam
Differenzen endlich beftandig werden. Denn da ble forn
ber Summe aud dem BVorhergehenden gefchlofjen weedd
fann, fo fege man fie
BxdS , yx2ddS , #x3d3S , ¢x4d4S
S T T oaxa 6d x3 : 24dx4

@S

Zeyner entoicfele man, um die Buchftaben «, &, v, 9 1.4
finden, jede diefer Reifjen. Dabdurch. wird '

|
S == wa T abx T wcx2 + adx3 T wexifh

i
|
gxdS 2
dx = T #bx T 28cx2 + 38dx3 § 4pextih |
i
yx2ddS | :
4 - 3 ]
2dx2 = wex2 F 3ydx3 J Gyexdih
ex3d3S |
R S e 3dx3 § gdexd i
X
ix4d45 3
d x4 = gex® Tl
24ax

Becaleicht man nun afled diefed mit der gegebenen Reihe:
7 = Aa } Bbx § Ccx2 4 Ddx3 § Eex4 7l
jo findet man duvch die Vergleidhung der eingelnen Gliedet

=

8 —B — a= B— A

7:C—-2:3—'-ﬁ=0—~231‘ A

})=D—3y—38—=s=D—3C}3—4
: 20,

Robs
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MNachdem man diefe MWerthe gefundem, it die geudhte
Summe :

— A)xdS . (C—2B+A)x2d4S
Icdx T I .2d%2

(D—3C+3B—A)x3438
L. 2.3dx3

oder, toenn man Ddie m,'.“'f.;rmgcn der Reifie A, B, C, D, 1.
auf die gemdhnliche Urt ausdruckt,
DAL xdS - i‘_f.’;. ¥ d'S . AGA L 3dIS
Ve AS T —— =

1dx 1.2dx2 I,2, 3dx1
voenn nemlich, toie wir ar ngenommen haben,

S=a T bx T cx2 f dx3 fex4 F fx5 + 20
ift. 2Wenn alfo-die Diffevenyen der Reihe A, B,C, D, E, 1t
endlidd beftandig twerden, fo fann man die Summe der
Rethe Z duedh einen endligen Ausdrud Barftellen.

ZE:AS"I"

EC-'

T

§. 27,

Da, toenn e die Jahl bedeutet, deren tmper[,ulzrcber oz
gavithme = 1 ijt,

3 x2 X3 X =k,
Pl vaeingad - 38,34 1.2.3.4.5
ift, fo nefyme man diefe Neibe ftatt der vorigen.  Da nun
, % ds dds
S = exift, fo ift a:‘.d,:- — = eX, —— = eX; u.{.f (Zh.
dx dx2
I €ap.7. §.188.) @2 (aft fich Daber dieSumme der Reihe
: CXEEG > Dx3 i =W
ATBx ¢ — ¢ =——rvn it
159 253 1.2.3:4

welde aud jener Reihe und aus der Reibe A, B, C, D, 1t
gufammengefent ift, auf dlefe Urt ausdruchen
xAN  xXNPA X305K 1 oxd\4A
T__L_.r 1.2 1.;.:"”?3*3*4
auddeucten.

Rulees Diff. Rechn, 2. TH1.Abth, ¢ St

T 1
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S 3. Dodie Reibe |
£x  TO0X2 . 17x3 26 x4 37 %5 :
et i e - i |
1 .‘-.-) o.-?. )"i'i' ;.2|3|n}aq

gcgcbcm fo ift-aus
der. Neibe. A, B, C,. D, E, .
IR S (e T e L T
AT SRR PR L A PR [
A2A = 5 oyt ats MR LN
und affo bic Summnie der Reibhe

I

5x ~10x2 - 17%3 o x & 3757 s
QT'_ it e T T T S
e T e T, oty a0 L

ex(z + 3x F xx) = eX(1 T x)(2 T =)
Diefes ift aber audh von feldbft fav , Denn ed it

ax 2x2 2X3 axe
zex=2'f-—-'“_+___—1----~ﬁ-:f.
I e 24 .
- 2 t
- L) :.LK‘ T.‘r - T 114
XeX. = X T —=— e ] e i 11 ’
3 AT B i T |
oo X3 X4 ¢
xXxex = %2 M o= o = T 20 alfo
= .
3 e
oy JOXZ 17);3 2( 4 :
e(2faxfr)=3fs58f—— T —— M» |
2 6 :
§ 28

Dad bidher Borgetragene evferectt fich nicht blop ol
die Reiben, die ohne Ende fortlaufen, fondern aud auf e
Summe jedet Ungahl von Sliebern; denn die Coefficknd
a, b, ¢, d, . Edanen ohne Ende fortgehen, oder nah
licben abgebrochen werden. Da indef dies Feiner wH!
Eriduteenng bedarf, fo tollen mwiv unfere 1—'lufnurﬂﬁ“‘f"[

auf die Folgen tichien, dic aus dem Bisherigen fliefen
sRend
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Bon vert Effindung jummicbards Rethen. w5

MWenn alfo :1~»v“~ prne RNethe gegeben it Deren eingelne
Blieder aus jwep Faftoren beftehen)” babon die einen cine

Rethe r:."--.‘.r;"-:::; bezen Diffcrenien ehtlich befrandia mwerden:
fo Lift i Vie Gummme tisfer Neife atgeben, wenn diefelde
mit ;3}_31-,-.:'-L-5;;1—:_;:1s:-.: ver qevadhion faltoten fammirt merbe_lt
Fann.,  S& memtich die Reihe

Zie== Aa P Bbx F.Ctx2 +Ddx3 + Eexs + 3¢,
qmum nd T:lc..d;:&*. tu‘.r*':? A, B, C, D, Ey 1. eine Reibe,

un
beten Differenjeniendlich beftandig werdens 'fo [t fich die
@umn:t jenet Retfhe angeben, wofern dic Summe von
Digfer

[ A e

g a ' bx P cx2 4 dx3 ex4d T i,
. wy mar @ Mo Ml oy
bafy "F-,, ! n.aig ocr “pLoqtiyiion A, B, C’

D.E, ic. tie daraud rach und nad i erachbenden Differenz
jem, und wac nady dev dagu im erfien Theile befindl lichen Ans
leitung _
A, By & b E, o DR L
A VI AN SN R s SRA E
AzA A2B A2C, A2D, e
s G bk iAo ik |
4A, A&B, - i,

P\ 3o ey o
fo it die Summe der @s-.v-.:b:ncn Jteihe
. ';_' X'L':L.\ A i {‘ ?~£A'4‘5Li }L“ 5_3 rﬂ]u. I'&f
1dx 1.2 dx E.2,3.dx3

wenn in den hidhern Diffecengtalicn von S S dx al8 befitndig
b\..Lﬂd itet toird,

8=,
qBenn alfo die Dijrevengen der Reibe A, B C, D, 2
niemals beftdndia twerden, o wicd die Summe Z tureh eine
neue unendlidge Reihe ansgedeuctt, die Hfters ftarfer con-
€2 - vergirt
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!

pergirt al$ die gegebene, und ¢8 wivd auf diefe Aet diege |
gebene Reihe in eine andere ihr gleiche verwandelt. Um dig
au eclautern twollen toir bicfe Reihe betvachten:

f‘l- vﬁ' y (]

Y‘f‘—'i' : “i'

T
toovon befannt ift, daf fie bm Eobarlti}mm oon ————};aus

deuctt, fo daf Y = — 1(1 — y) ift..  Dividict man

-

diefe Reihe durdh y, und fest dabeyp y = x, b |
T i =
Y =7yZ fo M Z=——1(1=—yp) = — ;{—1([-—-5‘} 18
y
fomirb
(= !{3 X4 X5
Gl e o s o Cnp el
X '1‘ = T e 1

und vergleicht man bzcgc EJ;F:II}E mit folgender:

|

=i x Fxe box3Px¥ T xS P a6 Pt EN—_
[—3%

fo findet man fir die Reibe A, B, C, D, E, 1. diefe Weitit: |

I ':I'r ";,f '.::r ":'f I
T I 1 !
e e e e v T I
1.2 2.3 3.4 4.5
152 i B I.2
' f ’
1.2.3 2.3:4 3:4.5
it ]—‘2°3 Itgk‘;
- . .
1234 2345
zf.

B8 witd alfo A==1; A= —§; AzA=1; A=
— %3 1
% I = ok
Da ferner S = i ift, fo ift

dS I

I.dx “(1—;;.;:.’

| =78
[
3
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d28  §
T e &
1,2.dx2 (i—x)3
d3s 1
—— T e 4O
1.2.3.4x3 (1 —x,4
®ebraudt man diefe Werthe, fo exhalt man die Summe

. I x x2 x3 xt
Ze= — — g S S
1—x  2(I—x;2 3(1—x)3 . 4(1—x)4  §1—x)F
s W T
Danmx=y, ud Y=~ I{1—~y)=yZ ift, {o hat
man Hicraus

I(t—y)= £ % ¥ L2 e
; 1—y . R—y)% J=pT . Gll=fs
F 2.
.t § PP - H o ' .’- T
und diefe Reihe druckt allerdings 1{x + ;-——):11—— aerd
=¥ 23 4

— 1(1 — y) aug, wie aud) felbft aus dem fonft fihon (Cinl.
2h. 1. Cap.7. § 123.) Bewiefenen, befannt ift.

$.:730;

Damit aber aud der Gebraudy ded Bisherigen belannt
werde, wenn blof die ungeraden Poteftaten vorfommen und
vie Seichen abwedhfeln, fo fey folgende Reifhe gegeben:

' 3 v r7 79 II

'{::})._}_- ...-.__.}_'}_._Y_.__Tzcﬁ

3 5 7 9 11
woraus erhellet (Cinl, TH, 1. €ap. 8. §.140.) daf Y = A tang.y
iff. = Dioidict man Ddiefe Neihe durd y, und feht man

Y F
- = Z, und yy =x, {0 wird

Bergleicht man diefe Reihe mit folgender :
S=I1—xfx2 —x3 fzx4— 1, _
€3 ' fo
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fo witd S = el und Die Jeilje Dev Coefyictenten 4y B,

€, D; i¢. wicd

- — T 1 ¥ 1 4
Jn‘ I.’ 5 S '-:'; 'J-' .'[.

INA =

B>

>

i
|

I fa s .
Da-abet -5 = ~—— i, {0 witd

T =t = :
1dx (%3
13 —
f.;;TI..“\ &
i [ S e e p I
I.2dx2 s
38 i |
¥ 2030K3 (r X4
@pbRituitt man Valhev ticle Werth® fo wich 2=

I e g g R f3 I
F ki Iy : ;
R e e A I 1R L5 T
X oy a2 I P T Pmewiy LY
i e P S S0l AT 0 P

f o i s ki l--l - - . '
11 L% i | B . Bt "
ﬁ_,n“ man Gl y WwieleL i - 1nd minitid _Iul nan

V=37

LU

1 - P
/ % o g ST & \
=, - i i sy SRR B
A | = e 11
ITyy P o =l ey I...E-
¥ o SRR d e
i
§o. 731
i AL
e T « U T, o o
FOE O ATTEN A Ta g Ay ALy 4o o TN . £V el
2o LG UL QY {5 E?w:':;_’ e ‘\J\:!r. r_q,l .—._I.P“-,.: el r Lt
4 -, il o ™ . o e
B 04y WY ey Sy S R s e G b i e L 4 T s Nere M
J--‘:‘-” et ek AT - QWORTUG Ll ] 'w.'.-il— €k 'u“l-"“' 4
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serwandelt werden , indem man fie mit dev Pogarithmifden
Keihe vergleicht. - Wiv toollen nemlic) die Meihe

. A8 w2 %3 <& xs
I=1——f=—==F===1u
3 5 7 9 IL
nehmen, und fie mit folgender:
XX %3 x4

X
Semto— f m— — = — =1 —21{1¥x)

2 4! 6 ]
pevgleichen.  Hicv find die Werthe der Budftaben A, B,

C, D,
A= e %5 24 8526
o 2 o o
AT — —3 -3 —_— —5 1
3 35 57 79
234 — —2.4
L2A = e % g o
3+5 57 5749
N, B 2. 446
D3A = e ) e——— 2,
- 3577 3¢5.7+9
as Sl
dx 0L F )
r-f":; B i I .
T A T )
y.2dx2 4(1 1 x)2°
ds3s I
1.2,3dx3 6(1 % x5)3
d4s 1
1.2.3.4d%4  * glptx)4’

53 ift bemnad) SA = 5.2 == 1; und aud dem tebrigen etz
giebt fich :

- x . 23X 9 Ax3
T — 1 St = e et
rt® o 3s5UtxE 0 3u507(tE)3
— 3

ekt man hun x =yy, und multiplicict jugleich durd ¥r

fo witd :
€4 : Y=




o T e
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Y == Atang.,y = ,
%3 2y*s 2 Ay o
y — —— = e

3(Lkyy) - 3.50tyy)> 3.5.7 (kg |
-1

Diefe Bermandlung toird alfo duech das uncndliche Glight
in der Reibe S nidht verhindert, Solite aber jemanden od |
ein Smweifel ubrig fepn, det 1ofe nur die einjeln Glieder byt |
gegentodrtigen Meibe anfer Dem erfren in unendliche Reihus
auf, too ev denn finden wird, Daf Lie juerft gegebene Rl ¢
toitflich Heraugfomme,

§. 32
g - i L
Bicher haben toiv nue folche Reifien betrachtet, infl |
hen alle Poteftdben der verdnderlichen Srdfe vorfomm, |
Sest wollen miv gur Detvadsiung folcher Neihen Fortadn |

vie in allen Gliedern eben diefzibe Dotefrat dev veranbalida |
Grofe c:;t.;mzc;, Peraleidhen folgende-ift: [
[ v I : H 3 i l
S _— e T e—— 111- R e~ " :. |

atx bt x etx " dEx

~

Sft nemfich die Summe diofer Reihe S befanpt, und ifdid |
felbe eine Funftion vonx, 10 findet man durds Diffevens |
ven und durcdhs Diviticen durdh) — dx;
—dS I ' ( i I
— - St

& 4|
\ T lld. |

_odx T (atx)2 ' (btx)2 (ctx)2 - (dtx3
Differengiict man nun abermald und dibidict darauf dud

w==adx, foerhalt man die Neihe der Wiefel:

ddsS
_— : S 1 ' Y .:. _._L X

2de’ 7 (a1x)3 T (bix)3 L (ctx)3 ' (dEN?

und diefe von neuem differenziirt und. turdy — 3dx divk
dirt, giebt '

= d3§ A g I Lo = g oAby
R e g s T T = g '
fdx3 (atx)% (b Fx)4 ° (¢ t x4 y (d t )4

giuf
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Lelhen
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uf cine dhnliche At Fann man die Summen aller folgens
den Poteftdten finden, roenn nur die Summe der evften Reibe
befannt ift.

¢

§ 33
Dergleichen Brud - Neifhen, die eine unbeftimnmte Grdfe
enthalten, haben toir aber in dev Einlettung (Th. 1. Eap. 109
gefunden, wo toic gejeigt haben, vak, wenn die halbe Periz
pherie eines -RKreifes, deffen RNadiud = 1 iff, = = gefent
wird,

x § ook I N
. m m ' n—m ntm 20—m  2nTin
nin, —=
n
]
o — a0 und
30— m
m
xcofs — o
n 1 1 T Y
=_‘—.'—I'I"|'—F .'E..n-'#— 'FEI T
mn m LT n m 20— Iy 0
nfin. —= T = 2utm
i
I

S
s = L ‘\rc'l

Lo | — Y
-
Jﬂ 24k

fen; (6.178.) Da wivnun fiir m und n jede Sahl feten

1%

fonnen, fo twollen wir n = 1 und m = x arnehmen, damit

wir Reifen erhalten, die Denen im vorhergehenden §. afns
lih find.  Alsdana ift

LIS t I T T T

TEPREET Greer ed
— 2.

wcof.'x_ I I 1 ¥ I 1

B o i o o -
+ 2.

€5 Turdh
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Diirdh die Differensiation ift man alio im Stande, die Sume |
men alfer Potefraten, dic and Dicfen Draden entfiehen, |
au finbenm,

€ T e 3 TRy | e L
Bir toollen suborbecit bie cthe 12 Betrachten, b

w bbby

der Kitrge teaen —- = S feqem.  Sudit man fegbon
il b 4
die hohern Difecenzialicn, fo daf man dx ald beftandly be

g == e —
e e IFx 2 x 2%
+ : o LC.
Sy
—dS | 1 ¥ ¥ I
e S e e F o ——
dx xx (1—x)2  (11x) (2—x)2 " (af5?
I
b g R el L
=2 .
ddS e 1 T oy
e T e i
2dx2  x3 ° (1—x)3  (r{x)3 . (2—x)3 (PN}
I |

! e T -\.{
(3==35)%
S L w e
S — — T — s d - T
- b _a—- l- * L '\-G
12085 %6 ["[..__-,/.r’} (11x)6 * (a—x)6 " (21%)
L
e —— o 31,
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oo ju Gemarfin ift; da
ftaren, fo wie addh Dic vor

Di

r"'A

Seichen vor den Jf‘"aaf't Jotes
ven ungeraben einerlep Ghejeie

EAlan 3 PP S ey, B 5 b vty Al % o=
%n\.‘h"_\n. ..ah.“n aLen tn.:;-:..‘,!'u. Ji I'.'Ll !h'\..“.l L'-,.;;I.ff WA C'\_.ail:!’.’
T SN D P o L S,
IILLIL ...-uk‘) l.s i i‘ Lt‘l "I.h[o\.i l‘v “u_...*,;‘ud‘ﬁ
x
hSEE . ~ ¥
fin.&x%
¥ 35

L. bicfe Differenyiation auf eine einfahere ek ausus
dructen, tootlen roir :
fin.7x = p; und col.xx =79q

1 k] B o T oa gy o
fefen, oodutd Dean

1 P ~ 4 :
dp ="wdxcoef.zx = wqdx, UM dq = #pdx
mirh A nn © — ! iir: fa mirh
WL, P b b D m— T . (¥ RWRLY
ba)
P

458 - - . ) z6(q 1«.‘,{1 s:"}lq‘)
x5 " ip4  pp i, ]L"T
dés ol F380q% . 662q2. 6™\
-—r]‘;{;— = RH_T'-’HH T i3 - i ---,1 el
P ps P2 - ruF
o7 .:'-1(_1 e ET[}C]E" :E' 4-_-(-\[]: L} {{‘[)
p7 T
d78 % £504097 2 100208 726693 . 13854
e sl B e e — — ] =2
157 \\ pé PG p* p2
x5
e Al ed4908 1% Thyale
~ (9713439 T 311193 T13859)
d8S
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ﬁ%-—_—ﬁg 40320¢8  100R00q® 8366494 5 2;5633: |
dn § p2 8 p7 p¥ Pi _

1385 |
e

P

20,

Diefe Ausdracke laffen fich: leicht, fo tweit man will, fort
feen.  Denn twenn

InG 1 n-2 nan— & Sqn=6
3+ ﬁr-_u_ﬂu{.‘[(ﬂ_-i-‘fq = ﬂ_ ! -!1;{.
T dxn L ph-1I pi-3 pﬂ-f

iy E‘” E
ift, fo ift dag Differenzial Lavon mit peranderien Heidien
_‘;__'d_"_.:“‘f‘; T o ({]Llqur‘i{: "}‘ 1 et 1(‘;2.-1 'I*(n'"gjf?]i-':'
dxn“"l pl't-l'--;', PE‘{IE_I}S,I P“ *t-.~n—3)?rr1n-=
 f et )
B 5 % n—
b ==504) plok

-~

e T
Dieraus erhalt man alfo die Summe der § 34. bifnds |
lichen Reihen quf folgende Yst-befiimmt :

qE ok

dads a3/ 2q2 . 1
ﬁ:_dxd-'-_-:—;( ::«“A T ;

- d:qm'x'ﬁ{— 6q3 5q

P e 2

d4S %5 2404 nQg2
YER e n b st e s Kall
AR et 12088 adfogd L 614

30dxs T 1z0\ ps -EH._ T P2
468 =7 72098 aggoqh . 66244 g)
720dx6 730N p7 - prE- i p3 p

a1
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— d7S &% /504097 1c92095 | 726693
5040dx7. _ 5040\ p8 pe -t pa

13854
pin)

dss x9ﬂ(4o;10_f toogoog® L. 83664q4

i

40320dx%  4oz20\  p? £7 p*
2456892 , 13685
T e
: P P
:B!
Y 3%
iim nun aitch die andere oben (§.33.) gefundené Reihe
et SO SRR NS SRR e - S8 S
fin,#x X I—x Itx 2=x 2fx 3—%

wcol.xx . =
——— = T, wodutd) man folgende Summationen fimmdet:
fin.=%
o 1 1 [
| B oty T y, -—1- —1(,
x Iz—1%. (X2 v X 2T X
—dT I 1 I
o=t e F — i
d X2 7 (1—=x/ ([ ;-.) (2—x)" " (21%)
ddT I I I Foay
B R e S (o il et o e 3
2dx> T x3 (1—xp WP C—x? ' (otxs
—d3T I I YR 1 I
'—_;—2‘_“"]’ =T i ¢ e T %
6dx x4 (1—x)* - (rkx)t -~ (2—x;* " (ofx)t
&l = I I I
24dx 4 x5 (1=—x) (1ix)’ (3—x;5Tk2-' z-;f“m
— d5
d T:-_-_,}_ 3 —'!—"'i‘ I LA A
I20dxs  x6 ° (1—=x,° " (1fx)° (m—zﬁ’ (2TK)

i,
Diee find in den geraden Potefrdten alle Glicder pofitiv, das
gegen.in den ungeraden die Jeiden  und — mit einanber

abivedhfeln,
§. 18
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1 nun bis 98

~dZE. «:r8(-'7’3-4-caqﬁ ., 840cq4 | 369602 , 272\
= “ie el g T
dx7 ps pe pé p2/ |
: : - o Y e
L %5 (10"’“‘9{1 5. So6goq’ , 4838493, ;_‘_ﬁ-_l)
d:“ig . p) i p-? & Fs- i F}

{ ¢ { " iy s 4 ¥ gl TR aF el fu'}
Diefe Formeln faffen fich feicht nach Sefalien toeiter ot
fetien, - Dein tvenn

~

ift/-fo ift Dev folgente Husbruck:

| dnyp’ Faqi=I poi>3  gqn-§  ¥qu-7

! oot R 1L b & S SR 'i'a Jlgl-j RIS Lq-—-+—~']"‘ “q—“" Jl-:i'
i 4 xn pnj-l p:}"' g pn—i' p! i

1

: '.‘, diti

I's gt SR
'.F i dxnixy

0l = r Fin Yo !
fopa (g (o DitBign2  (Ra)eR )

& -

Pllf_; pl‘l
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§: 39
Die Summen der Reibhen, die §, 37, ftehen, find dom:
ta, roehn man fin.wx =3 p, WAD col.wx = q fefity

T —_— i}
P
—dT I
i e . |, g S oy
dx PP
ddT q
R —————— —_—— 5'3*"—‘
2dx2 p3
e
.;j’;“ — ”4(12 & e )
Hax D PP’
i e9 e (g 2L
24dx% e
— a% y "o
= et e WG(—J—-- + i—til ......"._..t!
120 d x¥ PR L R SppY
o1 g 3 s
_..(.i_,,..._ —_—7 G:T_ I ﬂq_ ..E.*’ X
720dx6 P7 ~ 3p% "< 43p3
R b & & 2
e o S q— + 5"] : I«-I_q_ _H_
5@.{;0(‘1}(7 pS « 3p6 15p4 3i5pp
Hdﬁi_ = ﬂg((}_'? § 6q% 3 6q3 = Ggq___
40320dx8 pP?  3p7 5pF © 315p3
i
§ 4o

Hufjer diefer: Reihen haben toir in der Ginfeitung per:
fdiedene andere gefunden, aus welden man . auf eine ahns
lidhe Avt durd die Difjevengiation neue Reihen abieiten Lann.
2Bic haven nemlidh (Cinl. TH. 1.6, 182.) gegeigt, daf

i m,"x e I I  §
2X | gxtangsy s 1—x 4—};'?9-:}; 16 =%
g
( i
25 — x
ift.

e S
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ift,  @etit man nun dic Summe diefer Reibe =5, oder |

1 w cof. vV X
Y= on Sk ayia i ter. wil
fo taicd
ds I " cnf VX xx
T : ::L_v‘:}-ﬁ fin.#xv x ;x-[!in.xijil
und diefes ift daher die Summe der Reihe:
1 I 1 I 1
=z T =z To—0 Te—n2 | @

T
Dann haben wir audy geseigt (5,183, dab

p-L?..-,"-
x eV %41 1 L 1 I T

G, e e RO i o

2V X 2%V X ~oox. TEx o 4% 9fx 161

ift. Sept man alfo die Reihe =S, fo wird

—_ df{ 1 & I ¥ 1 % 1 H
i (LR
dx (1 tx)2 (¢ tx)20 (9T o2 |
Run ift abet |
u'S e erxrx_f_t - E'?.?r\ X I |
dx 43\.\/‘:: RDNaE <DL X (ezx{x__i); 23% |
Kolglich 1ft |
e db oy Q'ﬂ"‘.r‘ ¥ I E‘:’J‘f'\r}( [
=, 1 e — — -
dx qr.v"x OFY Kok {eszx—xjﬂ 2K

uf eine abhntiche Art Fann man durc fortgefoste Differct
siation die Summen dev folgenden Poteftaten findens

8. 4r.

PMennlder Werth eined Produfts befannt ifty ol
aud Kalftoven; die eine unbeftimmte Grofe enthalten, befiel
ofo laffen fich durch eben dDiefe et hode ungahlige fumumirbate

NReihen findem. &8 fey nemiich der Werth diefes Produfts
(114%)




pldyee
fieft:
rbatt
ufté
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(L Fex)(X +8x)(r Fvx)(r ¥3J(1 fFex) 26 = S
odet irgend ‘einer Funftion von x: {o ift, wenn man die fo-
garithmen nimmt,

1S = I(1 ¥ ex) + I{t + £x) F I{1 ¥ 2x) +1(1 % %) T
Diffevengitct man diefe Gleichung und dividict darauf durch
dx, fo wicd
ds “ B o ; by

e + e

= e 2.
Sdix LfﬁxI!TExI‘IT?xTITExf

woraus man duich fortgefeste Differensiation die Sums
men aller Poteftaten diefer Breuide, auf die an den borferges

henden Bevfpiclen ausfihriich gejetgte Mrt, findet.

§ 42,

Wir hadben aber in der Ginleitung (2h. 1. Gap, 1. §.
184.) verfdbiedene Husdeticfe mitgetheilt, auf weldhe fich dicre
Wethobe anwenden (aft.  Bedeutet nemlich = cinen Sreiss

bogen von 180°, Deffen Nabiug = 1 ift, fo haben twig aes
jerat, daf

ma m# 4nn—mm 16nh—mm 36nn—mm
ﬁn_ — ) — —— T e
2n 2n 4nn 16nn 360 n
. 26s
g T _ Dn—mm gnon—mm 25anmm  4gnnuim
CU . b iy : A — S T _._—_'—-. o .
2n nn 9nn 25nn 49nn
* Jfa

ift. Sebt man nunn =1 undm = 2%, {o wird

[=ZX“4—%XX 9—x%x 16—xx

R Sy i L e il
I & 9 16
cher

{8

I—X I#x 0—x A% Lo % A—3
g PO s T liﬂ%%fm“}_:zg

i 1 2 2 3 3 4
und

Eulers Diff, Rechn, 2. Th. 1. A4bth, D cof.




50 Seepter Theil.  Jiventes Capitels
|

J<—4XX O—4XX 2§5—4XX 4O0—4XX
. e : 2 o, obt

——

9 25 49
1—2x I¥2x 3—2x 3fex 5—2x §ix
. * —=

L I $ 3. e ST
Hiecaus aber flieBt, wenn man die fogarithmen nimm,

PSR da i St

-

colzx =

col.zx =

T—x 1ftx , 2

{Gt g == I F 1 I f L 1 i
fin.#x + : e | = :
1—2x,, I¥2x . 3—2x , 372%  §=0X
lcofisx =1 1 -{-13--- el
1 I 3 3 5
§. 43

Diffevengiivt -man diefe Logatithmifhe Reihen |
dipidict allenthalben durch dx, fo giebt die erfies
:'rcof.xx__ 1 L i § 1 2

e ——

e — re—

Gn.e#x . %X . I—x IPx. 2—% 2%« 3_x’ :
yund dies ift eben die Neihe, welde wir §. 37 beteadtet |
ben. Die andere abet giebt

—xlin.wx B B, A -—g-‘
cof,mx o Iwwzzﬁ.1 Ifax 3—--2ng1‘21{ §rit |
- |

T 20 '

Sefit mon baber ex =7, fodafx = % foird, 1nd Bt

man f1berdied dburch — 2, fo toird: |

in. 3wz :

mim. 3w s ok $ LT I PR
acofidwz 1—z 1%tz 3—z 3tz 57

Da abet finfrz = v

1—cof.xz

’

und cof F#2 =

- Tteofl. =z x
V" ift, fo wicd dadurd
w-\/_(l—-(:q{:xz)__ 2 2 2 2 . b
v (1 fcof.zz LT T 3-—2“31‘315"‘1
oder, toenn man x anftatt z fest, /

ry
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Ty kl-—COf'?'ﬁ 2 a o) "

T ok, e ‘_"__—‘_‘_m—_'_'"_zf-!

v" lfcu, h:] I—% . 1fX " 3=—%x  3ix
Adbirt man Diefe Heihe ju der borhin g.lunbtncu, nens
lih 1u

weofiwx . X Vool [ I I Fie
fingx %  F=EX"a4r - 2—x‘ofx o g—%k -

fo exhalt man die Summe folgender Reibe

1 1 i | e Rt Sy I ¢
o —— e t—— ———at
X " —X ; B o 2a—X"2%FX-3—x 3tx

7V (1 — cof. = x) & xcof wx

T T eee e —

Viteofiax) ° finwx’

v {E-— r«::rf‘z' x) K 5
enn man
T e gl nan den 3ahler

Da aber der Brud -

und Renner durdh V-(x —col. = x) multiplicict, in i?caf.wx
= 1. @

ubergeht, fo micd dadurd digSumme jener Reife = =i
3 fin. = x

telches ehen Diefelbe ift, die wir §.34 gehabt haben, IWip
wollen daber aud niht langer dabey vermeilen,

R Orit-

o

2t

__ _,.._ —
ST L
Frr—e e

e e
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Drittes Capitel

Mo der Erfindung der Differettien,

§. 44

QB!E man aus den Diffevensen der Funkionen dic Dife |
reniialien detfelben auf eine Ietdate et au finden im Starkt
ift, haben toiv im Anfange ausfibrlich gejeigt, und felbft aus
Biefer Duelle den Grund der Differengialien abgeleitet Din
toenn die Differenzen, die man endlidh annimmt; prfdmin :
den und in Nichté ubergelien, fo entkehen davausd bie Diffe |'
vengialien; und da in diefem Falle viele ja oft unli |
Glieder pon denen, weldhe dieRfiferens ausmadyen, weggilla |
werden, fo laffen fich die Differen gm;-mwaetwternrtenﬂf‘ ’
auf eine bequemere, genaucre und deutlichere Avt ausbeudi
algdie Differenzen. Aus diefem Srunde fheint aber aud e
Rirfweg von den Differengialien ju den Differengen verfdit
fen 3u fepn; indef laffen fich gleichwohl auf dem Wegl il
toie Bier betecten toollen, aus denDiffevengialien affer Db
rungen drgend einer Gunftion alle Diffevengen Derfulb
beftimmen.

S 45
®8 fey y irgend einé Funtion von x, die bey derOF
ftitution von x + dx fie x in y + dy ubergehe. Sept M0
110 pon neuent x F dx fir %, fo witd der IWerth y 1°

uin fein Diffevensial dy + ddy vermehrt, und alfe —-1'_1
adf
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ndy ¥ ddy, und biefer Werth entfpridt dem Werthe
x4 odx vonx.  Jahet man daber continuitlid fort, die
Grdfe x um ihr Differensial dx ju vermehren, fo dap darz
aus nach und nach

- xtdx; xtadx; xf3dx; xF4dxs
toird: fo find die gugehdrigen Werthe von y, il fie tabellaz
tifch darzuftelien, folgendes

AWerthe Dagu gehdrende Werthe- der Funftion

ponx |y :

xP dx|yf dy

x%2dx|ytadyt  ddy

xt3dsfyt3dy T 3ddyt d3y

xT4dx|yTqdy I 6ddyt 4d3yf déy

%+ 5dx |y T 5dy F10ddy F 10d3y + 5d%y 4 dfy

x T 6dx | y 4 6dy I 15ddy T 20d3y T 15d4y f6d5y f doy
i€, (s

T _ 46.
Ueberhoupt alfo befomuity, wenn = in £ ¥ ndx bevs
geht, diefe Form: -

n nin—1) n(ﬂ*-—l)':’nf“‘i’-)d

y t—dy ¥ ——=ddy 3y +
;‘I.fli‘ 1.2 f Prii2 503 fiih
nfn—1)(nh—2)(n—23)
fom q:iﬂr;r-[wc.
S

Sn dicfem Augdeucke ift nun jwar jedes folgende Gilied uns
endlichmal fleiner al8 das vorhergehende, allein i haben
gletdymofl Feined audgelaffen, um diefen Ausdruck ju unferer
gegenmactigen Abficht braudbar ju machen. - Denn [afit:
man n etne unendlich grofie Iahl bedeuten, fo ift bereitd ans
gemerft worden, daf Das Produft qus ciner unendlid groz
Ben Rabl in ! cine unendlich fleine eine endlidie Grdfe ift;
und ¢d faon dabher allerdings das jwepte Glicd dem erften
3 ‘Homo:

-

1=
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Homogen werden, oder ndy ver Ausdruck ciner endlidn
Geofic fepn.  Hud eben dem Grunde fann Das dritte Gl

n(ﬂ——I; v , oo
—ddy, obgleich ddy unendlichmal Fleines ift of

1.2
._..":}

unendlichmal grdfer 1t .aldn

; = rn
dy, teil nemlich :

1.2
eine endliche Grofie vorfrellen, und man tasf dabee, wmp
n gine unendlich grofz Sabl L\we:m , Eemes von Den Bl

vern Des obigen Ausdruds roeqlafien,

dBenn man aber n eine uagndlich arofie Safk! bedeutn
tafit, fo hat jede Sabl, die man aug n und jeder endiigi
rlaI)I entrogder Suvdh Die AULDition: eley durch Die Subtiit
tion gifomurenfest, 30t n das E.‘-.‘-—:c“-"cnfrw*-_: ber Gieidh il o
man “fann daber fir jeden der Foftoren n— 1, 1=4

7 .___I-I - e -
n > al ..E...

Il 1 '.-‘ ) i ar I"'-\ ¥
Ya ..u’:r‘_-;\- Il :I.-E_'":[‘n Alenn t‘a

———ddy = ¥nnddy — Fnddy

t: fo ftehe-bad Glied Fnnddy ju Inddy in dmBw
bai*mﬁl bOR i gu K, und 8 perfchivindet folglich diefer

¢ 2 I(.ﬂ”ﬂ
teve in Anfehung de erfeern, fo daf man Zon fur —-l—"z‘

fepen ‘Fann, -~ Auf ‘eine ahniiche Avf fann man den Guifv

n'n—1)(n

cienten tes Dritten Glicdes ———
S

>

2 in r-iuf

meniehen, und eben fo in dem fo
Bablew, um’ rotldes permindert rerben folf; aus derdok

foffer. . Daduedy aber erhdit die Funbtion y, e nl
T A L g L, W idan d
x + ndxfirx 1.‘ 56 und n eing unenblidy grofe Jahl behi

e

=
‘
f

[
-
L]

]

geiben Gotfficienten bi

e —
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ndy . nnddy , n3d3y , néddy n¥dfy

- — 3.
e e e 1.2.3.4.5%

§. 48
Da nun dag Produft ndx, roenn n eine unendlich grofie
Fahi ift, der unenbdlichen @leinheit von dx ungeachtet, eme
endlide Grofie ansdrucfen fann: fo toolien wic ndx=w

fegen, fo daf'n = ;—K fep.  SHietbep ift- allesdingd n eine

unendlich avofie Rahl, da ¢g der Quotient aus einer endlia
chen durch ein unendlich Kleined dividicten Seoge ift. Drauz
cben toir aber diefen MWeeth vonn, fo fehen wiv, vaf die
Sunftion y von x, twenn x um die endlidhe Grofie » vetz
mebrt, oder x f o fiir x gefest witd, foigende Form bes
formumt:

w2ddy
1.2dx2

ady
}'Tldx*} +

deren einzelne Sficder durd) eine fortgefeste Differenziation
pon y gefunden roerden fonnen. - Denn ba y eine Funftion
on x ift, fo Haben i oben im evften Eheile gejeigt, daf alfe

dy ddy_ d3y

o S r f - L1
ofe Sunftionen —; —— 5 ——=3 i, e Grof
diefe Funftionen %) dnc i dad) endliche GSrofen vora

w3diy whddy
1.2.3d%x3 °.1,2.3.4.dx4

J 2.

ftelen,

§ 4%

Da affo, wenn die veranderliche Grofie x um die ends
liche Srofic & vermelyrt wied, die Funftion y von x um ihre
erfte Differen; wadft, und toir oben diefe Diffevengidurch
Ay begeidhnet Haben, wenn » = Ax ift: o [afit fich die
Differeny von y duvch eine fortgefente Diffevengiation finden.
€8 ift nemlich

D4 Dy =




*

R R R

Ay A -;.,"Maf\xn- ddy Ax3 diy = Ax4 déy

S a T e R
N

Yuf viefe At toied die endliche Diffeveny Ay durdy eine Y
grefiton ausaedrudt, deven Gilisder nach den '-“.n\nn-t"%w-lm 5ot
O x fortlatfen. Hierausd ¢ ".‘-c!f-'t ebentalie, dafh in demFale,
foenn x nur g eiie unéndlich fleine Grofe l'f“d._'}!' und olfo |
Ax.an dag Differensial dx IEL"'.'L:'_:; )¢, alle GBlieder gegen b

crm erfchroinden, und felglich Ay = dy wird; dein it
Ax = dx, fo geht nach der Grflarung die Differen; Ay

in das Differengial dy Uber,

§. - 50.

I

Da, wen man x £ » fir x fest, jede Funftion pins l

folgende Jorm annimmt: l
ady a-'JﬂTr 2343 ada

Y 5 b e el ‘ < #--—- ? o _.._H " &g, f

e RN i e 2 Oid % a0 24 m\-’-é‘ I

o -4 5Ty i i s L " e 1] n i i
fo fafit fich die Waheheit diefes Ausdrucks durch foldhe Bry
fpieto b ':s:né-;;f'ﬂ, o Die hdhern Differensitien von y entih |
Rull-iperben deny in diefern Falle wied die Anjah! der G

¢
vt Ded bothergehenben Nusdrufs-endlich.

Er ﬁ‘ @f"emre[
Den YWerth Oes Ausdrucds x x — x 3 finden, with
nan x + 1 fur x fest.

Man fee y =xx — x; Da nun, wenn 'z inzkl ]
ubergehen foll, 4 = 1 wird, fo findet man, wenn men
Diffevemsialien fucht,

‘i‘f ddy d3y

e O T W g iy o — )
¥ 2 X ’} s ......-_2, O} zt‘

o

i)
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S8 qeht alfo die Funftion y = xx —-x, wenn man x 4 1
fite x fest, in fo Mbc iber: Xx —xfr(ex—1714%.2
= xxtx, et man witflid x br file x in xx — x,
fo wicd

1§ s BT

XX M xx T ax P 1

und alfo xx — x i xx F x verwandelt.

Smentes Erempel.
Den Werth des Ausdruds x3 + xx F x 3u Mden, wenn
x F 2 fur x gefegt wird,
Sest man y=x3f+xx¥x fomwide=2 und
dy
dx
dd}"
dxz2
d3y
d4y -
H—;‘*_ —_ O
Dievaus ergicht fich folgender ¢ Werth der Junftion y = x32
T xx°F % wenn man datin x £ 2 fiic x fent:
X3 fxx ¥ x f 2(3xxbaxtr) F 2(6x ¥ ) 2.6 = %3 ¥
ZXXT 17X P 143

und eben diefen MWerth findet man, toenn man x 2 felbft
fiie x fept.

p—
[h—

2X % Pix

(48]

i

O
b
I—!ﬂ
»

Drittes Erempel
Den Werth des Ausdruds xx T 3x F 1 3u finden;
wenn x — 3 file x gefent wird,
Dieriftalfo - o= — 3, und wenn man
Yy = xx 7 3x % 1 fegt
D3 dy




ds

=L =2xt 3 umd
ddy

s e

®¢ aeht alfo die Funftion xx ¥ 3xF 1, twenn man x —3
ff}fxf\'gf; in x2 f 33X i [-—--{‘.}.{' 3J i‘-¢-2.=.:<_=—3x
4 1 fber.

§. s

9Denn flir « eine negative Sahl gefent toird, fofindt
man den Werth, den die Funftion von x erhalt, wenndit
Brdhe x felbft um eine gegebene Grdfie o vermindert witd
Sept man nemlich x — & fiiv x, fo befommt die Kunftiony
poir x folgenden ABerth:

ady w2ddy «3d3y al‘?-“}@if

— - ——— Sl i —.— ey, SR v-'—II'-

dx 2dx2 6dx3 24(]34

und man fann dafer alle Verdnderungen finden, mweldedi
Kunftion y leidet; indem Ddie Grdfe x auf die eine bt
auf die anbere rt perandert wirh. - Fft aber y eine ok
rationale Junition vonx, {o wird der veranderte Werth vob
y, toeil man alSdann endlich ju verfhroindenden Differew
atalien fommt, durd) cinen enblidhen Ausdrud atdgedrudt;
ift hingeden y Feine folche Funltion, fo.ift der Ausdrud b
perdndecten Werthesd eine unendliche Reihe, deren Suumt
durdh einen endlichen Sfusdenct dargeftellt roerden Fan; bil
man den verdndesten MWevth durch cine wivklidye Subfiy
tion feicht findet, %

Be B0
@0 toie die erfte Differeny gefunden roorden ift, foloV

fen fich auch Dig folgenden Differengen durch apnliche I
priid
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vefide angeben. €8 ethalte nemlidh x nach und nacdh die
erthe
xterxdae; xF 3wy 2T qa; 0.

und die dicfen Werthen entfprechende Werthe von v fepen

3 ) dan yHE; b
toie wit im Anfange diefes Wecks angenommen haben. Da
aljo ;

}J; },!I; }YIH; }_I‘. # 1&
die MWerthe find, twelhe y erhalt, wenn mon fie 'z nad
und nadh
; xF¥ 205 xt 305 x40 0.
1) nach dev ectheilten Anweifung Oie Werthe
ende Art audbrucfen:

e wdy . w2ddy e3d3y . eddéy

' == uy —_—— S e - Ly o "“"fﬁ

: Licercdoara 6dx3 ' o2adwd -
2edy . 4e2ddy . Sw3d3 16wdday

Yyt = —— : y-i- : ’-1- | e
dx 2dz? Odx3 24 dx4 .

R dey C}a_l__d“ 2'&43{13}? 8!&14[14:,?

LA dx ° adx2 6dx3 = 2.;61x4 W

. dady Iﬁaf-f_"[c?y : {]_Lo.'bt;a}r_J. -2_#6(44&"’}!
i 6dx3 24dx4

. 53
Daalfo, wenn Ay, L2y, Ay, Ady, x. die exfte
ptocpte, Dritte, vierte Differeny u. {. {, bedeuten,

Il

Dy=73y =y

L2y = yB — a2yt %y

Ady =yl — gyn $ 3y —y

Qdy = gV — gy F 651 — 492 oy

.
bk

il

=t
A
e




60 Qusenter Theil. Drittes Capitel,

ift: fo laffen fih jene Diffevensen durch die Diffccensinlio

f folgenibe Het ausdruden:

A dy . #2ddy @343y i, rwdddy A
PN i e — I ) i 1
Y ax., 2.dx2 6dx3 ° zq4dx4 ° :

e ey e |
Azy = o2 E = R 1
2dx2 6dx3 :
(24 —2.1)e4day
SRRk ¥ sl
e e
_...a.i.i.""
33—3.2343.0w3d3y  (34—3.24%3.1)shiY
Dby == — T :
Gdx3 24.d x4

A7 N a1 St A L
(444 247629 —1. Detdiy  (45—4.3716:25=4.1'd)

24.d x4 : 120d x¥

efe Husdreacke fur it Dy
Reihen und ten Proguefions
G in die Mugen, theils wird et

dem. Felgenden aug stubelicher befcbrieben toerdem ‘;‘.‘aﬁf

toollen 1oiF fir Dom gegenwartigen Capitel den SRupen ey
gen, bet daher fite die Kenntnif Dder “:b‘ti,m ittt
fiieft. Db man nun gleich dieAnzeiaer der Slieder jegl lige
NReihe gerodhnlicheér MWeife fo annimmt, daf fie eine aritjnt
tifdbe NDrogrefiton, deren Diffeveny 1 ift, audmachen; fo
fen tiv doch, um Diefer Unterfudning einen defio getect
limfang ju geben, und die Anmendung derfelben ju erle
tecn, die Differeny = & {cgen, fo baf, wennDas allgemelt
@lied, oder basjenige, rweldhes Dem Angeiger x entfpridh T
ift, die folgenden ju den Unseigern x F w, xfom, 8137

gehoren, ‘Z8enn affo 3u diefen Anjeigern

X Xto, xtaw xF 3 xF4 W

A

folgentt
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folgende Gliever y, P, o e e g et
gehdren, fo werden diefclben qud y und feinen Diffeven;ias
lien auf folgende YUct beftimmt t

wdy mld:"l',' w3d3y 5 w4ddy

P =y T =1

I e P ;
PR £ 2dx2 6dx4 24dx4

“au’} - 4w2ddy F”gdj}’ 16wdda i

Q —— o el Iy ey b 2 + i
s dx U 2dx2 6dx3 T 244 x4
Qudy L‘w~u{‘i widiy ﬂ!w4(]4y
R =yt oty Lyl Tt g
dx 2dx2 6dx3 :.;d.x 4
dwdy  1682ddy K 64w3d3y  256atdty
S e }v e ,.__._._,,1 ! ....-_-u-—-—-—jf-r ‘I'.—.—w-—--——-..__.y‘i‘ '..__._'.. "}" :f
dx 2dx2 6dx3 24 dx2
li..
y. 55

Fenn diefe Husdrice pon einander abgesogen werdesy;
jo fallt y aus den Differenzen weg, und ¢8 ift

ady - w2ddy
P el 1

dx 2dx2

N3d 3}" w4d4}r -i- <.
6dx 3 24dx4 3
wdy  3eiddy , 7#3d3y 1 1504d4y

e

dx " 5dx2 = 6dx3 24 dx4

Q —

!

by 3:0

ady = Sae2ddy !Q.Hd Y, ﬁ,am‘-ﬂ-)r*
{5

TN e oo TR e F S
dx ° 2dx2 6dx 3 T 24dx4
ad d J7e3d5 175 a%d4

S = R. — —‘-—Fﬂ — —t—zr l y :; },J'Ef.
dx de- 6dx3 24dx4d "
ady . Qw2ddy . 61a3d3 60 a*d?

T —§ = —~ "—}1 L}L)‘jm Y.{t(’.
dx 2dx2 " 6dx3 24dx4

iC:

Wenn diefe Ausdriicfe abermald von einander fubtrabict
toerden, fo fallen audh die erfien Diffevenziatien weg, und
8 ift

Q —=




62 Buepter Theil.  Dristes Capitel,
~u JI.‘\‘ \'{\ 31{3 T 4
Q — 2P +y = i $ 22 & o Byt
- 2dx2 6dx3 24dxd

ax2ddy % 1ow3d3y  sowdddy
-

R — 20 5 I‘J‘: ndx2 Gdx 3 :4‘354 T
§ Lo ey
e 2dx2 6dx3  * 24dx4 i
F e tho 2oty ey et g
2dx2 6dx3 24(3\4
¢,
Pey nochmaliger Subtraction fallen die jtoepten Differeniy

.

$ien aus der Rechnung weg, und 8 wird
: GN3U*Y 26w4d4?
— 4 — — - P ey '1':
R =30t S s T prrel
623d3y , Gowdddy
6dx3 3 o4dx4
6N ;d?‘r 34(;;4{{4? 3

I

§ —3R +3Q —P

|

s S

Frme geidfe R @

Gdx 3 240x4
¥,
&ebt man dic Subtraction weiter fort, fo witd
g R 60 o 2awdddy | o
— 4R T. ""LTY_g;;dxﬂ-l‘
24wdddy
T — 4S8 -4 - sl
45 T 6R — 4Q T P s 'y
2, und
s I"’Dwfdf?* it
T—5 F10R—10Q 5P —y= .
§. 6.

enn’ alfo ) eine gange vationale Gunftion bon
fo Bommt man, wenn man auf diefe Yt fortgeht, wel
dann die hdhern Differenyialien endlidy verfcromden, i

verfchroindenden Ausdriifen, Da alfo Diefe, Jusbn:cfi t':
[F
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Differenzen von yfind, fo twollen toiv ihre Form und ihre
Goefficienten genauer ecvagen,

Y=Y
2% ady o2 ddy u3dly wldday
By P ot e
ws dfy
it 0
120d x¥ T

Ay, 33dsy | peadsy | agesary
dx2 3dx3  ° 3.4dx4 ° 3.4.5.dsT

&3}'2‘”3&3}-? _M:-".-CI._!-.'-}.— gsdfidfji .I.Ef_@_@'l
dx3 4dx4 4.5dx% Y 5.5.6dx6 b

Wl e7d7
4.5.6.7dx7
wad4y 1oa5dSy 6508d6y . 35047d7
A SR ey
e Trra e 5 e AT AR

#5dSy 1506d6y  T4007d7¢  To508°d8
Ary ol L. 2 Sk g P8
dxs 6dx6 6.7dx7 " 6.7.8dx®
#6d6y 2107d7y 26648d8y 26460749y
i i e A T
dx6 7dx7 7.8dx8 " 2.8 9dx? "
IC,

&6}1':

FWie die Jenner in diefen Neiben fortfbreiten, fallt leicht in
bie Augen; wad aber die Jalhler betrifft, fo terden die Coefs
ficienten derfelben auf die At formict, daf cin jeder cine
Summe aus dem {iber thm ftehenden und aug dem Produtte
ves vorhergehenden in denExponenten der Differen; ift. So
ift in Der Reifje, weldpe die Differeny Asy qusdrudt, 2646 =
1050 F 6. 266.

$ 57.




64 Soenter Theil..  Dtittes Capitel,

§oe 55

RNun toollen toiv diefe Reihe beteachten, wenn fie ju |
aleich encfroaets fortgefenst wicd, und fie alfo and die Gl

der enthalt, die ju den Anjeiqetn x— o5 x—28; x—

)
3. gehoren.
X=—— 4oy X — 3W; X — 20, X — 8
= r, q P
Xy X F oy x2p28; X T:-3a; X4 425
¥, P, Q, R, 55, 4t
Da alfo
wdy w2ddy »3d3 ¥e wdddy
P e dx ﬂd\—aq_“_l_rj-d‘- 3 FTTLH* 5
ik 2ady qw2ddy e3d3y . T w-!-"-l-'rr_!
qHY—-(T; 2dx2  6dx4 7 e 24.dx4
3edy  ge2ddy 27u3d3y 5.,11,»1-3141’-_
r:f—mg;— ‘Qd,\;i T -34_:!_\: .
AR AL L
= dx 2dx2 6dx3 24d x4
o
ift: fo 1wicd, menn man diefe Werthe von den obigen P Q |
R, 5, 2. abjieht,
B==pi= wdy w3d3y wrdrylagd
2 dx 6dx3 120dx%
Q—qg i 2edy . Qw3d3y 3205d5y s
2 dx 6dx3 120d x5
s R Y Fel
2 dx 6dx3 120d X%
S —3= = 4ody . b4e3d3y 'IOﬂ)_;_mfﬂ % it
2 dx 6dx3 120d %%
2C

Tein man Hingégen diefe Werthe 3u den obigen addit fo
1 : : - : o i —
fatlen, fo wie hier die Differengiation der gevaden OroME

g
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gen, nunmehr die Differengialion Der ungeraden Ordnungen
teg, und es wird: :

P+p w2 ddy wdddy w646

.__._.._. ) }r -tl S —— ey ———

2 odx2 24dx4 T:deﬁ'“"f p I
qu = y ¥ qe2 ‘1'!}" . l(:ﬁ:J‘I'{I-JI-}r 64&'5&6};
: 972 24dx4 720d ;G_-.{' -
vz dd : 3
"R""F'}'——E- =y _(;.&.U_ _._LE 1, ?__tfl_“rd 4”}: & i{gﬁdﬁd}l'
- 2dxT : :_‘_d;«'-ﬂ- H '_"'Od)(_ﬁ_-i' e
Sts g l00addy  856atdly Sucgbaadey
o I e e RN OT,
2 2dx zqds-t “20dx6 1
2.

LT e r.'
LAt

h fo vinrRorashenion A0 5
b alfe vorheraehenden Glieder ausdrucken laffen,

fo erhalt men, wenn man Diefelber in eine Summe iufams
meniielt, dad fummivende Blicd der aegebenen Reihe, Gg
fen nemitd) Dag erfte Blied dadienige, weldhes 1u dem Anjeis
ger x — na'gehort; fo i 0as erfie Glicd felbft =

nedy mn2e2ddy & n3e3dldy  néduaday

Yo e L L e S

ax 2dzx2 Gdx3 24 d x4 s

{"\ 115y sl (515 » ) say Al a5 Y - ] -
L0 LR ta (;‘-‘;TU:'.. welched sl {’Rﬂ’l ’J“;ii‘ifg-\'{r X ﬁ[f}hf 3"
L} - HEHVLE — Y,

Y Die Bnsahl alfor BLliensm e Fo AT
uny o3¢ .il]_?..._,-n uu YHIeiEr = n 1" I ”;;’ 10 i}i i‘[ftunhﬂe

flop TR Nalom famy svitam. e e iy ni :
aier iever bom eviien 618 jum legten y, diefes cingefchlofs
fen, oder-das fummirende Giied =

(nt Dy — — =

dx'{i'fﬁ ‘f‘g ’}fua!o.i%n‘)

‘l.‘.'{ \r
ey = : a3 "

S odxa o e N « s 'f n2)
widdy

s e pimipt it ~ 3 ;
{;"_':\3 \Ii’#j+53'f|=§,.,'i‘n3)
wdddy

(L T 24 % 34 % :
{ 3 "1:"!1-1'“4'5

24 dx4

%

Sulers Diffy Kehn. 2. Th, 1.Abth, ¢ -




66 Boenter Theil.  DOriftes Capitels
wfr* v

'] 1(1 n;.rggidi!on:..‘I'hf}
400X

§ 59
IBig fji‘{*fﬂ aber oben (50, 1. Gap. 2, §. 61 62.) dit
nd wenn man dahe i
Dic Gumme Der gogm

Summen diefer Neifen gegeben, w
Summen bier gebraudt, fo wicd
wactigen Reifje =

ady

}f r - T L
(nf1)y — ———(z0on § zn)
X
!f"["dlf ' e 3
T '?{‘(_- ('3“ T Enn. '{‘ € 1—1)
l— =)
#3d3 ; g
] 1 -
e b
w4d4‘.’ ¥
T :-:i :% I .;;,4 3 In3 — 50
i il b
wsdyy
o ‘“'{-—g(}_-nﬂ ¥ Lns F SLnd — 50
TH(‘\L '.’\'- = el -
(o

o fich n aud defm Anjeiger Ded Glicdes, von fo¢lchem
die Summe geretbriet toird, ergiebt, it affo ¥=0
ferner der Angeiger Ded ecfien Glicdes == 1, deg ool
=2, und des feften x, fo daf dic gegebene Relfe fob
gende ift:
2 R R S R e S e L
L e M e

fo ift bie Summe diefer Reihe, (weil x—n=1s i)

n=x-—rif)

ay
= Xy — E;(ix:c — & X)

$ 4df
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2dx2 5
d;}’ ' x n I
et h(uéi:':-i : — Fx3 F Ix2)
aﬂ-}.r 2 : :
-I- e —— (-;;.-I'.’.f —_— gx4 FoIixd e JLy)
3 30

'I" d6y : ;
——— A5 O N 1
Ak e &k J\f . - 3 ___'F_
720dx 6 = %3 T 3x)
20
& A
y U

Wiz Kiafeins T P :
He Digien) ueEhrsP HE D Enp 1 -
N fem- Husdrue fie die Summe entfpringt fie

bie Pelhre bon den Reihen fehr wenig Bortheil, meil die
.&‘.-fmc;;ntcn fehe grof meeden, twinn x eine grofe Sah! iftz
tnbef wisd e8 aleidhmohl nidt uanig fegn, einiger ba}ﬁer flief>
fenden Gigenjdhaften ju ceiwdhnet. €8 fey aljo dad allaes
meine ©lied y == xn, und das Retchenn e I"ummir:i:hi:m
Glicded fen Sy oder 8, xn. Borausgefest, daf tiefe BDez

S S i L o e
sitonung alienthalben fatt finde, fo if

e |
3 ¥
A e b o
o Sl 5 el S SRR
t -

L T R R

3 X2 X Sl B S
x4 — Zx3 § FAX =S %3 o= &3
3,
Jan exbalt baher aud dem 85iqer Husdruce:

Cide Bl

| A
AT XU T nxn-x G g i

nxn

i ! 2
g eid e n(n—1)
i . = b o R | e i c——— 'xu

2 "

n{n—1)n=—s) e

""" ————— X 0= 30y '*‘("-‘*—!]'.’]u-n"y]
i T 3 e g ——— ==
I.2,3
1-5‘

foe

L&)
s
="




68 Biventer Theil, - Drittes Capitel; :
Da aber
n{n—1) n{n—1)(n—2)
I'—I‘m:D:l—HﬂT TBE = ey MR I i1
( 2 I 2 - P Tt
fo ift
m—1 n{n—T7) (n—2
B ) : ) j—wc.::,

By 2 SN A
und ¢8 toird alfo, den Fall audgenommen, tvenn n =of
in weldhem jener Auédrud = o wird,

S.x8 = xMIX 4 xB — nx-IS x
n(n-41)

——gn=-2 95 x2
152

n(n—1){n—2)

— 'XII-‘;S.X;
g 3
nin—i1)n—2)n—2) G
r Fo— X n=3) xn-45 14
o
:E.
§. 6I1.

Damit fotvohl die Waheheit ald die Kraft diefer ¥}
mel deutlicher toerde, wollen toir einige eingelne 5&Eaem#|
gen, @6 fey alfo juvdrderft '

W b

Alsdann ift

xx P
S.X‘Z-Xz'f‘x——Sx,chfo:—_T

toie folches bePannt genug ift.  Gerner fep

n = 2, .
Alsdann ift S.x2 = x3 ¥ xx — 2xS.xF9.x2, Do fi
in diefer Gleichung die auf bepden Seiten befindlichen G
Der S, x2 cinanbder auffjeben, fo erhalt man Darous it

5 . XX X
toie pothin S.x = ———+3. PNun fep
b A




T |

el

=ofl

45,50

te
+ gild

Y fid
1 @i
it
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ne= 3
Dann ijt S.x3==x4fx3 —3x38xF3x5.x2 — 5,13,
und alfo
S.x3 = 2x§5.,%x2 — 7x25x F #x3(x ¥ 1)

=

©efit man

&
hims 43

foift S.x4 == x¢ ¥ x4 — 4x385x ¥ 6x2S.%2 — 4x5.x73
¥ S.x4, woraus, weil S, x4 wegfallt,
§.x3 = 3x5.x2 — z25x ¥ ¥x3(z ¥ 1)

jo toie Dieraus, twenn man von dem Drepfachen defielben
vad Swepfache der vorhergehenden Gleidhung abjieht,

4

2%x5.x2 — Ex3(x— 1)

o -
Y K2 == 3
-]

¢

titd.  Seht man

fo toitd

S.x¥ = x6 }x¥ — 5x45x } 10x35.x2 — 10x25,x3 ¥
5%5,x4 — 8,x%,

ober
S.x¢ = 3x8,x% — 5%25.%3 ¥ §x35,x2 — £x45x ¥
Z2x5(x £ 1)
und aus n = 6 folgt,

S.X6 =x7 X6 — 6x55Sx F 15%45.x2 —20x35.x3 ¥
I5%25,X4 — 6xS.,x5 § S ,x6

odee

5,25 = §x5,%4 — x35.x3 F$x38,x2 — x45x ¥
x5 (x 1)

¢ 2 §. 62,

-




M0 Senter Thal. - Oritces Capitel,
§. = 62
Heberhoupt ift alfo, twenh mann =o2m ¥ 1 fefty

am-F I (2m ¥ i‘r:m

S.X2MTT 2 — x5 X2M e .

' p S'x:iﬁ'l

Wenn man abet n = 2m T 2 fegt, fo findet man, weilll
Slieder S.x2m &2 ginander aufheben:

am T E “ a'm¥1)am

Lopes - bin T I e B T Iy | GRS T S R L e
243

k2

r’.'". e ‘;‘}'\t-n"‘ﬂ:w" N, T
oy Nl 1 RTINS L
T . e ,_,_"' .JJ X - i B 1Y o 2 -“,_...

— R T e FAMELL 4
X2ME X B g 2 M I (g FE
gZmt 2
X2 [aflon (1h Al N (Snmirran Say Al N o
'«.T."f." J--A!::!i.j'. :i"!_,' Q10 Bie G :‘“.: Feit Qe iilh‘ﬂ‘! BE {} '. |'.|"U"LL|
o
e A, R RERT,, | , e S TN nielie A0
verr Cummen et nicdernt Potefaten :;.1.* el BoppLite )
|

. e |

beftimmen, und aud der Combination Diefer bepbon Foumd |

Fann mon aufierdem ungablige andere -)u,ici.::zz [

Atk

Man Fann indel die Summen der. ungeraden 'l\fh--

i Wil AR MUTRICH Lo ]

g B e R P .
ten o) out eine vrel teichtere Bt aug ven 1‘-5‘*1!‘-::

it X fe 4 f [ T ';":':'_I
beftimmen, und <8 ift Dazu genug, roenn nian blog dieos
R e a1 ke 41 P S, T S L ' TQ"“_:‘! Ak
me Oer 't'i“‘-)'-’-'at“:}-.hh’-.‘ﬁ geraben Porefat roeip, e E
har

it

aeqebenen Gumme
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Bon der Erfindung dee Differengen. 73

Heegehenden gevaden Poteftat.  ft nemlich die Summe der
gevaden Poteftat x2n =

S.x20 = ax201E 4 gx2n ] ox30-% _ Jx20-3 4 x20-7

— 3.

denn toir Haben gefehen, daf nadh. dem deitten Gliede ein
Gilied um das andere wegfallt, und daf die Jeidhen abwed2
feln: fo findet man davaus die Summe der folgenden Poz
teftdt x2n+X, roenn man die Glicder von fener durd fols
gende Sablen:

onfr 2n¥1 -zn-{-rx 2n+rx_ ant1

X5 X, 5 X3 6
L3y g o | znti an 2n—I oNn—2

-

multiplicick, und ed ift alfo:

an .e2n¥r onty
S, x20tY = fIm:\;znsz Ax2niY y %28
2n#t2 ant1 2n;
enfr 2nfI anfr
= Fx2I 024 ——x2n-4_ ¢ RIN=6
2n=1 an—4 an -6
T 16

Sit alfo die Summe der Poteftdt x2n befannt, fo (aFt i
Daraus Die Summe der folgenden Poteftat x2ntr feicht
finden,

§. 64

Diefe Art, die folgenden Summen gu finden, 3t i
audh bey den geraben Poteftaten gebraudhen. Imwar befomz
men die Cummen diefer Poteftaten ein neuesd Glied, und
Diefed findet man durdh diefe Methode nidht 3 indef 16kt e
fih aus der Reibe felbft leidst Herleiten, da beFannt ift, daf
die Gumme derfelben, tenn man x = | fegt, = 1 wetden
muf. Umgefehrt aber faffen fich allcjeit aus der HePanntert
Summe ciner jeden Poteftit bdie Summen der vorhergehens
Ven Poteftaten finden. Denn toean

€ 4 S, x0




Dt a1 TN\ ifEpa :
s Qevepter Dheil. - Drittes Capitel '
- - o1 e wl p— Dol 3
§. xn =— 4311'{"1 f BxD frgxn-I — Sxn=3 & gzn-¢ —-':E“"'
g 1
|||||| 1 .- -
ift, o ift fir die vorhergehente. Poteftat:
fig n¥r n By | n-—%
Iy | S, x0T = gl h . GXU=T ey R=2_ e S0
. n n n n
s b I e

i
und von [}ier' Fann man foroeit chcoarts fortgehen, olf nn
will. &3 muj aber bemecft werben, daf « beftindig=
L

N  ift, wie folced aus ben vorhin gefundim
L

Gormeln erhellet.

Bev eintaer AufmerPlameit ficht man bamd, daf mn

die. Summe. det Poteftten xn =1 findet, menn man bt |
Summe der %rt:".ﬁtfn x0 Differeniict, und oad Difanjil

Derjelben durdh ndx dividire; und ed iff dabei

d.8,xn = ﬂd‘:‘..SJ\,U“I} und bﬂ d. 20 = n};,“.'Idl'ii.'ﬂJ
audh
d, S %0 =T nxn<1dx = S.d.3x8 '

Hicraus erhellet, dafi dag Differenzial der Summe M}

Summe ded Differen;ials gleich.ift; fo Daf, twenn Ubehim
bas ok »,;*w;. ®

:ll’ 1 ": =|\.-E H'\. 1,‘11 & .""“,hp — )r; LIS'[L S?‘ |=.‘F

T L |
juntmicend e 5iied derfelben ift, S.dy = d.Sy mird; b
die Summe der D s'r;:zrs:n_g;y.::zn aller Glicder ift-gleih U0

Otffevensiale dev Summe diefer Glicter; . Deor Grund 1
A Ao OF AL : " . ¥ fay b
diofer Gleichheit (3¢ fich aus dem, twaé tofr obea A
T OTel ,,, T - ¢ oMl
~ifrerengiation der Reihen gefags Haben, feidyt abehnt
Demn t:f_g

\ ik SR \ ATE
5. a0 (k)0 (520§ (x— )RR
it fo ift

Sade

d.S¥




| Son der Srfindung Yer Differensen. 73
::x"—"- . 4.5 xn iy . N
| = = ==L (e A (Xm0 8= T (X e 3 J2m X
ndx
i) Tt
hpg | | umd viefir Beweid erfivectt i auch auf alle andere Reifen.
§. 66.
18 1 Doch wir wollen ju dem Geaenftande guriicFebren, von
bg= | toelchen wir ausaeaangen find, n-'ﬂﬂ..:‘nu venDifferenien der
|1b{mnl z*iunf.zze::ci, indem l.'t*uf‘f'";} noch. eing und das andere an=
- jumerfen ift, Da.toic acfehen Haben, daf y, wenn foldes
etre Funftion, von x ift, und allenthalden x £ &, anftatt x
gefent wicd, folgenden Werth befommt:
. edy w2ddy @3d3y adday
y £ — ¥ - ——e e
i dx I.2dx2 I.2.3dx3 1.2,3.4dz4
| Sy
a e —— L ;o
aiial | ROk e e e
i | fo muf diefer Ansdond g"mi finbe z, man mag fie « eine bes
l fiandige Grdfe, wad fie cine man will, oder audy eine veps
il | anderliche von x uu‘)ange.u U ofie fesen. Denn bep der
Hufjuchung der Werthe Ve Vrdidhe {2; ,‘H_Y"-’ f}j’ €.
i = dx' dx2"dxs3
1 durdy tie Diffevensiation wird die Verandesticheir der &al:z
el toven w, 2, «3; . nidt in Erwagung gezogen, und es i
iy Daber gleich, 0b « eine beslandige oder eine verdadet! iche von:
b x abhangende Grife bedeute
o
fow §. 67.
fer b Wir twollen alfo annehmen, daf w = x fety, und daf i
s der Funftion y allenthalben x — x =5 fiir x x geiest wende,
Wenn alfo in irgend cinee sunftion y von x anftate < allent:
ot halben o gefent twird, fo wid der %Bzrr ) Diefer FJunfion
folgender :
S ¢s e




7 Bpeyter Theil.  Dritted Sapitel.

xdy . x2ddy ®3d3y x4y
R T A e o L
1dx ~ 1.2dx2 .r.2.34x3 ° 1.2,3.4dx4
i a 4 Ron 0o .
seigt - alfo diefer Husorud allemal den erthy an, b

jgag funftion y erhalt, wenn man tatin x= ofeft. Dt
Taheheit diefer Behauptung toerden folgende Erempil by
ftatigen.

Erftes Erempel

@8 foll y = xxF ax F ab fepn, und dev Terth dow

poenn x = o, gefunden mwerden, tweldyer befannter Mofin

= ab ift.

Doy=xx +ax fabift, fofoicd
3
dy >
—— =m2x } a2, und

L
o, Bu
L B

g , ,1
X% ax fab=xxfdrEXx. T = ih.

I

r,

Stwentes Erempel i

@8 foll y=x3 — 2x ¥ 3 fepn, und dey Weeth dated |

fit x = o, det DeFannter Mafen =3 ife, gefunbden witkh
Day==x3 —ox+ 3 ifty fg witd

dﬁ'}'

Jo = IRX — 32,
1ax %
ddy

e et L B

I.2dx®
d3y
e e S Y

1.2.3dx3

Folalich ife der gefudpee Werth =

A

i AR x — X315
— x(3xx —2) %} xx,3x — 531

Dt

¥
‘;_‘.'r — O "E“

Lid




Bon der Eeandung der Differenzen. . =3

Dritfes Crempel

el @s foll y = ‘-—— fepn, und deg Weeth davon flir
e e

Al . < ¥ " r F R ’ -

% == 0, Der, wic keidt in die ﬁmg;;t falit, = oift, gefucht
werden,

Da yi= —— i, 10 Yt —= -
s —X i, fo i dx (b=x)2" 1.2d%2
. 1 d3y I <
v, | e e 0 | [ R
' (1=x¥8 " gizo3dx? (1—x)4’ folglicy

Rofer
. gefuchte Werth =

e X 1 XX x3 ; bE :

I *—x‘_-(lnnx:% : i;:;;33 -“(!~":?E (l—"xj e
. &s i |" SI!@ LEl 2204 Ltf_,‘ viefer .:‘d:m,'f;': =0 f‘*"sd‘:? auch daf Jer
i, grhellet, wetl diefelbe, wenn man dad erfte Giied :v:.-‘.;i:v.:_;t_,
) eine geometrifhe NMeibhe wird, deren Summe =
{ d X X
|

(I=x)2 fx{1—x)  1—%

Bictnad it der aefundene Wovth — — =
I oW u et agrii e 3 L,} —_————=
==X 1—x -

ﬁ“'; T rd -~ g 4 1
bt | Diertes Epempel

i ba. 00 : heER S
' E8 fep v = ex, fo daf e Di

petbolifdher Yogarithme =1 ift.  Man folf den Werth von
y fiiv x == o finden, toclcher, wie befannt, = 1 if},

L dd
Day =e%; foiff == ex; —

Lo ]
(8
=
o
sy
Lo
=

= oo
¢

+

-
e

o
[
L
e
T
—
g

= eX; 2 und

X dh‘ :
folglich der gefuchte Terth
eXx e¥xx Xx3
oo E.":__. hi‘t ......‘:_... ——a m.e_.‘i.-: ‘1" = e.‘(_x_’il-,_-—- el “L
I F.2 12,35 1,973.4
XX X3 X4
1 :EJ‘"(I—-—“ *i- _“mm‘i*_uﬁ_lf)
il L.2 L2, 30 8,80
‘(s

-""L
R ER b
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Nun haben wic aber oben in der Einl. in die Anall b, Uendl |

efeben, daf die Reihe 1 = 2 i 2
3 ¢ b L-“:J‘-\C l- BT III R T e . I
R T YRR a TR G B U L
— 1. Den 98erth oon e-x qusbruclt, Folglich 1t der gy

% (;_‘.'
fuchte Werth = eXievx = — = 1,
: =

5 5 L el . S l": &4 A 4
1‘5‘1:!1’:”.13 Q _LC%’!LL‘*LI.

MWenn y = fin. x ift, {o ift offcnbar, daf e x =oud

y= o ift. Eben dicfes gicbt aber audp die allgume
SO i11.
3 l:!}f’ ddy
2enn da y = {in. x {ft, fo it —= = col %} T
‘ Ci}L axs !
d3 day !
— {11 x; ST oh X ! = fin.x; i, S |

dx3 dx
man alfo x = o, fo wird der Weeth von y folgenders |
x4

b'e XX ®3 Sl
fin.x — —cof. x — ——fin S e —col.x f ——l0k §
i 1.2 1.2.3 5234
— 3.~ obet i
XX X X6 }
fin.x(x — ¥ - 't i) .
NZ- T oR. 3.4 G
: % =3 %€ X7
—cofix(— ——— % = L
L Po2. 2 102, %. 4.5 1.3 300

Da aber dic erfie Reibe den cofix, und die anbere ded fin.3
quédructt, fo ift der gefudte Merth

= {in.x,col.x — cof.x. fin.x = 0.

§o 690
Hicraus echellet alfo audd umgefehrt, daf, went y ik
1 901t x ift, die veefetoindet, wenn man x =0 i
aiétann audd fenn wicd

e

g-




o |

melnt

L

fin,x

f16)

fin,3

' Eiﬁ!
fek

y-

Bon der Erfindung der Diffevengen. 77

K'{Y A3 x"qfl}‘r 4 }flg}r }{4,_3‘.1'?1'
 CoEe EE A 3 el iSO
dx.:- 2dx? 1.2.3d2d 10 3 gdx4

und ed ift diefes daher cine cligemeine Gieichunrg aller derer
Fuuftionen, =iz, wenn x = o defet 1oird, Telbft vecfthins
ben. 88 ift alfo diefe Sletchung fo befdhaffen, daf ihe alles
mal ein Gentige gefchieht, Man mag fiie y eine Funftion von
x fegen, was fat eine man will, wenn diefelbe nur fir y=0
ehenfallé t‘ﬂiﬂ‘: nrdet. }:I aber y € ine ["Ili'he ;g‘jiiﬁftl[!!‘l von
x, bie fiir x = o Den ¥Werth A erhalt, foift

gy - Feady. o ~x3d3yr e wixdy 4y .
vt N M N T P =4
1dx - 1.2dx2 1,2.3dx3d 1,2 3..1&’,{—#

i

und in diefer Gleidhung find alle Funftionen von x enthals
ten, Die, twenn man x == o feft, in A Gbcrgehen.

9 GG
g8enn man 2.x oder x ¥ x fir x fcgt fo befontint ;ebe:
Funktion y von x folgenden Werth +

\t}* x2ddy x3d3y x4d4 .
RS S Tt
dx .2d 2, 3dx 1.2.3.4{';){4

pE

und i'eiz“r man nk, obet x ¥ (n—1)x fir x, fo ift der Werth
der Funftion y folgenber:
(n~=1)xdy n—1)2xxddy (n-<1)3x3d3
ey s Ei*.‘-zd;;'?‘ T
Wenn aber fbethaupt ¢ fur x gefent wicd, io vermandelt
fih jebe Funftion y von x, weil alddann t = x bt —
toitd, in folgende Korm?

(t—x)dy (t—x)2ddy  (t —x)3d3y
e Y M e e o — 3 ¢,
pdx I.2dx2 1.2, 3d%3

2Wenn alfo o eine folde Fuaftion von t ift, alg y bon x, {o
ift, weil alsdenn » aué y entfpringt, e man ¢ fie x feit,

V=




g ater @l 3te8 Cap, 2B 0. Erfindung derDiffor,
§

I(f—-fﬂ'ﬂy , (t—=x)2ddy | (t—=x)3d3y
D — e 3% ;
y Edr " vad B 158 .3dx3
und von der TMahrheit diefer ”bcfmuptung fann man fif |

durch jedes Bepipiel ubergengen.
Erempel

e nemlicdh y == xx —x ift, fo ift offenbar;
ducdh dic Subftitution von ¢ fir x, v =t — t wWitd, &
das fehrt aber auch die gefundene Formel. Denn da

'f' il

T Y L ddy
y = xx — x ift, {o toied Te AN T, und
X

Jolalih it

pe=xx—x F(t—x—t)} (t—x)2=

¥x —x Fotx—oxx—t 4% i—atx P xx=H-4

Sennt alfo y eine foldye Funfiion von x ift, die, WML
x =a feit, in A fibergeht, 1o i, weil afsdann t =4 Wl
o = A 1wird,

(a—x)dy , (a—x)2ddy (a—x)3d3y

A=y ——s e s
-

1dx P r,2dx2 1.2+3dx3

und diefer Gleidiung thun daher alle Funftionen von X i

@entge, die, mons man x = a fett, in A ubergehin

a

e
A

)

#1:
Ef{)

TR e i

sl
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Bon ber BVerwandlung der Junftionen in Neiben:

8 ift fdbon in Dem borhergehenden Capitel d erNupen jum
<heil gegeiat mwoerden, den die dafclbft
gefundenen affgemeinen Ausdedcke in der ErAndi ng ber Reiz
ben Daben, bic den Werth einer jeden Sunftion von x auds
drucfen.  Jft nemlich y eine gegebene Funfiion von x, fo ijt
Der 2Berti), den fie ben x = o erhalt, befannt £ und fegt man
benfelben = A, fo ift, wie wiv gefehen Haben,

xﬁi* x2d2y 2 :x-'-d*z_ 'x‘l-dﬂ-}r_ﬁ_ =y
== ? : RegEEst. 6 =A;
dx = Il.2dx2  1,2,3dx3 ° 12.34dx%

9fuf diefe vt erhalt man nidst blof meiftentiyeifs eine iend
fidhe Reihe, beren Summe einer beftandiaen Grife A gleidh

r

Atofe
ift, wenn fich fchon in den eingelen Blicdern detfelben cine
pecandetlidhe Grofe x befindet: fondern man fann ancd die
gunttion y felbft duvch cine Reife ausdruden. E8 ift nem lich
xdy x2ddy };‘Jd)}r x4d4y

YA o —— ——

dx o adis i $ab 3dx3 = y2.3.4dxa ¢
twobon Beveits einige .ugsa,:;[ angefibrt wovben find,

§. s b

Um aber diefer Unterfucung einen weftern Unfang g
geben, tollen wir annehmen, daf die Funktion y in z iibers
gehe, wenn man allenthaiben x & fiip x fest, fo daf alfo =

eben




R—

———

a5 B

i ~y [ P
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eben eine folche Funftion von x + & ald y von x fiy. §
dicfen Fall haben wir gejeigt .;L'-i:lp. 3. §.48.) bofs

S 3d3v A
S BRRSL TREL LR e ik Ly
2= ¥1T = d R G ey R P ]
ax 1.2dx3  -1.2.2dx3 1.2.34dz#

ift. Diu man alfo alle Glieder Dicfer Reihe turd cine fork
gg{-:;}.is}E}éf-:iia'::ia‘;?if-ﬂ vont y, tnbem man dx alg befiandig
betvadbtet, fnden, und iualeid ven 2Berih ton z dlnd fie
Gubftitution-von x }w fue x -‘.‘-.‘iJ."‘."'.?il'*._‘.- Ln-:z':;-iiu:n fann: fo
echalt men auf diefe .
the von z gleich ift, und we i--':,', toenn » eine Jehe i
®rofie ift, feb *f,* .'.‘.-;‘.L\L".:-_J,?a'h und in ¢iner eben nidt gis
flen 2mzabl von Gliedern Den AV
giebt,” Hieraus fallt der grofe Nuben diefer Fovmel bey b
Approgimationdgefhafre in Tic Uugen,

beine Reihe, die dem My

T | 5 PR LSO ¢
til) von z nalerungsmiy

]
g |

lim bep Der Li‘:rf':’ﬁt‘im;; L2 auferordentlichen Juka

fev FKormel ng r Ordrung su vecfahecn, molltnm
Diefe nad $ h cfaht

guvorderft in die G‘r lle von y algebraifdhe Funftionen woid

fegen. Suetft fey alfo y = xu, o denn, toenn man s | |

g Crat i AT

fiie x fept, z=Tx + #)0 witd. Da nun bep Ddiefee Wb |

auefepung

I

nxhsIs
»

- =n(n—1)x n=2

Ny

~ 3 =nn—1)(n—=2)x1"3]

dx3

déy

m e n(n-_.ij{u-._zjkn,___ ) K0 &
b {8

wicd: o eehalt man, wenn man diefe IWerthe b,
: (=1
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n — ]
(tap=wmp Senorg $ 2O D L,
i Fiie2
I 3 .
EL [t \n—9
*rt"“—*"-?——-——-?j{ﬂ“}n3 .E. 2(.
| et o iy 3

welches die Hefantte YTewtonianifcdhe Formel ift, um dag
Dinomium (x + &) in eine Reihe ju vecwandeln.  Die Nz

saht ver Glieder diefer Reihe ift allemal eine endliche abl,
toenn i cine gange pofitive Sahl ift.

§. 73
Hieraus Fonnen toiv audh eine Progreffion finden, die
ben Werth der Potefidtoeines Binomiums auf tie At aus:
vruclt, baf die NReibe absriht, wenn der Erponent der Pos
teft&t eine gange negative Sabl ift.  Denn fegt man

—ux : _ : XX
e : fﬂr wird z3(xfFa)m = ( \,";lll‘lbfi‘-;'-'j!f.:i?
X{u xtau &
:ﬂ = =11 i _‘i-'-. 5
X N e Nxtu - nl{p-=1xng2 _n(n_h{n_._-:}

e xny3

(=1 u)n LETW - La2ixtui? * 12.3(xtu)3

i
Dividirt man nun allenthalben durdh <27, fo wird

nx-y nn—i1)x-ng2
f:-{ s g ie iy e SR Bt £ _____,_u__ s
- I{xfn) 1.2.3(x4tu 3

ar s H N

nn—1)n—2)x~0y3
20 T

L. 2.3 (X4 uyd
Setit man Hicrauf — n=m, o wird

(xfu)m = xm 4 DX m(m 4 )xmy2

.
‘% e R IE
1(x 1 u) 1.2{(xtu)=

m(mtO(mp2)xmas
I+@ ;3% T uj3
und bicfe Neibe befteht llemal, wenn m ¢ine ganie negas
tive Babl ift, aus einer enbdlichen Unzabl von Glicdern, E8
ift alfo diefe Reibe ver vorhin gefundenen gleich,
Lulers DiffRechn. 2,Th, 1. Abth. &

o [

enn man
u iad




22 Qrvepter Theil.  Vierted Capitel,

u und m fiir » und n fest. @3 folat nemlich davaus

mxM=Ty _ m{m — 1)xm-252
o o 1 : :
(Fron =xn f— i e 1
m(m—1)(m—2)xm=3g3
+.1
e 23
74

Gben diefe Reihe Fann auch aud demt im Ynfange b
=zoften §. ftehenden Ausdrucks heracleitet werden. Demdy
wenn y fiit x = o in A ubergeht,

Mi‘f xxddy‘ x3d3y x4d4y
de ' f.2dx2  1.2.3dx3 ' 1.2.3.4dx4

ift: fo fege man y = (x fa)*, moburcb A =a* otk
Da nun

. ddy _
o= nkcharT; oo = — DEHE
d3y : : ; |
axi = n{n—I)(n—2)(xFa)n=3; o, ift: ool

n n{on—1) i
(xpaji=—sGxfa)e- § ——xa(xia =00

Dividict man nunmehr durch an(x+a)e, fo findet m
- i -Ay2
(E'i‘a)‘n=a-n.._.na n g n(n ])i_:{..—:;
I(xta) 1.2(xfa)*
und fest man hiev u, x und — m flic x, aund n, fio et

Daraus die vorhin gefundene Reibe.

§. 75
Wenn man fiir m gebrochene Sablen fest, 1 't
Bepde Reihen ofne Ende fort. IVenn aber v in Busp?
chung mit x eine febr fleine Grdfe ift, fo ndhern it bt

ben dem wabren Werthe in einem Holen Grade: & |h
ol

|
|
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|
. - 'u '|_p - -
i alfom =—, und x = 2’, fo ift aud der guerft gefundenen
Reihe
ﬁ
Comlp— \ un foer Y —m 3
(@ %u)’ ._.aFI-[-— #s) nu ‘“""”\]—-‘“ L ad
r.2y a3 y.27.3 as’
e qe160)
i Dagegen gicbt dic julest gefundene Reihe
pEl " .&g
e LA pletnuz | pleh)(edon)us
i ra’tu)  vovaltu)2 oy, oy, Ir(artu)3
4=
T )
HR Aber diefe lentere Neihe converaivt viel ftarker al8 die vor:

hergehende, indem thre Glieder fefbft Dann abnebmen, wenn

_ u>a'ift, in weldem Falle die vorhergehende Reipe dis
BAy vergirt.

. J Sftalfo g =13 und» =2, fo ift
i ! Viaz tu)=a(1 ¥ s * 1_' ik s 3303
| 2(aztu) " 2.4(a%fn,2 " 2.46(a2tu)s
3;,:1’-I e - 9%0)
| Auf eine ahnliche Act findet man, toénn man fie » nach und
1an nad vie 3ablen 3, 4, 5, 1. feBt, und & = 1 bleiben 185t
=% jlai‘u]""a(I ot + fdbhay 14703,
2 3@3ta) " 3:6(a3fu)® * 3.6.9(ad+$u)3
) oty + zt‘.)
:"{a fu) = aI'I"—-——+Iu = sy e
4(a4tu) * 4.4(a%fu)2 ° 4.8.12(a3 u)3
T )
io fage S = 1u r.6uz I.6.1103
i ¥ (a'fu)=a(1 ¥ SN
%Eltl §(a1u) ~ 5.10(a"tu)3 ° 5.10.55(a'fu)3
dJ[;;‘:' T %)
di

&2 § 76.

e g g

e — Ty [ o, Y-

< e by

¥ :
——
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e

Nadh diefen Formein (At Fd jealiche FBuvgel aud i
gegebenen abl auf eine {eictite et finden.  Fft nemiih en
Sabl ¢ gegeber, fo fuche man die ihr am nachften Fommenh
Poteftat, ¢8 mag diefelbe Fleiner ober grdfier feyn, Jmhg
ten Galle ninrmt man u negativ, im ecften Hingegen nofite. |
&dyeint dabey die fich ergebente Neibe nidt genug i@
pergiren, fo multiplicive man Die Rafyl ‘¢ durd) eine Yo
ftat, £+ nemlich, toenn die vie Wurgel gefucht werden il
and fuche die Wurzel der aht frc, woelde durch £ dividit
die pefiidhte urgel geben wird. Fe grofer aber £ g
men toicd, Defto fracfer convergict die Reihe, und Dad I
fo mebr, toenn fih cine afhniide Poteftat av nicht fehramte
unterfcheidet.

Erftes Crempel |

Die Guadrats Wuesel aus der Iabl 2 3u filked |

. ; : i
SBennt man obne teitere Vorbeveituntg 2 = L

u == 1 feit, fo mwird l

Nae= 1% oo i -}-.————-1'3": o

2.2 ' 2.4.2%  2.4.6.23

Siefe Reifje convergirt jwar fehr frark, indef ift ¢ b
beffec die Sabl 2 juvor dued cin anderes Huabdiat § b4
au multipliciven, toobey das Produft 50 einem anbern O
drdte 49 febt nabe fomme, Man fucbe deminad bie &
drat: Wursel-aus go, weldhe mit 5 dividict, V2 giet, @
ift aber al§denna =7, u = 1, und alfo

L i
v 1Iiﬂn

T.3:5

I ].3 '1'|'!
N B0 = = — T
VigoSIVaS AN +2.50T2.4.503%Q.4-5-5U;

., o 1 1.2 1.3.5 §
V2 =3 t—F — =1 BRRELAE N0

100 & 100.200 ° 1€0,200,3¢0 ;
i
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%, ber Werivanblung der Juuftionen in Rethen. 25

und hieenadh ift in Decimal s Beachen {ehr leicht yu vechnem.
@3 ift nemlich

7 == I,4000000C00C00
$.35; = 1 40000000000
% YeE . 5-33 = 2100000000
0. BVorherg.in 53z = 35000000
D. Borherg. in 375 = 612500
0. Bocherg.in 25 = 11025
v, Borherg.in L5 = 202
3

Solglih v'2 = 1,4142135623730

Swentes ESrempel
Die Cubif = YWursel aus der 3abl 3 31t findem,
Man multiplicive die Jahl 3 durch den Cubus g, und
fuche die Subif - Wurgel ausd der Jahl24, two denn 3’"24 -
23’ 3 ift. Man fee alfoa=13 -unb_ u=—3, Alsdannift

s L.3 1.4.32 1.4.7.33
oo 3.24T 3.6.242 3.6.9.243.1‘ )
und

8 . I 1.4 1.4.7

W ] = S—— — i,
& = 3 3.8.1' 3.6.82 3.6.9.831.:)
, oder

V3=3Hr— % T & &% — Mk T

Diefe Neihe convergitt fdhon ftarf, indem jebes folgende
Glied mehr alé adtmal Fleiner ald das vorhergehende ift.
Wenn man aber die 3 durch den Cubug 729 multiplicice, fo

X : 3 3
erhait man 2187, und dann wird V2187 = v (133—10)

3
=9Y3 Danuna=13 urd u=x=— 10ift, fowird

P

3
¥ 2 e f—
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I.70

3

1.4.702 1.4.7.103
=T e — 1)
3.2187 © 3.0.21872 3.6.9.21473
und in diefer Reibe ift jedes folgende Slied mehr als 2comil
Fleiner ald dasd vorhergehende.

3
Vi=Yu—

S
Die Enttoicfeluna dev Poleftaten des Binomiums i
pon einem fo toeiten Umfange, Daf man darnad alle ol
braijche Funftionen behandeln fann,  Soll 3. B. der Wty
folgender Funftion v(a T 2bx fFexx) durd eine Rt
audgedruct meeden, fo fann folched nach Den porhergehm
den Jormeln gefdhehen, wenn man jtoep Slicder alf cin
betrachtet  Hiecnadift Pann aber auch diefe Sntwideun
permittelft des juctlt gegebenen Ausbrucls vorgenomms
erden.  Denn feist man v (a ¥ 2bx F cxx) =y, oty
wenn man x = o nimmt, y = v"a, und alfo audy A=Yz |
Da nm die Differensialien von y auf die Ast fidh Wi |
ten, daf :

dgites 2 b+ecx
dx Yiafabx tcxk) |
ddy ac — bb '

dx2 (a‘]‘:bx‘fcxx)’}
diy: 3(bb—ac)(b+ex)

dx3 (afszfcxx;%
d4y - 3(bb-—ac)iac — 5bb— gQbecx — 4ccxs)
dx4 =

: _ (a'%'::ux‘{‘c:;}:‘é
ift: fo wicd : i
3 3 dopuy —ac ) XX
V{at2bxtexx) Q_:a"}“sz'f'ﬂﬂ.};

(bb—ac)(bFex)x3  (bb=ac)/shb— aﬂ‘?‘SbEK'E*-lCCﬂ\'x‘

S

2(a t2bx + cxx}% b gla  2bx 7 CH)%

v ]tl = {ap ﬁ]enﬂ
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M. der Wermwanolung der Junfuonen wn Reihen. §7

Werin man alfo allenthalben durd v'(a + 2bx + cxx) mulz
tiplicict, fo roied diefe Neibe rational, und

: - (bb—ae)xx
v a(afzbxfcxx)=at2bxTcx—(bfcx)x— TR —
(bb—ac)(b*cx)x3  (bb—ac)(5bb—act8bexticexx)x4
2.a T2bx fexx,2 = 8.af2bx fexx)3
— ¥, oder
(bb —ac)xx

i"(a'l'?.bx*[-cxx) — LB
va

(I:-b‘_-:‘ac) (bFex)x3
2(at2bxfexx)2y a

2(at2bxTcxxva

P

§. 78.

Nun tollen toiv 3u den tranfeendenten FunkFtionen forts
gehen, und fie fir y fegen.  G8 fey alfo juvdederft y = Ix,
o denn, wenn man x ¥ « fiiv x fest, z = 1(x + ») wird.
Sugleid geige 1 jeden Logarithmen an, deffen BVerhaltnif jue
ven hypecbolifihen n: 1 ift, fo daf fir die BHyperbolifchen Loz

garithmen n=—=1, und firrdie gemeinen n *=0,4342944819032
fep. Alddann find die Differengialien von 'y =1x
ﬁ n. ddy - gy’ oy

dx ~ x dx2 x37 dx3 - - ]-:_3’ &

und daraus erhalt man

na ne2 3 &
I(xte) =1x } — — 2 + i 0 + 20
X 2x2% 3x3 4x4
Auf abnliche Art wird, wenn man » negativ fest,
ne ne 3 4
z—a) = Ix — — — R el B — e
X 2x2 3x3 4x4 :

ieht man alfo diefe Reihe vor det vorhergehenden ab, fo
wird
lxi- -—-s:n{;_-—}-._q-r ws w7 &9

K=—w %h3
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S 79
FBenn man in der juerft gefundenen Reihe
. D@ nez nal ng4 |
(GFe) =1zt — — e
X 2x2 3x3 4 x4
Xx ux
a:——ffht fo witd x +» = , und
0 =-— o—xX
(3 7 X nxx
Icte)=lutlzs—1lu—x)=Ix} e 1
' ‘u—X. 2(u—x)}?
Desgleichen
nx nxx nx3
e —x)=Iln— — —— T

u—x 2(u—x)=* 3(u—x)3
und, twenn man x negativ nimmt,

nxx e nx3 - nx4 ;
2(utx)2 " 3(utx)3 4(11*\

Bermittelft diefer Neiben laffen ficd die ogarithmen fbfe
fibnell finden, toenn die MReihen frack convergiven B |
thun aber folgende Meihen, die ausd ben tm"r)cwbt'mﬂ;
gt abgeleitet werden.
% e
xf1)=Ix ¥} n{——-;—;—{ + ;;(—: ._:; i I
1 | Boapemat I

l(x—l):lx—n(; * S ¥ e + T
Da diefe bepden Reihen blof in Anfehung der Feicen M
cinandes verfbieden find, fo dipnt, toenn man dacnad ¥
net, einceley Aebeit dagu, daf man aqud dem befannic b
garishmen der Jabl x dieLogavithmen der Jaflen x 11 u
x — 1 fndet. Auferdem hat man aug den wbrigen Relhe

b1t

1 1
= Il(x—1)}2n(— g e e
=t D=l(z—1) un( + 3}‘} + 5:-.5‘ i ?ﬂ'f'

'!'{h'v_ ]1-"15§ ’]( I I ] 1
. oA ALy & Tt of X“I\: 3(3 ,l)" 4{;-—“

_', 6‘*&) ‘
T

f—
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= : I55 X I I
izt 1) =Ix ¢ n(—=— T - - s
: Cooxy o 2(xt)? 3t 4xtn4
i TI5¢,)
§. 52,
9ius dem gegebenen fogatiihmen einer Sahl x faffen
1 fid olfo Die Logarithmen der angrenjenden Jahlen x + 1
" und x — 1 leidht finden; ja' man fann audy aus dem Logas
githmen der Sahl x — 1 Den Logarithmen der Jahl, die um
e 2 grdfier ift, und umgefehrt ableiten. OL died gleich in der
i = E Fosg 7 : 3
' @inleitung toeitlauftig genug gegeigt toorden ift, fo wollen
twir doch hier einige Bepfpiele hingufigen,
A
e | Erftes Erempel.
™ l 2Aus dem gegebenen byperbolifchens Logatithmen e
i Babl 10, welher = 2,3025850929940 ift, die byperboliz
fchen Logarithmen dee Jablen 11 und g 3u finden,
8 Da diefe Aufgade hyperbolifde Logarithmen betrifft, fo
it n = 1, und wic haben daher folgende Neiben:
g B I I 1 1
BE= U0 T = = —== f o ce pee :
o 10 _ 2.10%2 ~ 3103 4.i104 ~ 5.10%
il | — 1.
en i I :1—10——*—‘.’_--——'!-—:-”-_—.1 S I-— I,
u 10 2.102 3.103 4,104 5,105
amtﬂ T Il"
s Um bic Summen diefer Reilien gu finden, addire man vig
e gevaden ynd ungeraden Glieder befopbers,  Dann findet
I man :
e g |
[-ﬂ' 1

e )

e et
iy g

.
=
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I I

5 = 0,0000000000000 g = 0,005000000000
e I :
Y =30,0003232333333 § :; 105: 0,000Q2 50000000
I 1 '
e == 0,0000020000000 | 7———= = 0,0000001 666665
1 t
> oia? == 0,0000000142857 8. 108 = 0,0000000012500
o 1 « 10
I I
s = 0,0000000001 I 11 — 5=0,0000000000100
9.10 Io.lo
I I
————==,0000000C0000 =— 0, 00000000000l
1110 @ g Loy
Guiiie = 0,1003353477310 | Suimec = o,c;o:_,o:siﬁjiﬁﬁ?

Dic Summe von bepden ift . . . . . 0,105360515657

Die Diffeveny hingegen  © . .. . 0,09531017954
Jtun ift lio = 2,302585093%
Ulfo tird Lt = 2,39789527278 |
und 19.  =="2,1972245} 73363 |
@i"-wu‘ﬁ flieft ferner 13 = 1,0946122830081
§i 1gg == 4,50511935013 |

Swentes Erempel
Aus dem Dhyperbolijchen Logarithmen dut 3abl 49
der fo eben gefunden worden ift, den Logatithmen ot
2abl 101 3u finden,
Man gebraudye dagu die vorhin gefundene Reife:

1t D=1lx— +E 2 g ()
Gt =k ”'xfg,xlfshf%7‘t7+
itd

Da nun in dem gegentodetigen Falle x = 100 ifty ID w

’OI"_'I R __.___2 I__._,_..--——* “l:r
99.1’10'1 3.1003 i 5. 1oof T oort [ocs'?i

Die, Summe diefer vier Glicder ift = oo*coorﬁﬁﬁ 7006,

und diefe Rahl su dem fogarithmen von 99 gefekt, ik

1[01 == 4,64‘_}&-—031(}&412. ‘ H“
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Drittes Erempel

“Yus dewn tabellarifchen Logarithmen der Jabl 10, toel
der =1 ift, Die Logarithmen der Bablen 11 und g su finden,

Da wir hier gemeine tabellavifhe Yogarithmen fuchen,
foift n = 0,4342944819032, ©ept man alfo x=10, foift
n

n n
it =1l10 ¥+ — % _—
10 - 2,10% 3,103 v g s0e

n n n n

19 e ] 110 — — e — —— ——
107 -285-10% 3.103 4. ic%

Nunr addire man die geraden und ungeraden Glicder befons

derd.  Dann wid

— 6

n
—= £=0,0434294481903 | —— ==0,0021714724095
n n
m:o,ooomaﬁén}sz;g 2 194:0,00091@85?3620
n n
f mf::o,ocoocq&é%ﬁﬂf} B . 150 — ©/0000000723824
n n
;_E-; == 0,0000000062042 F& = 0,00000000035423
‘ﬂ * -
n n
530,0303000000483 - — ==0,0002000000043
9.10 10
n n
T on = 9/0080000000005 === 0,000000C000000
t a. 10
Cunliz =0,0435750878593 | Surie =0,0021824027010

Das Ngaregat von bepden ift . . . . 0457574905603
Die Diffeven hingegen . .. . 0,0413926851583

Qtun ift 110 = 1,0000000000000

FKolglich Y1 = 1,04:3926351583“

und 19 == 0,9542425004396

Dieraus aber fliefs ferner = 13 = o,4771212547198
und 199 = 1,9956351945979

%i?ff
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Viertes Srempel.

2Airs dem jent gefundenen tabellarifdyen Zogavithin
oer Babl g9 ven tabellavifdhen Logacithmen von o1l
finden.
®ebraucht man bhier eben die Neilye, deren toir und by
dem vorhergehenden Epempel bedienten, fo erhalt man
I I T
lior = lgg9 T an(m + ~—mo; % e TH)
Segt man nun fitv n den etforberlichen FWerth, fo findet
fehr bald dic Summe iefer Reihie = 0,005686179184)
und addict man diefelbe ju lgg = 1,995635194507
fo finbet man Lior = 2,00432136378%

§. 8.

Sun wollen toit y in unferst aligemeinen Sudbruds
einten Grponential s Werth beplegen, und y = a* feh W
durch denn, bep der Subftitution von x + ¢ fir x, 2=
wird. Da nun in diefem Falle

gi axla; g;% = a¥(la)2; gﬁ;;;zax (1a)3; 4

ift, fo wicd
2y 22002 4 200 s
I I -2 L2
und Dividict man diefe Gleicdhung durdh ax, fo nntct man i
Reibe fie die Gyponential: Grofe, die wir fepon in bk G

leitung Th. 1. €ap, 7, §. 125. fennen gelernt Haben, e

aXt® = aX(1 } —

wmn I R TS RO
I I.2 1.243 1.2.34

9uf eine abnliche et fndet man, roenn man » nege®

nimmt,
¥ =1 — ﬁls.’ T@z(m; — o wa(a)®
I .2 I¢2¢3 ; !"Q°3'4
B
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Berbindet man nun depde Reihen mit einander; fo erhalt
man :

a¥ ¢ g-¥ w2(la)2 ad(la)4 w6 (12)6
—— = 1% +

2 1.2 1:2:3:4 - h234E6
a“fa-* wila w3(la)3 ws(la)¥ %
P ek i 143 1.2.3.4.5

Dieebey ift u merfen, daf 1a den hyperbolijhen Logariths
men Der Sahl a bedete.

§. 82,

Bermittelft diefer Formel fann man ju jedem gegebenen
Rogarithmen Die sugehorige Jabl finden, 8 fep nemlich irz
gend ein fogarithme aus einem Spfteme gegeben, worin
la = 1 ift. Man fude in eben diefem Syftenie den foaas
tithien %, ber u am nadften fomme, und nehme u=x+ 4,

Da nun die Jabl, welde ju dem $ogarithmen x gehort,

=y=a*ijt, fo twird die abl, die su dem Yogarithmen
u=xtw gehdet, = a¥t?® =2, und folglich
2
ey T Sty TN 200G
Diefe Reihe wird, da » cine febr Eleine abl ift, febr ftacf
convergiten, und mwir wollen den Gebrand devfelben an cinem
Depfpicle jeigen.

Crempel
f7an foll die Jabl finden, weldhe folgender Pote[‘tﬁr
dee 52222 gleich ift,
Da 224 == 16777216 i, fo ift 2-‘-24‘*_...*'2167775 16

und folglich 12224 = 16777216 12. Rimmt man nun di¢
gemeinen $ogarithmen, fo ift

12 = 0,30102999566398119521373689
und
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und der fogarithme der gefuchten Sabl
5050445, 259733675932039063

Die Characteriftif diefes Logarithmen zeiat an, daf ey
fudbte Bahl aus 5050446 Bifern beftehe, und da dief nidt
inggefammt gefunden toerden fonnen, fo ift eé genug di
nfangs:Jifern, die aus der Mantiffe, 25973367593203006
= u gefynden werden muffen, angugeben.  Fun findet min
aug den Tafeln fir die Sahl, deren Logarithme diefem lgw
vithmen am nadfien fommt, 18 101 = 1,818, Sehtml

alfo diefe Sahl = y, fo hat man
X = 0,259593878885948644, und alfo
& == 0,000139797046090410, ~Da nun
a = 1o ift; {0 ift
la = 2,30258§ogz<;i)4o45-6840179914_,‘11!113
wla = 0,00032189459437298. Kernet i |
y = I,8180000000C0000C00 |-
wla .
fe == 585204372569020 !
ﬁ‘l(.}i)‘y = 04187062064
w3(la)3 _ T
y = 10106108
B
o4(la)4 :
1.2.3. 4)" e~ 810
1818585298569737997

Diefes find die Anfangs - Jifern der gefuichien Zaht, W
unter {hnen ift hdchftens vie lente dex Wahrheit nidt 4
angemefien.

§ 83
IBir twenben und ju den tianfeendenten Grofen

dom Kreife abhangen, und hiet fey; fo toie imimes b“f’“'_";
i
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8. der Wertvandlung der Funftionen in NReifen, g3

meffer ded Kreifes = 1, und y bedeute cinen Bogen, deffen
€inu = x ift, oder ed fep y= Aflin.x, Seft man nun
xt o firx, fowitdz=Aln (x ta). Um den Werth
bevon quéjudructen, fuche man die Differengialien von y:

e e

dy = V(I —xx)

d fl? A X

dxg e {'. ey X}C\I%

ﬂ ke R

s (r — x*x;—

d4y _ 9x t6x3

dx4 ('I AP ;

dSy 9 72x2 §24%4

dxs "~ (r = \'*-:)j%'

dSy ° 225x t6o0x3 F 120xs

..dxﬁ (l o xx)"il

¢,
Hieraus ergiebt fidy
Afin. (xte)=Afintt — S je St M)
| — XX 3
v }.h) f(l—xx}: 6{1-—!{)&)'&
#479x F 6x3) wS(9F 72 x2 # 24 14
1 7 T -t,-»*j-i*zr.
24(1—xx)Z 120(1 — xx)2
$. 84

Wenn alfo der Bogen bePannt ift, deffen Sinug =
ift) fo fann man vermittelft diefer Formel den Bogen finden,
gu dem der Sinud x + & gehdrt, tenn » ecine’ fehe Pleine
@rdfe ift. Die Summe der Reilje, welcbe man hingu addis
ten mug, wird jwar in Theilen des Daldmefforé ausgedrudt;
indef (8§t fie fich (eicht auf einen Bogen rebucwen', wie fols

aendes Erempel jeigen wird, -
Erems
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Erempel

Wian foll den Kreisbogen indew, defien Sinup
=} = 03333333333
ift.

$Man fiche aus den Sinug: Tafeln den Vogen, bi
fen Ginug junddft fleiner als 3 ift, und died ift der Bogen |
von 190, 251, deffen Sinué = 0,3332584 ift.  Man feat |
alfo 190, 28% = Afin.x =y, fo wird x = 033348
w =2 0,0000749, und Y (1 — xx) = cofiy = 0,9428356,
@8 ift alfo der gefuchte Bogen z, deffen Sinug = ¢ i
ben ift,

e2iin.y

#= 100, 281 3
e col. y T Z.cofys

Denn diefer Ausdruct ift fdhon hinlanglich, €5 {ft abety i |
mit den Logarithmen u vechnen,

1o = 5,8744818 !

leofy = 9,9744359 [

l-i_- = §,9000459 3 — = 0,00007944%2
col.y col.y

oz ]
= 1,3000918

cofly

n L
1-—; = ;5483452

1,3484370
12 = 0,3010300

“Jzﬁn- = ﬂzrm
1200 o 104940705 et == 0,0000000011
2 coliy? 2cof.y 3 v ey

Summe = 0,0000794423
and diefes ift der Werth des Bogens, der ju 192 261 abit
weeden mug.  Um Ddenfelben in Secunden augjubrudi
nehme man feinen Sogarithmen, nemiich

5 90008
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5,9000518
und giehe davon ab a 6555749
fo_ bleibt 1,2144769 = 116 33615

Diefe Jaht jeigt die Secunden an; druckt man aber den
Brudy in Tevtien und Duarten u. f. f. aus, fo witd der ges
fuchte Bogen

=2 199, 28% 16", 231, 101V, gV, 341,

§. 83

Auf abnlide Avt (3Gt fidb ein Auedrud fiie  Die
Cofinus finden. Sept man. nemlich y =acol.x, fo bleibt,
b d S . £, M "
da dy = R, i, die vorfhergehende Reife bis auf
Y (1 —xx)

Die Jeichen unverandect, und eé ift daher

" & w2 g3(1fgxx)

Acof.(xfoj=Acolz— 77 P2 o T -
s w' ARSI, T RS S 6(1—xx)=
- ﬂq'{L]X'fGK]) ‘af_'g-}?z X2 ¥ o4x4)

Le & b 1:-

>
24( 1 — xx)7% 12001 —xx)Z
Diefe Nethe convergivt ¢ben fo tie die vorfergehende alles

aeit febr ftacl, wenn man-aus den Sinus: Tafeln den nadys

frent Z3iatel nimmt, fo_baf meifientheils das crite. Glied
Vil —xx)
Sinus Totus fich fehr.ndbert; fo hoet die Reifje; toegen der
Kleinfeit ihree Penner, auf, 4u cenvergiven, wnd in biefem
Galle Debient man fich, da die Differenyen fehe Flein wecden,
bejer ber gesodhnlichen Snterpolation, :

hinveidt, enn indef x dex Einbeit oder dem

§. 86.

Jtun bedeute y einens Bogen, defen Langente gegebien if,
oder 8 fep y == Atang, x, und z — Atang. (xf«); folglich
Rulers Diff, Rechn, 2. &h, 1,2bh, &

==
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wd}’ w2ddy #3diy
=yt ) = T et
im diefe Glieder ju unben, fuhbe man die Diffecensialio

pon y, nemlid

+ 1

gy -8 I

-E; = 1t xx

ddy e m

dxz ~ (1txx 2

d3}r ey — 2 hxx

dx3 — (1tax)3

ddy = o4x—ogx3 ,
dxé — (11xx)*

dsy .24 — 2402 ¥ 120x4

53'{? e (1 T4k 5

PSCyRE e 720){1*5400:{3 - ?zoxf
dx6 (1 F xx)6

Radsdem man dicfe Differensiatien gefunden, foiff |
Atang (x T @) = Aftangx ¥ |

o WX w3 : o

S A R -\"-_\g_'l' ———---—-*'ri(""'t
1(1Exx) - Qfxx)2  (14xx)3 )%
w¥ &0 ] : |
e (X4—ox24l)— —0ou-— § ok 3 Fx) g
(f=x) sors) urrxx,ﬁ(x s |
§. 87

@8 Fann aber diefe Reihe, deven Fortichieitungé @EF
nicht leicht 3u ecfennen ift, in eine andere vermandel o |
den, wobey diefes Gefes fogleich in die Augen fallt W
fege su dem Ende Atangx = go© — u, fo baf x ="

('-Uf. I :
= - ey : i ,=———-unbollid,‘(
Im.uf” fo toird 1 % xx e folgh
1 —du u
= — = {in.n2, , olee g
LEa N0 i@n fetner dx = 0

[t ol
p—
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= — dxfin.u2 ift, fo befommt man bep fortgefester

Differensiation
thialien ddy e
3 = . =2adufisucolu=dahn.2tt=—dsfin.u2fin.2u
A
..dd .
folglich —E =+ fin.uz. fin. 21
1dx2
d3y _ : S
e £ e qulinan.cofuin2u—dufiniu2,cofinus==
2dx2
— dufinu. fin 3u=dx fimufin. 3y,
folglid —— = 4 finu3.h
it in 11 [ 1[1 1) up
| B 1.2.dx3 2
' LUSTg SN e .
15,500 =duliiu2lcof. u, fin.30 % finsu.cofl 3u)==
dufinu2.fin. 4u &= «—dx [in u4, fin 4u;
: d'q}’ g
folglich 5 i fin, u4.. fin; 4u,
‘ G v AR : i 5
| l’-————~|‘2‘3.4€;—& ==~duhau3(cofu.lin. qudfiniucofqu)=
i -—-duiintﬁ.ﬁngu:%dxﬁnu?.f'm-.su
' " dby : :
folglith ———— == # finus., fia, 5.
i §.2.3.4dx5
41 I ¥Y
Diecaud aber fannt man folgetn
Wi ity a2
o Avtg. (xfw)=Atgx+ Tim <UL hnLtis= —ina2, finsy
t e | w3 : o w5
Tt % -3— {iniu 3:fin.3u— —fin.u4; fin.qu ¥ f—-ﬁn.uf Jingu
got £ u6
i . E—ﬂn*uﬁ.ﬁnaéu g3,
¢ = = _ ;
& 0, Da Atgx =y unb Atgx = o< i ifs, ¥ = godssn
e fepn wicd.

= ' S a §. 88.
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§. 8%
QBenn Acotx ==y tnd Acot(x¥s)==2z gefest i),

{0 ift
ady A ;-.r:!dd}’ w3d3y »4d4dy

e

it

=
£ dx = 1.2dx2 1:2:3dx3  L.2,3.4dx4

Da aber dy = e ift, fo frimmen die Glicder diefr
Fxx

Reibe mit den vorhin gefunbdenen bid auf die Seidben jifam:
men.  Set man daber mie porhin Atangx = go% -1,
oder Acotx = u, fo daf u==y ift, fo wird

] w>
Acot(xte)=Acotx—+ fin.u.fin.u ¥ — fin ufnk
§ I L]

y - ﬂ‘;- : Hf
— ~ fin.u3.fin.3ut— fin.ud,(in gu— —fin. w5 oz
3

ke,
Diefer Ausdeuct folgt unmittelbar cas dem vorhergefutt
Denn da Acot(x f #) = go© — Atang (x T ») uitd het
= o0 — Atang.x ift, {0 it Acot.(x T &)~ Acoti= |
— Atang(x t @) T Atang . x

§. -8o.

%us diefen Ausdriicten laffen fidy vicle fofe fcone i
gerungen becleiten, wenn man fite x und « gegebene et
fept. @8 fep quoderderft x = o0, Da u == go0 =—AlIF
ift, fo wird alddann v = goo; fin,u == 1; fin.2u0 =0
Hnigu=—1; fi,qu==0} fin,su=71} G 60 =0 |
ﬁn._gu = = I; 2., und fo[glicb :

i ﬁ]; gf L4 9 WI!
Atang. e = - — — % e el

i I 3 5 7 9 11
toeldbes die bePannte Reifye fir den Bogen ift, deffen I
genfe = ift.  Ferner foy x==1, o denn A tang.x=4"

T
und alfo u == 45, und fin,u o fin,2u=1; fin.d
2

s
-
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Diefer
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T T
::1 fin.4qu = 03 ﬁn~5u=‘—"‘(:;; ﬁﬂ-6'1="""1-;
T : T .
fm'?u:-—;’_—;; fin. §u = 0} ﬁn.gu:*?;; 3. toird,
Hicvausd echalt man
5 (Ltw) O_}:w ai'j_mi mf'+ms
tang (LT o) =: e o~ v
& 45 5 2.2 3.4 5.8 6.8
7 59 P o) TR L0 S g PES-
¥ — et P e
7.16 Q.32 10.32 11.64: 13128 14.128
-3

Nun fey a= —F, o Witd Atang (1 ¥ ¢) =0, und.45°
= 1, und folglid
4

I  § | I I
.2%3‘22_ §.23 - Gadt ;T:E 5_27'
I 1
1I0,2% ) II.26
Seit man diefen Werth) anftatt ded Bogens von 45° in jes
nen Musdruct, o befemmt man Atang (1 F ) =
#tL w2Fr  a3F

e =

1787 23 - Tl

s

I
= —F
1.F

(5]

4

. 1C

¥ — O =
_:ﬂ I.I.N I w7 —1

5.23 ' 6,23 7,24 %

T
7
Fr

@3 ift aber jenc Reihe fehr bequem, um den Werth von ,;,'

naherungsmeife ju finden.

§. 90. a.

Da
» 1 I I 1 6 T
—m =t e ——— e a0
4 e S S e D0 5 B S s R A 7,24
iit, die Glieder aber, in deven Nennern bie Sabhlen 2,6, 10,

: I I I I
1, vorfommen, nemlich — T =
2 10,2°% 14.27

o, 6.23
S 3 + 1.
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¥ 2c.p den Bogen ¥ A tgF ausdrucen: fo ift

x I I I I 1
—==FAt —_— — —_ ; ;
4 = gifl.:Ta.za 5.23 7.24*9,;;*

|

R e {.

1[.25.%2'

Run echalt man aud der gwepten Formel, tvent man
datin « negativ nimmt,

 § | 1 1 . 8 I
LE 22 1% 83 6.23 72
S 13

Atg.(1—w)=

timme man Hier die durdh 2, 6, 10, 20, getheilten Bliedr
befonders, fo wird

: I | | I I
Atg.d=3Atg. 5+ — e — =
8 EY i T 322 523 724 92
T
1 T | I
— FAtg. 5 — SR : ——
gE 12: 33; .f 523 -1-_.7 i1 BI-H
i — 1.
wnd fofglidh
Atg. 2= s + =¥ 2 _I._..___ —_— Tl
1.2 322 - 523 72
1 I I
“771""' .:----—-—......____ pht i nh -—';'—"I‘
SE T2 308 t 5298 ¥ 742
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Sesst man aber diefen Werth in die obige Meihe, und deuckt
man dabey auh Atg. ¢ durd) eine Reihe ans, fo echalt man

I I 1 I
H e e *
1 JRE; 52 - 783 T 9.24 i
= 1 I 1 T
Do ——— e P e e
4 = 122 —.3.5F t 528 ¥ o R ¢ :
I I I T I
T e St SO S e R T,
T G e - L T T 7.3 9.218 t

\

§. ¢o, b,

Diefe und viele anbdere NReibhen erhalt man, toenn m{m'
x =1 fegt. Jimmt man aber x=v"3, fo daff Atang.x
Y3,

= 60° wird: {0 ift us= 300, fin.u = §; f'm.zu-..:—g-

4
{in 3u=1;ﬁn.4u=-+r:3; fin, 5u == %; Oin,6u = o
¥ :

fin.7u = — &; . und folglich
w #2y 3 w3 o4y 3

Atang. =600 ——

; ang(V'3ts) s Tl.zﬂ' 2.23 +3 23 4.2%
as w7 w8y 3 @9, #"% 3 ot

— e — e o — ——

526 708" 89 QeI 10,2 TLAY

I
lnd fekt man = =;,—.—;, fo daf Atg. x = 3007ift, fo witd

V3 v '
ne= 6003 ﬁn.u:—-z-; fin.2u = -—2-3; {in,3u=0; fin.4u

- , _
— = _;..3; finju = — }f; fin,6u =o0; fin,7u = ?;

., und folglid
_gi__saz\f'g 32443
1.22 2.23 4.2% =
;3&-;
i

S 4 fe

Atg.(;—%-}-m) = 300
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St alfo @ = — \-;? fo itd, toell 300 = f. ift

b ) | T T
R T
§:—or.

Jtun wollen tic den § 87 acfundenen allgemeinn
Nusdruck
Atang. (x } ®) = Atang. x

-

& & w3
+ —fOnu.fine — —finu2,Gn2ut —fin.ul . finda
I 2 3 B

e 1’:0
ticder gur Hand nehmen, und o = — x feen, oM
Atang (% t-a) =0 Wird,  Dadurdy erhalt man
Atang.x =

- G ~
.-':!:i{l aber A tang,;\; e T e ko {n i{t}; == Coka
L

:

= ==su teofu. fin.u } Feofu? (fin2u T Ecofiudifinddl

gcollu4d fin qu Fstn
Diefe Reibe ift um fo mevfrodediger, da ber Weeth beri
ben; man mag fic u einen Bogen annclmen, was file et
mait will, immer ungerdndert —

2

bleibt.  Gept man hing

gen v =—2x, fotoird, weil Atang.( — ) ==— Atang X1
24 tang. x =
2% ; 4x2 g
.:f.'_"[.‘.:aur] U '!" ——— “_ﬂ‘ u... xll‘u'...Ll 1 _._..ﬁll 1, ['IH 3u-]li
} o) 2

ad

Da
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- {TUF.LI 3 ¥
2a rtin Atang. x = — — u, ud x = —— ift, fo wied
: 3 fin, u
e e 2

fin,qu F 20

n & - ¢ r !
€3 fepu=45°= —, fo ift collu = R ) fin,uc —

4 V2 V2
§ i L 6 f o
m 20 = 13 bmu =— 3 fnfu=0; lin.su= o=
i y AN gu \2',! *'l; > 5 {29
e | G g
fin,6u = ~— 1; ﬁn.7h._..‘l7: in.8u = o; 1n.9u_.ﬁ,
und folaflich
= 1. 2. % 22 23 353 34 % 4%
PRt el Bl et el e S il S
2 Rl ey 5 6 AR e L R

Db nun diefes gleich eine divergivende Neibe ift, fo vecdient
fre boch wegen ifhrer Cinfadheit bemerft ju terden.

b 02
Cest man-in dem gefundenent aligemeinen Nusddrude
I — cofu 2
#= — X — o= = Ty el x == ——ift: {o wird
X Y.it. cofn 1. 1
1 I L
A tang.{xfm} =N 731—'5.1} _—— . A tangl ——
X X 2
T Atang, x,
Hierdurch echalt man aljo folgenden Husdrud:
5 3 _EE-+ fin.2u - fin.3u = fin.4u fin.gu
- Icoiu " 2cofiuz * 3 cofiu3 : gcofiué * 5, cofiud

T2
und diefe Reilje giebt, twenn man Vavin u = 450 feht, chen
bie Jleihe, dic wie julet gefunden Haken, Sept man abec
. . : cofln o 1
05— V3 T xx), fotoitd, meil x = —— ift, e = = —=, und
.1 in.u

& g Atang,
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Atang.(x — V(11 xx)) = — A tang.(V (1 $xx) —x)=

i - x
s éi\tang';:"—%(;"— Atang.x) = — 2u, und

-
Atang.x = — — w
2

Hierdureh findet man

” ¥
— == fu ¥ Ifinu ¥ #fin.2u ¥ $fin.3u f Zfinguin
2 ;

and differensiivt man diefe Gleidung, fo bePommt man

o= % ¥ cof.u F cof:2u ¥ cof. 3u + cof. 4u F cof 5u i
eine Nefhe, deren Befdhaffenbeit ausd der Natur dev wieds:
Echrenden Reiben erfannt wicd.

§ 93
_9uf cine abnliche Art laffen fich auch burch die Difies
genjiation dee Nbrigen vorhin gefundenen Reiben neutfin
mitbare Reihen echalten. Suvdederft folgt aus der Hule

) a @ w3 w3 af
Atang. (Ife) == —F — —— — =t
& 4-}: 2.21‘3.4 5.8 0.8
diefe
: mi-—i-}vﬁ.—ﬁfff_ﬁ_ffﬁ—-lr
2f2eta* 2 2= g 8 8 16 32

f:.__-zg:‘f'ﬁlzl_

P

toelcpe fich aus der Entwicfelung des Brud)s —=75= =

at a.:'f — ergiebt.  Hiernadyfi folgt aus ber Reihe

z e==u ¥ coflu. fin.u ¥ gcofiuz , fin.2u ¥ feofud, fin.3ut

2

coflu4, fin.qu ¥ i
durd die Diffevensiation
o == 1% cof.anteofu.cof.3utcofu 2. cof.4u Feof
T

ua.COf-SU

Gndlif
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Cndlich giebt die Neibe
L

x (in,u (in.2u fin.3u fin.au
— = : - e e .
- RgEN ] 2eoflu? 3eofud * gcofus *

auf eben Dem 9Bege
coflu . cof2u , cofgu . cof qu’;

1
e coLuz ! col u3 ‘cofué ' cofuf ' colué T
ober
o cofu + coi"::g ¥ cof.‘l}_ﬂi (_':ii_{'_iti 2

cofu * cofluz " cofud ° coflusd

§ 94
@8 ift aber der §.87. gefundene Ausdrudts
Atang. (x T o) =
Atg.x -}%ﬁn ufin.u— %zﬁn.uz. fin.2u F f;ﬂn u3,(in. 30
— 3C.
foenn x = cot;u, ober u = Acot.x = oo — A tang. x-ift,
fefr nipiich, um gu-einet jeden gegebenen Sangente den juz
aehirigen Foaen oder Winfet 3u finden. Denn ift die Tan-
gente = ¢ gegeben, und hat man au$ den Tafeln, bdie ihr
am naditen Pommende Tangente = x gefunden, die 1u
bem Bogen =y gehdrt, fo ift n = goo — 7. Gest mc;n
tfoxf o=t odert w=1t— x, fo ift Der gefuchte %ogeu

-

o o = ;
=yt -l—ﬁn.u.ﬁn.u ——{inu2, fin.2n % 1
-~

Diefe Regel ift dann vorgialich niislich, wenn die Zangente
fehr grof ift, und folglich der gefudpte Bogen nicht viel tmﬁ
9a° unterfchieden ift, weil in diefen Fallen die gerohnliche
ﬁntzrpulationﬁsﬁctfgpbe wegen Ded grofen Sumachfes, den
die Tangenten BeFommen, ju fehr von der SWaheheit abz
fubet, IBiv wollen Daber diefe Reael dureh cin -{&re.mpzl
erldutern, e

Erem-
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Erempel. £

Do Yogen 3u finden, deffen Tangeme = 100
1 weni der Radius =i gefent wird,

Der Bogen, der dem gefuchten any nadfren fommt, i
890, 251, und feine Tangente it x = 98,2194
Sieht man fic abd von t == 100;

——

fo bletbt ® = [,7%203}
Da feener v = 89° 25! ift, fo iff u=0c", 35¥; 2u=151Y
3n=1° 451; . lim nun die einzelnen Glteder vermitd
Der Rogarithmen gu finden, fo abdire man

u la = 0,2500215
1in.u = § 0077867
Iin.u = 80077567} dabutd i)
1o.{fin u.fin.u = 6 2664949.
Sieht man fHievon ab 4 6855749, fo finbet nin

1,5809200, b edif filjé
. fin,u, fin.u =38,09956 Secunden,

Fetner abdire man
ju  lefinu2 = 6,2664949
lo = 0,250921%

16Gn.2u = §,3037941

4,8262105: jiehe
Bievon ab - 12 = 0,301030c0, fo toitd

f#2fin,u2.fin.2u = 4,5251805.
Bicht man bievon b 4,6855749, fo bleilt

g,8306056, und es if Folgid
# 2 (in,u2.fin.2u = o,69120 Secunden

St
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B. der BVerwanblung der Funfeionen in Reiben. ~x09

Nun addite man
it lo

W

i

0,752764%
4,0233601
== 84848479

[ ]
==
=
=
ed

g
=
o
=
[
i

3,26007235, siche
Hievon ab 13 = o0,4771213, fo itd

ro3lmiud, fini 3u =='2,7438512,
Sielt man Hievon ab 4,6855749, fo bieibt

80982763, und es ift folglid
+e3lin,u3, fin,3u = o,01254 Secunden.

Endlich addire man

Als la4 = 1,06036865
in,u% = 2,0311468
g, g e=18,600734¢

'1,6'445669, aiehe
Bigvon ab 14 = o,6c20600, fo toird

1}3ed4in.usd, fingu = 1,0425069.
Rieht man hievon ab 4,6855749, fo bleibt

6,3569320, und ¢ ift folglid
$04fin,ud, fin, Ju = 000023 Secunden,

@8 find alfo

die pofitiven Glieder 0it negativen Glicher
38,09956 I 0,69120
0,01254 0,00023
38, 11210 0,69143

fubte. 069143
37,42007 == 371 258, a4iv, 24, 369,
Eé
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G8 entBalt alfo der Bogen, deffen Tangente hundertmal §
grof it als ver Nadiug, =
890, 23% 37", o5tt1, 141V, 24v, 16t
und babep Fann ber Febler fich ‘nicht bis auf Die Suan
fonbern blof auf die Suinten ecficecfen, fo dafi derfelbe ge
wif 899, 25%, 374, 251, 1417 enthalt,  TBicd eine guofin
Gangente gegeben, fo lagt fidy ber Bogen, wenn gleid o
gudfier wicd, dennodh leicht finden, toeil dec aBinbel u babvi
Fleiner witd,
§. 65

&o toic toir bigher ity cinen freishogen gefet hat
fo tollen mic nun dafiie die veciprofén, Funfront aitk
men, dergleichen (m x, col x, tang x, vot X, 3G find &
{ep alfo y = fin = Gefit man dabep x & fury fo mith
z = fin,(x T »), und die Bleidung

wdy w2ddy , «3d3y widdy
A ; T- .-I-. = -1- —_— [ R———— ': i1
g dx 2dx2 6dx3 ° 24dxé
bt b d‘-" l_ dd‘\-‘ 43 > d 3 Y fﬁ"
ie d —=¢tofxy—=—==—1ln%; 7= ="
gLebh dx ' dxz > dx3
i it

fin(x ¥ ») = finx + seofx — #a2finx = 1 seels])

sped4fm.x T 3G
und toenn man & negativ nimms,
fin(x—w) = finx ==~ wcofix = F#2lin X # Lu3eofx!

s @4 fin X =— 3

{ $1]

=_.-::][|I;

. _ . d
Segt man hingegen y = coflx, 10 toitd, mﬂlﬁ

dd d4 i 14 -
it R cofix; i = . 3—-3;: cof x5 16 ify
- x

dxz = dx
cof (2% #) = cof %= wlin.x — Fwzcolx

szedcofiX — G

+ gaaﬁnif

ink
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und toenn man « negatiy nimmt,
cof(x—a) = cofx t wlinx — Za2colx -~ lo3finx ¥
azadcollx ¥ 2,

S 96

Der Nugen, den biefe Forareln bep Verfertiqung und
Snterpolivung dee Tafeln et Sinus und ver €ofinus Ieiften,
ift auferordentlidy grof.. Denn Ferint ‘man den Sinus unbd
Cofinud irgend eines Bogend x, fo fann man daraud niit
leichter Mube die Sinud und Sofiniis der Winfel x + » tnd
x — o finden, wenn « flein Genug iff, denn in dicfem Falle
convergiven die gefunbdeiten Keifien frarl Tan muf abee
Dabey » in Theilen des Halbifieffers ausdriucen woju matt
die nithigen Ginbeiten aus dép Dibifion der Sahl

3:14159265358979323846

ocldhe den Bogen von 1800 ausbrucft, durdh 180, und des
bierdurcdh gefundenen Duotienten durd 6o d. fi f. findet:
Hierdurdh erhalt man

10

f

©,017453292519943295764
11 0,00024C3%8208665721506

st ——

0,000004848136811095359¢
16

Erjtes ESrempel

Die Sinus und Cofinus dee Winkel Pon 459, 11, und
44°, 591 aus dem Sinus und Cofinus des Wintels vois
45° 3u finden, die beyde

I :
=, = 0,7071067811865 find,

V.2

-
j So—
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Da alfo

i {in,x == cof. x = ©0,7071067811865, und
» = 0;0602908862086, ift,

fo fuche man, um fich die Multiplicationen ju ecleidhtern,
2e = 0,0005817764173 2148
3 & =,0,00087260646259
Aw 0,0011635528346
5o == 0,0014544410432
6w = 0,0017453292519
ne == 0,00203062174605
Qe =.0,0023271056692
gw = 0;,0020179938779

I il

Hievnadh findet man o fin.x und »cof. x auf Folgenbe i

-l 0,00020362174605
95 > ; il
5, 0,00000263621746
. 2908882
AR 3 : .
6 . ‘ 174532
s . 20362
- g v 237

Xy ; ; 29
I ; ; 2
o 5 . 2
o A e

#in.x = wcol, x = 0,000205689024905,

folglih Zecofx = ©,00010284451245:
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Jun multiplicice man
durd o, I . 0,00000002908882

- - »

; A 58178
. . 23271
¢ 1164
> ' + 116
; A . 14

fo witd Fezcofx = 0,00000002091625,

o,

Yr B DA B O

und Iw2cofix — ©,00000000997208 5 fetfet
ourd « 9 s+ 0,00000000000262
9 Y ! 26

~
£ L] * .

=

i fo ird Ladcoflx = 0,00000000000290

Um alfo den Ginus von 459, 1* ju finben, addive man iul
: fin. x = 0,7071067811863
weof,x = 2056890249

A

0,7073124702114

fubteah. fw2,fin x = 209162
_‘—————'._..._.___._._______-—-—-—-—.-__

0,7073124402952

und Iw3. cofix == 29

fo itd fin. 45° 11 =.0, 703124402023 = cofi449, 568,
Um Hingegen den cof: 45%) 1* ju beFommen, fubttahice man
bon cof x — Q7071067811865
wlin.x = 2056890240
©,7069010921616
269162
Zh il e
Q/7069010622454, und
abddive Lwifin, x =

$ K 29
o findet man cfigs® 1t = 0,7069010622483 = Gfugis, 597,

Lulers DI, Rechn, 2, Th, 1, Absb, H ey

UND 3w 2colx =

-~

i
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Qoentes Srempel

Aus dem gegebenen Sinus und Cofinus des Dofs
pon 670, 30t Den Binus und Cofinus Oer Zogem i
679, 31t und 67°, a0t ju finden.

aBir wollen hicr die Rechnung nue 618 auf ficben Dt
mal: $heiler Stillen fortfiihren, ald toomit man fich in b
gemeinen Gafeln gu b dgniigen pflegt; und fo Ebnnen wieu
diefelbe durch die Logar ithmen erfeichtera, Da aljp

x ‘== 67°% 30" und
0,000200888; fo iff 1# = 6, 4637259 W

=
16n.x = 9,9656153; lcof x = 9 552839
1o = 6,46372593 lo = 6,4637259
___,.__——-——-"'-
1o fin.x = 6,42934125 locolx = h,.a-%ﬁ;’-iiiﬁ
120 = 6,1626959, 140 = 6162600

A

11w2{in.x == 2,5920371; lze2colx = 2,305 2613
folglich
» in, x == 0,000268743 » cof. x- = 0,000113
1 #2(in,x == 0,00000C04 L p2cof.x =3 0,00000
und Hievaus mwicd
{in, 67°,31% = 0,9239908; cof 670,31 =
fin, 670, 291 = 09237681 ; - cof. 679,29 = 03555 |
and dic Glieder 1o2fn, x und Je2cof x hatte Wil 1
ginmal nothig gehabt,

0,102::54'

§. 95. § 97
Husd den gefundenen Reifyen:
fin, (xF @)=Mn.x | scf x—Zo2{n, x—=Zw3cl2T3s ]
cof.(x F #)== el x—wfn x—2a2clx T35 o 300 x50 4ol -4

fin, (x— o)=1n g—welx—2e2(n x+ 3 gsc{‘fr-m‘?’ﬂl“

¥

.4341‘.!“1
1 ol

cof.(x—e)==clx T ot x—3w2clx—5 Ly3nxTs
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folgt burd die Becbindung
fin.(x + w) + fin(x — &)

—

2
Iih.x—;{;wﬂ fin x5 w4fin, x—_!-06fin xTic. =lin x, cofla
und
fin.(x ¥ &) — (in.(zg — @)
= ==

wcollx — Zedcof x F saz@icollx — 3¢, = cof x, fin.e,

Hievaus flicken die beceits (im erften Theile im vievten Cas
pitel §.201.) gefundenen Reihen,

dolia == .- %m-— "I" 'iﬁ"";'“_ ?gﬁ a6 a[-u-.
I

fine — o — -(]-aj '1" T-—wf —_— 9,040;.7 -f- i
und eben diefe Neihen erhalt man, wenn man x = o fept,

Denn da cofix = 1 und fin.x = o witd, fo giebt die erfte
Reihe den fin, » 1nd die jwente den cof, v,
§. o8
Jun fey y = tang %, und alfp z = tang.(x ¥ «). Da
TS i s , ddy fin x
S cofx’ dx - colxz’ 2dxz cof.:é;
d3y - 2 {in, x2 3 bl
2dx3 col.x2 .E:mf;f-_‘-'h-; = cofix4 cm;
d4y 3in, x fin. x ;
32.4dx8  colxs cofix3”
dfy e 15 2
;:.4.dxf "7 cofx6  colid c?f; i
fo wird
tang. (x +#) =
tang.x + — o i F ...ff_ o+ f_f_f‘_“__’_"
cof. x2 colix3, © colx4 collxs
23 #4fin. x ]

Jeofix2 3cof, x3"’

H 2 .- und
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und veemittelft diefer Formel laffen fich aus jeder gegedenen
Sangente die Tangenten der nachft grdfern und Eleinn
SBinfel finden. Rermittelft Dev Anmwendung e fehriosed
‘pon der Grfindung der SGumme einer geometrifdhen Progf
fion aber bePommt man hievaus, da die ecfte Reibe eine g
metrifde enthalt,

wfe2tang.x 23 w4 x
tang.(xfmj:tang.}:"f ——-—-——E— — —l
colx2—w2  3cofix®  3Jeoke

ober
in.x.cofxteo nw3 wd{in.x
tang.(xE0) = ————2 0" T ook, ——!
col. x2—w?2 3cofix® 3cofx?

und diefe Formel ift jum @ebrauche bequemet.

§ 99
Nehnliche ofugdrirce laffen fidd fiic die Logarithu e
Sinug, Cofinus und Tangenten fnden.  Dena if g =)
 ogavithmen des Sinus eines IWinkels X, eldyes
diefe Ast augdructt,

y = lin.x

: .o dy ncofix
= !i‘ (] . - = e ) |
um z in(x F #): foift, toeil 7 i x ‘

— 1[0

ddy —n d3y - = ncol X

dx2 = ﬁn.xz; dx3 — fin.x3
und folglich
nwcol.X nw2 nwicolt,
P ——— 2l _..--"‘-
z_lﬁn.(x-{'n)_.lﬁn.x-f-—-——-ﬁm = m'f gﬁn-ﬂi

foo n die Sabl bedentet, mit toelder bie hypecholifde
gavithmen multiplicict werden miiffen, went
die gegebenen Logarithmen befommen will. S
)

man D
fingedt

y == ltangex, 4nd 2 = 1tang. (¥
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0. der Werwandlung dee Funftioren in Neihen, 119

fo toird

dy n = 2R oaddyis ce-ancof2x
dx  fin.x.cofx  fimzx’ 2dxz T (niax)z

und folglich
2ne 2nw3cof 2x
fin.2x W o
und oermittelft diefer Formeln laffen fich die Logarithmen
ver Sinus und Tangenten fnterpoliven,

ltang.(x}#) = ltang.x ¥

| §. 100
Segt wollen toir fegen, y bedeute den Bogen, deffen
Sinug den Logarithmen x Habe, alfo y'= A.16in. x, und
z == A.lfin.(xF») annehmen: fo ift x = 1fin. y, und

dx ncofl.y dv {'ny

— o = ; fer

dy fin.y | ober dx — ncof.y’ o
ddy  dy ___ dxfin.y > ddy fin. y
dx ~ ncoliyz nlcaf}ri’un dxz _nzcof.yi’

folglich
afiny u?rﬁn
remyt——L p o Sy

ncofy 2n=cn{'y3
Auf abnliche Art verfahrt man, wenn der fogarithme ded
Cofinus gegeben ift.  Sft hingegen
y = A.ltang. x, und z = A.ltang (x } )
fo witd, weil x = ltang. y ift

dx n dy finy.cofy fin.2y
dy fin,y.coly’ “nbE; = n TR
daber denn

y _. 2dycoflay — dxfin.2ycof2y
PRt TR ann
und
Ez__im choi"fy fin.gy, d3y  finay,cof4y
dzxz 2nn 4nn’ dx3 - T

¥

D 3 folalich
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folatich
| {i 2 2. LD b A
iy erfney toldy otk
' i 4nin i12n3
30
§. 101,

Da ber Gebraudd dicfer Fovmeln bep Vecfertigung bu
Qafeln det Logarithmen ber Sinug und Ber Tangenten i |
dern Vorhergehenden abgenommen toerden Fann, fo vermell
i bdabey nidht, fondern gehe gur Berrachtung des fil
fort, wo i
¥ exfin nx, und z = eX+#fin.n(x%e)
ift. S diefem Falle Hat man

Ej— = eX{fin nx } ncof n:,:j
dy
%}g — ex(f —nn) fin.nx ¥ 2ncofinx)
iy . .
—— = e¥{({ — 3nn) hn nx n{3 ~—nn) col.nz)
dx3
déay
T4
g;{‘;.i = e*((t—r1cnntsn)fin nx ¥ n{s_ionni-n‘-lwﬁﬂ"}'\
Subftitiiict man bicfe Weethe und dividict. dasauf WA
fo toied

=— ex/(r — 6nn}tn4) in.nxfn(4 — gnn)ecla

[ =

5 { —nn) {

e?fin.n(xte) = finnx } sfin.ox ¥ e w3l
2

R 3
+necofnx —— coLl
L)

[—2nh) > (1— Ban+n4) ki
E—-—--‘" “w3m.ax P S fir.__ _—}‘ﬁ__ a#fin, 0% "
6 24
n{3-—nn R n |
O3 ) n{4 4“,\‘]“4,;0[:1'11&'1'&.

e IadcolnxF
; w3001,
i 6 nx T =

" f, 100
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=

%)

o) |

i

fin, ¢

B. Der Werwandlung det Junfeionen in Reiben, 119

Aus der grofen Menge der widhtigen Folgen, welche
fih hiecaus herleiten taffen, will id blof folgende Berfeten.
Wenn x = o ift, fo ift

e?fin.ne = na
. 2ne2  n(3-nn) _ . n(4—4nn) n(5—10n’$n4)
R 5 A LRy a5t
2 6 24 120

Wenn » = — x ijt, fo wird, weil fin.n(x ¥ o) = w ift;
tang nx =
2n _ nf{3—on) n{4—4nn) n’5—100nt)

nx— —x* x4 St
2 6 24 t 120
I—nn I—2nn I—6nnfn4
Sl s — < xt—1¢y
2 6 24

Ueberhaupt aber hat man, wenn n =1 ift,
e’fin.(xfa)=linx(1fo—Jw3— § ad—Las + 2 074)
Tacolx(1te } fa2—Fad—lws — L 0641c.)
Benn abet n = o toied, fo befommt man, tveil fin nix+a)
=n(xfe); lin nx = nx; und cofinx = 1 Witd, twenn
man allentfalben dburdy n dividict,
e xfo) =xf ox T Ea2x T} Fadx f el 10,
T et o2 T 53 f s+ ot Fic
und die Defchaffenheit diefer Reihe fallt in die Augen,

o 1
o
o)
=n
3




Funftes Capitel,

WBon der Sefindbung der Summen der Nelhen b
pem allgemetnien Gliede.

-

§. 103.

@é fep y dag allgemeine ®lied einer Neifhe, weldEp
dem Anjeiger x gehdre, und alfo y irgend eine Funkiont
x. fserner fep Sy Dag fummicende ®lied diefer Reihyws
ched Das Apgregat aller Glieder von dem erften oderdd |
andern beftimmten Gliede an bid ju y, diefes eingefdlein
ausdeuce, - Dabey tollen toic die Summen der K
vom ceften Gliede an rechnen, fo daf, wenn x :lgﬂ'ifi_-
toitd, y das ecfte Gitied, und Sy ebenfallé diefes exfie 6
gebe; Bingeaen, twenn x = o angenommen titd, s 2
mivende Blied Sy verfdiinde, weil gar Peine Stieder ¥}
mict weeden. ey diefen Bebingungen ift alfo dad b
vende Glied Sy eine folche Funftion von x, die verfgmité
foenn x == o gefesit twicd,

§. 104.

Benn das aligemeine Glied y aud mehrern Theikt .
ftebt, und 3. B. y = p ¥ q ¥t ift: fo fann. man *
Reihe felbft alg cin Aggregat aus mehrern Rethen [‘f”ﬂf
ten, velche die allgemeinen Glicder p, g, ry 26 Haben: Err
de’ ex die eingeln Summen diefer Reien befonnt; i;;

|
4
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Pon der Erfindbung der Summen der Neifien 1. 121

fich auch die Summe bcr aegebenen Reibe angeben, roeil fie
ein Yggregat aus den Summen der eingelnen Reiben ift,
TWenn alfo y = p + q +r 1. ift, foift Sy = Sp % Sq + Sr
T2 Da wiv nun oben (im etfien und gwepten Capitel)
die Summen der Rethen angegeben haben, deven allgemeine
Glieder Poteftaten von x mit pofitiven Exponenten find: fo
laffen fich die fummirenden Glieder aller Reiben finden, deren

allgemeine @lieder unter die Form ax® + bx® + cx” # 1.
aehoven, wenn =, 8, ¥, 1. gange pofitive Sablen bedeuten,

ober Deven allgemeine Glieder gamge cationale Funftionen
von x find.

§. 105,

€8 fep in einer RNeihe, deren allgemeines 3u Dem Mnz
seiger x gehdriges Glied = ¥ ift, das vor diefem vorherges
hende obder ju dem Hnjeiger x — 1 gehorige Glied = v,
Da in diefem Falle » aus y entfpringt, toenn man x—1-ans
ftatt x fegss, fo wicd
d ddvy d3 da ds
d,f: T f.zdx’?- ﬁdx}; T m‘";}:i 120 d}rxs' Pt
Wenn alfo y dad allgemeine Glicd diefer Reibhe
i e o o e LR T
ah b fotdR e tody
und dagd ju dem Anjeiger o gclmvigc Glied = A ift: foift o, -
als eine Funftion von x, das allgemeine Slied Diefer Neihe:
Bl U S USRS e X
AT AL F R d T o i »
Wenn alfo Sv die Summe diefer I Reilye bedeutet, fo ift So =

Sy —y T A, und e8 verfhmwindet Sv, wenn man x = o fenr,
Weil al$denn Sy = o und y = A wird.
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§. 106
Da alfo
dy ddy diy déy
s =y — — - ——— Fo— =
dx 2dx2 6dx3 24 dx4
ift: fo bat man nach dem Vorbergeherden
dy dd ¥ dsy d4-r
S__G-u—u—-' -—S-———'?"‘*h -1
. ! b 2di2 6dx3 “\.4 ;
und, weil Sv = Sy — y + A ift,
d : ddy d3v dévy
_Y:‘:}Vﬂ"“ﬁmkj'—_‘ 1 — "E" 1;———- -— 1,
dx adx2 Hdx3 '.'.ru'ﬂl-

&ind dabher die fummirenden Glieder Der Retfen befant,
: ddy d3y déy i

von allaemeing Glieder ——=, —=, ===, 10, fidi §
deven a g dx2 T L il [
Eannt men baraus dag fummizende Glicd dey Neihe e
ten, deren allgemeines Gfied = &E ift,  DieGrdfe Al

: Mo
mu§ fo befdaffen fepn, daf dad fummirende Glied Sf b
{dbtoinde, tvenn x = o witd; und durch Ddiefe Bedingun
wicd diefelbe toeit leichter beftimme, alg rocnn man fagh |
fie fep Dad 1u o gehdrige Glied in dev Reibe, deten aligy
meined Glied y ift.
§.. 107

9ué diefer Ouelle fdpft man die Summe der Poki¥
ten der naticlichen Jablen, Denn ed fep
y = x®8 +X

Da hiee
d
v"--'}-’—:':- (n§ 1)xny
dx
ddy _@Enn
" pdx3 S e

diy
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Bon der Erfindung Ger Suminen der NReiben 1. 123

d3y (m¥1in(n—7r)

g o Xo=2 s
6dx3 B9 e 2
q;L}: i (¥t nn —1)n —ijn-ag
24dx4 Le2.3 44
],

ift: fo befommt man, toenn man dicfe Werthe fubftituict,

(ofiin (nf1 n{n—1)
(n¥r1) X“_“\“’?‘I—ﬁ‘f—* L PR
12 § e ] ® 3
2
und, wenn man auf beyden Seiten burd) n + 1 dividirt,
Sz =
o T Y
-—-T-x‘l‘FI*---L,;x!"I— n IjS‘{“ 5 nl.ﬂ 1)(n E)an'*ﬁ_
nti 2 2.3 2.3.4
A 2{'5

— C (odee einer beftandigen Grofe)

und diefe befrandiae Grdfe muf fo angenommen werden; daf
dag gange fummirende Glied o werde, twenn x — o qefest
wird.  Vermittelft diefer Formel laft fid aus den bHefanns
ten Gummen der niedrigern Poteftdten, Dderen allgemeine
Glieder xu-%, xn-2, 1, Fmb, Die Gumme der Hidhern Potes
fidten finden, mweldbe das allgemeine Glicd == unter fid
beaveift.

§. 108,

Wenn n in diefem Ausdrucke eine gange pofitive Jahi
bedeutet, fo. ift die Angabl der Glieder endlidh; und daher
it fogar die Summe unyakliger Potefiaten, enn n =0
ift, abfolut befannt; es ift nemli

Vi X0, S
Jtun fann man eber audh ju den Hdhern ABerthen fortgehen,
indem, toenn man n=1 fett

5,.xX
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S.xX = #x2 + 35x° = #x2 f Zx with
! und fest man nah und nad) n =22, 3, 4, 3¢, fo bebomni
nan
S.x2 = }x3 T Sx— $5%0 = I x3 tEx2 4 ix
}x4 F 3Sx2 — Sx F §5x° = Jx4 { §x3 7 {2
Ix5 T %

l

Boxd
$.x4 = 1; Sx3 =—— 28x2 ¢ Sx — 15x0, ober
S.x4 == 1x¥ -t- §x4 T -;:-:3 — Lx,
0. .
Die folgenden Summen toerden indef durch die febner i
erflarenden Miethoden leichter gefunden.

§. 100,
Ta nach dem BVorhergehenden
dy ddy 43y d4y
L= —l 15T 4 LG — — i
yT# dx2 $74x3 1% dx4
3 : ) :
ift: fo witd, foenn man 5 = z fekt;
ddy —dz ~ d3y ddz_ =
dx2 ~ dx’ dx3  dx2’

und da dy = zdx ift, fo wird y eine Grdfe, die zdx {un
Diferenziale hat, und diefes jeigt man auf die Astan, baf maf

yi=f{zdx |
(chreibt. Stun fent swar die Criindung der Grofe yauélz
nad Diefer Sovmel ntegral: Rechnung voraug; abee M
fonnen uns gleidroohl Ddiefes Husdruckd fzdx bebienenf'
toenn it fiir 2 feine andere Funftionen von x Gl o
folche, Die bep dem Differensiale zdx aus dem Borher®
fhenben dargeftelit wecben Fonnen.  Alfo wItd

dz ddz diz
sz = lzdXx e e e B e pi e
Sz = f?d:ej. T = Sdeg T 2% =

foenn man.dajt eine beftandige Grdfe fepts wobeys ot

« == o foitd, die Summe Sz ebenfalld verfehwindet
§. TI0
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Bon der Erfindung der Summen det Reifjen 1. 125

§. 110,
Subftituict man abet in dem obigen Ausdrucke anfiatt
y den Buchftaben z, ober differensiict man, denn diefes fibre
eben dahin, die norberqe{)cnbe Sleichung: fo wicd
dz d3z d4az

S"i'- —_—Z '[' i’q_ — %S'—'—' 'f' '5’35“"‘; -2

. d
und feht man anftatt y Dent Duotienten E—z, fo befommt man
x

ddz dz déz dsz
S— = — 5 S —_— IS —_— o 3 e A
dx2 .I- ° dx4 + i dx¥ 2k

Auf c‘:bni:me %‘lrt nnbet man durch die Subftitution der Wer:
ddz diz

3¢,
the dx2? dx3’
d3z ddz d4 1§ ; 6
S—— = PSS L x9S 4 o992 L
dx 3 dx2 dx4 Y * dx6
d4z 43 ds o di -,

? z-ja;‘—s..,_z_ﬂ._t_d__z S d __"__,c
dx4 dx3 dx§ Sodad At g G
und fo ferner ohne Gnbde.

§ © LI,
5 - e 1 d 3
PWenn nuit diefe Werthe fir Sl; :;fi_i; cd ] ¢
~odx dx2 dx o
nad und nach in den Nusdrud
3
fzdx'f'&buﬂ--lﬁddz ISd S 2

dx2 * *% dx3

gebradht twerden: fo findet man einesi Ausdeuck fiie Sz, welz

dee aus den Gliedeen fzdx; z; i:lf'; f;gfi ‘E‘J‘_}_;f; 1. bes

ftebt, deren @orffmcnten abet leicbter auf folgendem TWege
erhalten werben. Man fepe

yddz , 3d3z | «d4z

Sz::fzdx‘f'nz‘j'%d—%*F i R
A ax2 dx3 dx4 *

3 ?'..

nd
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and fubfituive fiiv diefe Glieder dic Werthe, welde fie a
pen vorhergehenden Neihen befomment fo echalt man

dz | 1 ddz I d3% 1 daz
fedy =S2—35— F =S ————8— 5 i
gt G - — % s, D

; dx * 6 dx2 24 dx3 " r20'dx4

dz 4 ddz & diz a d4z

nE = o= =D == P =0 ==
1 dx 2 dx2 ° 6 d

T ddz B d3z g dér
,...Ef.: BS == —§ —= —§
dx dx2 2 dx3 6 did

. d3z y d4z
?—%: B T e —5-—'1‘H-
d.\;z dx3 2 [il‘-4

4
3d3z= “Sd—i—'f
dx3 dyd

wnd da diefe Werthe, sufommen additt, Sz fyervorringd
miffen, fo werden die Soefficienten « £, v, d, w. Wi
genden Gleiungen beftimmt,

# — § = 0O

@ | §
R — =0 .
zfr;
£ , @ I
B s — o S T~ & |
* 2T6 24
2% & &
d—L t o —— F = =0
2 6 24 120
& ¥ B @ I
2 6 24 120 720
> ] J v B o I 'ﬂ
dm ot o= e =} =
2 6 24 120 720 5049
W
Do L FE

9ue diefen Gleidhungen laffen fich alfo nady und nod
die Werthe aller Diefer Budftaben w, 4 7, & 1o
Sie find: : 24

-
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Bon der Erfindung der Summen des Reiben 2, 127

o=
2 & I i
) 6~ 12
B 4 |
R s s
2 62 1% ag
¥ B I I
3:*————'—_-']""‘“--—-'=—|—--
2 6 24 120 220
b3 7 8 @ I
E:‘-—--—"—"'i'-—-—-*-—-— e = s |
2 6 24 1201";20
2.

und fahet man adf dicfe vt weiter fort, fo nimmt man
twahr, daff immer abwechfelnd etn Glied verldhmi et Dep

FRes
dritte, fliufte, ficbente Budfiabe, 1. f., alfo itBerhatipt die

.
durd die ungetaben Sablen threr Ordnung nach befernmten,
ecden, Die erfte eusgeiiommen, = o, fo daf dahe Diefe
Reihe witer Das Sefeh der Continuitst 3u fteeiten fcheint,
Um fo ndthiger ift ein fitenger Bereis dev Behauptung, da
alle ungevade Glieter qufer dem coften verfbmwinden, .

§ 113
Da die Budftaben e, & %, 3 10 aué den vorfieraes
henden nad einem beftandigen Oefese Deftimmt weeden, fo

I &d §8u2 T o3 +0ud f sus & 2us F 3¢

und fege den Werth derfelben — v fo ift offensar. ta
tefe wiederfehrende Reihe aus der Entiwicelung des Brugs
fich evaiebt

I

Nz

————

I—dutfuz — LSy T35 U4 — 1.

und wenn diefer Brudh auf andere Urt in cine ofne Gnde
fortiaufende Deibe, dic nadp ven Potefiaten voir o foutgaht,
aufs
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aufgetdfet toerden Fann, fo muf gleichtoohl nothoendig in
met eben Diefelbe Hethe

I+ aut Buz F yud § ous F eus F Jub fu
roieder hervorgebradt werden. Auf diefe Uk wird iy
anderes Gefes die Budftaben =, 8, % 7, 2. ju beftimma

dachieten.
§. 114,

e man, wenn e dic Jahl bedeutet, deren Hyperbelid
Rogarithme = 1 iff,
-0 = 1 — ufguz e tud } Lus — o1-uf fl
hai, fo ift

— e-l'_i : i
R =1—gut iuz — us F gigud —

u
und dabet

i 1
V = e

e
MNun bringe man aus jener Neifje «u == Fu Wi fo b
V — guss1+8uz Fyud +usfeus Jguoih

erde, fo Hat man
dulitet)

U—$u= —
i B ht
Man multiplicive fevnec den Sabler und Tennee dUA d
fo toird :
u(eZu F e-&u)

U — %u =
3 z(e&u-e-f“)

und dutch die Bertoandlung dev Grofen o= 1 Und -4t
Reiben,
uz us u_ﬁ____—__ #
U = Eu = 1T2.4+2.4.6.9 ¥ 2,415_3;__._!9_-_1},#
: 55 uz u4___...—--' 'I':t'
2(% ¥ . T 24608419
il
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Bon der Erfindbung der Summen der Reifen 1. 129

oder
_}u‘-‘- us 3 us ¥ us $5e
1= = .
S 2.4.+ 2.4.6:8 94137 23,0, 16
Y= 12 u us us
e ot o

i i ic.
4.6 4.6.5.:01-4.0...:4 4.6...,131‘

T
Da alfo in diefem Beuche Ffeine ungeraden Poteftdten
vorfommen, fo Ednnen dergleichin auch nidbt in dem Nugss
dructe fepn, den man dacaus durd die Entwidelung cthals,
Da alfo
V—gfu=1#fpsu2§yusfdas feus  Cus ¢,
ift: fo miiffen die Goeficienten dev ungeraden Poteftdten
Vs & % 4 3. insgefommt perfbroinden, Auf diefe Art ift
flar, marum in der Reilye
Iteutpu2tyad §3usdfeus § 2us 1,
die ungeraden Blicder indgefammt = o find, obne daf da:
durd) Das Gefer; der Stetigleir leibe, 63 ift aljo -
V=1%%uteuz }dud  2us % 348 x0T 0 § g,
und hat man die Budsftaben 5, 3, 2, 3, «, 1c. durch die Ents
wicfclung deé obigen Drudys beftimmt, fo befommt man dag
fummicende Glied Sz der Rethe, derven allgemeines ju dem
Angeiger x gehbriges Glied 2 ift, auf folgende vt aug:
gedruckt: .
G o ;. 1 B8dz . 33z 245z 5472
oz = fzdxJ 3z F e < = T o T
§. 116.
Da die Reihe
1F@u2 f3uddQus ¢ Sus funto 4 g
aus et Entwicfelung deg folgenden Brudys entfpringts
Enlevs Diff, Bechn, 2. TH. L. ALth, ¢ e e

)
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u2z us ub
It s T T K
J 2.4 2.4.0.% 2,4.6.8.10.12
2 usd us
T § f

4:6. 46,8010 - 4.5.8.10.12.14
fo werden dic Buchftaben 3, 3, ¢, & # 20 mah bem Gy
fee fortgehen, daf

I I
B 2. 4 _4.6
e S s ool i
2.4.6.8° 4.6 4.6.8.10
- 1 b)Y 3 i
LE 2.4.6..12_4.6—4,6.840—4,6,.,;‘;
I 4 X e !

2.4.6...16 S o 4,6.8.10—- 4.6...14_.@
i,

ift. @8 find aber dicfe MWerthe abwedfelnd pofi ¥ |

negativ,

§. 117. _
Shenn alfo diefe Budftaben abmechfelnd negativ gt
ntenitoerden, fo taf
' pdz 2d3z cdsz S-EE?E ,-.-|:.-
Sz = fzdx } 4z i + e i |
ift: fo toerden dic Budyftaben 8, 3 & 9 1. aud oy
Hrudhe beftimme: j

uz us uf u® . i

'4 2-4-()- 2-4.;. 2- 04:':--_‘.-____,

u2 u4 us ub "
I —— 7 L _...._.-.1-....__“——-1"8""

4.6 2.6.8.10 4:0vs:14 - 48
fpenn man denfelben tm die Rethe
i F Au2 ¥ 3us ¥ {ubs t Fus f #ul® T 2

auflofet. €6 ift demnach

f=




g butd
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el I
: T
8 [ 1
b e L I
4.6 4.6.8.10 -P:;.4.6.1§ :
Py A I T
C =i z F T
$00" 4 8180 4 6. i14 A G IR

X%,
alfein Hier twerden alle Slicder negatio,

§. 118

MWic wollen alfo B=—A; 0=—D; {=— 23
folalich

: Adz Bd3z Cdsz Dd7z
Sz = fzdx P %7 o — B3 ot :
e el ol dx dx3 dx¥ dx7 3
fegen, und um die Dudbitaben A, B, C, D, 2, 3u Defti
viefe Meihe betrachten:

mmen,

- welde aus der Entwictelung des Brucds:

u2 u4 ué usd
e Dol oy z e
2.4 2.4.6.8 2.4“.12‘r2.4.“r6 '
uz u4 ua us 7
1_-----.-.

'T' A " — .
4.6 4i6.8.j0 4.6..,14 fq,fj,;.lﬁ :

eder dicfe:

I
T Au — Bud — gus Du? — Eu9 — 3¢, —
: ;
welde aus der Crntivicfelung deg folgenden Bruche ent:
{peingt:
n2 + u4 us
I — S e i SR i,
- 2.4 2.4.6.8 o o T :
- G SR i, LR ¥ it
u3 us u?
0= =& % —_—
4.6 ° 4.6.8.10 4.6 .14 TG
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Da aber
uz us 5]
cofLlfu=1 — T —_ : %
254 T2, 47648 2.4...12
und
u n3 uf 7
{infuts — = + e - T
2 2 4.6°2.4.6.8.10 2.4..14

ift, fo wird

cof.du %
—— — fcot.zu
afin.gdu

L

SRenn man daber die Cotangente Ded Bogens fu in-eing
PReihe vermandelt, deren Poteftaten nach den Poteftaten o
u fovtgehen , fo laffen fidh) daraus die Werthe dec Budfy
ben A, B, C, D, E, 2. erfennen,

§. 119,
Da alfo s = Fcot. Fu ift, {o hat man gu = A, cous
gnd Ddifferenstict man, fo witd ddu= = ﬂi?— ober 4 :
It 458

ds
e Fr¥gss=0. Da tht |

4ssdu =0, ode
F du f-4ss oder o

.S :.:-I~—- Al =— Bu3 — Cuf¥ = Du7 — Eud =
u

ift, fo wicd :
4dse 4 ¥
e e B — . 2 e ' & — .-;D%'
du = St S Lad

=30

I = i

4ss=i — BA == BBU gCud — gDub -l
nn

-i‘ 4&2112 'i- Sﬁﬁu4 'l‘ thuﬁll'ﬁ
¥ 4BBus T4
i
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und bringt man die homogenen Glieder auf o, fo befommt
man

b A

il

L
=]
w Bl

B

|

———
.
ry
wn
|

B

C el
7

A 2AC $ BB
9
i E_____zh[)-i-aﬂc
0 00t ' L
i e __2AE+2BD¥CC
Fles 3
e 2AF ¥ 2BE ¥ 2CD
== =
2AG+*2BF+2CE +DD-
goL1s H=
* 1?
(L 0 E
und s fallt aus diefen Formeln fehr deutlich in die Augen,
o ol Daf jeder Diefer 2Werthe politiv fep.
§. 120,
=l Da aber die Nenner diefer Bride fehr grof werden,

; und die Rechnung nidht tenig erfchreren, fo wollen tir ftatt
: ber Budftaben A, B, C, D, 1. folgende Subftitutionen
4D¢ brauden :

ﬂ-_:-_f.._
s e
u B= B i
- Ih2I3n4a5
'

%
2
il

1.2.3...-7
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)
pie=
I & 2 - 3 . . L] L - 9
£
B =
I'243linao|1[
aCe
f{gdann findet man
F—
— 2
B = 'g"’:’
y = 2.3ap
8.7
$ = 2.%4y T — 8%
4.5
10.9 8
s 2408 2. —
12 I12.11.10 12.11.10.0:8
€ —_— B &E‘t. * 3 ﬁET -.———--—-———d—:‘?’]‘
1*2-3 1.2...5 11.2.|.aolf
& SRl 14.T2.12 14.13.12. 71,00,
9 232, —rd T 2, — Bt - e
: '2'5 5 -I. 1-244-5 -1‘ l.ziim-t?
3.
§:t 131

it mehrer Bequembicheeit aber bedicnt man fih bt
Formeln:

ﬂ_-—

I
2
4 e
8 = —,—
> 3
5 | =
6
¥y = =—.af
3
- 8 8.2.6 #8
g h--qw*/'f-: — —
3 3:.4.5 2
i{e 10.G.8
S = %0 T = 8
» "{'4'5 2




e
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12 2.1T.10 12.11.10 0.8 4%
_— =, % n,ﬂa . | B
< 3 ¥ 3:4.5 ¥ 3:4.5.6.7 =
14 14.13.12 14.13.12.11.10
9 = —.af f——— B f — 2
3 : 3-4:5 ¥ 3:14.5.6.7
1 6.15.14.173.
5 ::iﬁ.m-l-lé 15 M-ﬁ«fi‘h 15.74.13 12.”
3 3:4.5 3.4.5:.6.7 '

3 16.15....10 33

F o) B
2.

$Hat man nun nady diefem Gefese, bey welhem die Rech-
nung mit feiner SchwierigPeit verfnlipft ift, die Werthe der
Buditaben <, 8, ¥, 3, 1. gefunden: fo (a6t fich dag fummis
rende Glied jeder Reibe, deven allgemeines ober dem Unzeiz
gee x jugehoriges @lied ==z ift, auf folgende Urt auss
Drucfen

Sz =fzdx } ¥z} i i fa i . A5 ——
1.23dx  1.2.3.4 5dx3 * 1.2..,dxF
dd7z sd9z ddriz

1,3.2" "9d‘v‘7 | - R lldxg—- 1256 131:_1}{” .{- :r'

Wad aber dic Bucbftaben «, 8, v, 9, . Deteifft, fo hat
man dafic folgende Werthe. gefunden:

& = - Li0a T §
2
 §

ﬂ:z 1.2.38 == §

S

f--a"'t:j- E.2.3.47v = 4

=2 1.2.3.4.5% = 36
10

: =—g~ T:243:4,68 = 600

R -
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691 3
{= Sia 1.2:3...7{=24.591
35
9 = == 1.2.3... §1==20160.3§
. 3617 5
e o 1.2.3. .+ 93=12096.3617
__ 43867
= - 1.2.3.,,10:=86400.43867
42
7= s¥gnasvy
S 1.2 3...,11»=362880. 1222277
854513
& == G 1.2.3...122=79833600.854513
1181820455 '
= P 1.2.3...332=11404800. 11813204}
__ 76977927
S 1.2.3...14 £ 109109145600, 0/
__ 23749461029 |
2 = ?;-5— 1.2.3...Iggz.;;sSprq.féoo.23?49451059
S 3615841276005 . i G
— i 1370
462 1,2.3:., 167=45287424000.36 155414
20s
§. 122,

Diefe Jahlen getwdhren durdy die gane fefre ponld
Reihen hindurdy den gedfiten Nugen. Denn einmel ¥
fich Daraus die leten Giieder in den Summen ber guid
Poteftaten finden, wovon oben (im erfren Theile §.63) 4
mevft worden ift, daf man jie nidst eben fo alg die 10
Glieder aus den Summen ber vorhergehenden Potefid
erhalte. Denn bey den geraden Poteftdten find bie b
@lieder dev Summen Produlte aus x und gawifen 3*’1’[?
nemlich fiie Die 2te, 4t2, 6Gte, te, 2, % &, 4x L% n;l:!

abmtd
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abrecbfelnden Jeichen. €8 entfprinaen aber diefe Jablen
aus den Werthen der Budhftaben «, 8, v, 3, 1c. weldhe wir
vorhin gefunden haben, wean man diefelben dburdy die unges
raden Fablen 3, 5, 7, tc. Dividier. lebrigens nennt man
Diefelben nach dem Jamen ihtes Griinders Tacob Bernoulli
die Beenouillifchen Sablen, und fie find:

o  §
e — — |
3 6
B I
5 30
G L =G
7 42
0 1
45 9 30
g TR =
£ 691
4h10%) 1*; == -2—?55 =%
7 7
1yl = = e =&
-%‘ — 3.?2 = 5
17 510 %
$ - 43867
—_— = s L e 3 :
oo it 19 798
( il BB IR6FL =l 283 . 617
genald 21 339.7 ' : 330
20V A TR 0845% — g = I1:.131.593
fibeigd | 23 138 ' 2.3:23
teftitd w 236364001
G o e e S
¢ [oale 25 2730
R Fasgs 2 8_5_5_}:3 e {_3:}_42791:
0 W o 2 s 6
s | " % s =
) 5
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£ 23749461029 9
| 29 - 820 ot
6152412%6005
_,r_=9 15841226005 o
L 14322
3,
P o123 _
@3 loffen ficd aljo die Becnoullifdben Fablen ¥, B, Gt
unmittelbar aug folgenden Sieichungen finden:
I
gl
%: m _...‘_..%E.‘.'.
I.2 5
6. 2
E= "'""5' v'_'l-gi%‘
-
= 12 ye oy 10 T2
1.2 9 1:2.3+4 9
¢= 1220 2 gp¢ DTl =N
[.2 1L s II
12.11 2 12.11.10+9 2 ’
—_ 4'-'"';9‘ rre o %ﬁT
% Ie2 JG % .2.3.4 I3 II
12.11 m___g__:.(;'.;r I 63
1.2.3.4.5.6 13
= 14#“'13.3—.{{3 + 14131210~ 80
' 3@ <15 E.2.3+4 15
14.13.12.11.710.9 ‘_2_*@:9

i3 ugsa-5:0 15
2,
wnd dasg Gefet diefer Gleichungen ift offenbar, toenn Ml
nuv bemerft, daff da, o dag Duabrat eines Sndyfrabere
porfommt, der Soefficient nur Hald fo grof fey, alé er nad
der Regel fepn ju mibfent feheint,  Cigentlich abet muf Mo

bl
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Bon der Cefindung der Sunnmen Het Nethew 10, 1359

die Gficder, in welden die Feodufte aud ungleichen Bud-
ftaben enthalten find, al8 jwepmal vocfommend anjehen.

“Denn s ift 3. B.

12,11 12.11.10.9 121110987,
BE= == UGt @R T T
2 1.2.3.4 1.2.3.4.5.0
B g e 5 Tl EE g TR TR
B e e DU LA ) ]
O T T Ei23 4 v+ 10
§ 124

Dann finden fich die Rahien «, g, v, 9, 1%, aud in den
Ausdedefen der Sumnien berjenigen Bruchreihen, weldhe
unter folgender Formel

I T

Ifggfain’f‘if;'f‘gg
begriffen find, fo oft n eine gecade pofitive Bahl bedeutet,
Wiv Hhaben die Suminen diefer Reiben in der Sinieitung in
die Analpfis Ded Unenbdlichen (im esfren Dude im jehnten
Capitel) durch die Doteftaten der halben Peripheric =, wo:
bep der Haldbmeffer = 1 gefest wurde, audaebeuc®t, und das
feibft trifit man die Sahlen 2, B, 7, ¢, 3. in Den Coefficienten
dicfer Poteftdten. Domit aber died nidht sualliger IBeife
ftatt su finden fdbeine, fondeen die Nothmwendigfeit davon

s 1l v

evhelle, mallen twic eben diefe Cummen auf einem Hefondern
Wege fuhen, wo das Gefer derfelben fich beutlich wird wakhrs
mehmen laffen. Da wir oben (im swepten Capitel §

_ -33.)
aus der Einleitung gehabt Baber,

- 7 m I I g I T I
oL —F 50— T — 'f' NPT . -
n n m D—m ° 1+m 20—m " 2nfim
s
n=m °

fo.iff, roeqn man je swey und srep Gficder beveinigt,

]
B
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« m I 2m 2m 2m
—XOot, - ¥ &= —— — — - -
I n n m n2-—m2? 4n3-—m2 gni-mn?
2m

oot ﬁ'?fn

16nz—m2

und bieraus folgt

 { ¥ ¥ I ¢ T $yz
n3-m3 " 4n3—m2 " gn2—m32 ° 16n3—m?
| x m
b S —— COt, — %,
2m2 2mn n

Nun wollen wir n = 1 und anfratt m den Budfb
u fegen, fo da

§ X  { T L.
s % o §0,2 i il
I--u‘-'.r‘i'4--u=- : 9-w-uz+l6-—u-‘l 75 2uz ‘U

werde,  $bfct man diefe Braibe in Reiben auf, fo il
man ;
I
— us: usd ud ud o
— uz 4 us 4 us t
T 1 uz ué ué ud
i i s e R S N
4—u2 2 T 24 .I' 26 1' o8 nl0 T
|
Y I u2 u4 _ ud us '
_— e — } — F — ._E-f!r,
g 3% 30 3t oY
1 I uz us ut us
St & o fomes e OF AT
3,
|
§. 125 |
@ent man daher
I T T
o
Rl teed et
I 1 I
1 i, =b
o ;
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Fr=

hfiabin)
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ll

‘I'—*—‘I'--—-‘i'-*-'l'?f

f I I
1'1‘23 g 75 '1‘43 +2 =D
1 I

I’fgxc?gxo%q_lo'fn-'ﬂe

20,
fo bermandelt fich die obige Reife in folgende:

I -

atbu2fcudidud fens ffulo i, =—— — —cot.wu,
aa 2u

Da nun §. 118, gefunden worden ift, Daf bep den Budbitaben
A, B, C, D, 1., wenn man

I
s = ——Au—Bu3 — Cuf —Du? —Eu9 — g
u L J

fegt, s = Fcot.du wird: fo befommt man, wenn man

#u anftatt Fu, 0der 27u anftdtt u fest,

I 3
fcot.au = —— = Amu— 23Ba3y3 — 650 xs
il 2" Cxsuf —

27D =7Tu7 +— It

Cmacds g
und multiplicict man durch —, fo toied
{5
-t : Air2 5 Brd ¢
'—'Dt.ﬂ'u——""-—-ﬁ s e L "'—"'r’ —
20 2uu i Croud — ¢,
und daraus folgt

H x

— — — cot. ¥ —— e n3 4n2 3
Hereh ot.wu 2A72 § 238 xdy T 25CaGué §

27D=#8us t 1,

Da toir nun fo cben gefunden haben, daf

1 .3

e ;cot.wu = at buz f cusd ¥ dus i,
ift, fo mug auch nothroendiger Weife feon

[ 8~
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2a 2y
G = 2A=x2 e I - IR — Sty
I F.2.3 : G
n3 Al
. b =— 23Rxr4 e —i—- TE = -—‘-—\?—.[4
1 2 314-1-5 Il203r4
s a5
¢ == 25Cx6 .. A A B ¢ a6
-7 D  §8 B
' 278 279
D = 27Dx$8 T P e B T e ai
L.2:2.5 49 1.2.0.8
; n9;g _')?
£ = 296710 —= ——— 210 = al
8T T PR L2400
oI ¥? AT1If
f £ 2IXIfgl2 = —— " 12 == el
-I- 23 -I3 1.2.--*”
p i
§. 126,

uf diefe leichte At laffen fich nidt nur alle Rfate
geciprofen Poteftaten, weldbe deb vorhergehende §. ik
fhnell fummiven, fondern ¢8 erhellet jugfeich, tie e
men au¢ den Werthen der Budbftaben «; &, v, 3, 1 M
audy aus den Bernoullifchen Sahlen U, B, €, D, x. 4|
den weedem.  Da wir alfo im 122ften §. funfjehn vot b
Sablen angegeden haben, fo laffen fich davaus die Sund
aller geraden Poteftaten bis auf folgende und jioas e
mit eingefchloffen erhalten:

i I I I R

Xt 230 T 330 :: 430 T 530 T 63¢'f‘f" :
&8 ift nemlich die Summe diefer Reipe
o 30 == 2259 730

I.2.3....31 Iu2:3 30

8Bill man biefe Summen meiter fovtfesen, fo ift folde M
die fernere Entwictelung der Buchitaben », & 7 & oM
ﬂ! Dy @f iy Iﬂiﬂbta

229

r—

i
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§. 127,

Die Erfindung der Rablen &, &, 3 3 1. odet det bats
aus abgeleiteten 9, B, €, D, i¢. verdanfert wis votiiglich
ber @ntwicelung der Cotangents irgend. eines Winfeld in
eine ehne Ende fortlaufende Reihe, Denn da

1
Fcotdu = — — Aty — Bu3 —Cus —Du7 —Eu? -yt
n

ift, fo wird
. : ] :
Au? f Bu4 + Cn6 + DuS 43¢ =1 — —cot. % i
2

IBenn man alfo anftatt der Coefficienten A, B, C, D, i, bi¢
Werthe decfelden fubftituict, fo findet man
an2 pud £ ¥ub dus
i
1.2-3 1.201.5 1-2.“;‘?

u

I — —cot.3q,
2
und toenn man die Bernoullifdhen Sablen Sraudht
Mriz Bu4 Gue Dus
— F —— —— s
1.2 1.2.3.4 L.2,,..6 2558
u
I = —cot, 24,
2

Aug Diefeh Reiben laffen fich turdy die Differengiation unz
3ablige andere hetleiten, und fo eine Penge von Reihen
fummiren, in welden jene merfviirdige Sap

len vorfommeti,

§. 128,
20it twollen die erfie Glei

dung nehmen und diefelbe
Duth u multiplicteen, o daf

wiid gus yu? - dus
SR el . L z,f‘ "'_-"':’
1.263 .-1.2...5 1.2....? 1c2||0-9 :

i -
0 == ——cot,5u
2

fvérde,
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werde.  Differengiivt man und dividict darvauf durd du f
1 pefommt man

ot -’f ant ——?m «—iu——- F2¢. = 1—ucotdi |
X .2 2.3 .1. ...... TG (- TR
1 uu r
1 4(lin. gu)2
und, toenn man von neuem differengiitt,
fu3 yu¥ % u
....-I-.—-——‘l‘l % 4§'f'lf.:l—~cot.?ju M—.
uucof. 3 u
4(fin. gu)3’
gRenn man Hingegen die antere Gleichung Diffevenyitt: b
ird ;
-915? Bu3 + Cuf 3 Du? — 5 pomiet
B ity LS ]

u

. 4([in. g u)2

Set man daher u =, fo wird, toeil cot. g7 =0 urh
fin.du = 1ift
= L Bx 4 yx6 on 8 Ly
"-"12; 1234051.1!21-301"? . 1'23"'9.
x2 ax2 Bx 4 wx6 and
B e T T "ﬂgf"'
4 oy B 234 142:3040 ~ 1230w
4
§ B 213 112 3-4-5 I|2l3'”."
oder
I gty 2 e L
= % e
1.2.3  Le2:3u4e5 Dededt 7
fefons

und zieht man hiecoon die erfte Sleihung ab fo
aman '

B (e S LY

il

£

123 1.2:3.4¢5 - LiZe3ene?
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Bon der Erfindung der Summen Der PRethen 2

Tl =
. *‘1‘3
Serner ift
Ux2. Pxa Gx6 D8
I = —f— F — % T 2,
I,QTl.g.a..; B2 eIl 83, .. 8
k. Ur o B Cas DR
i e e A€,
4 L ¥v2.3 1.2:3.4.5 " 1.2.300.7
odet
1 A + P2 " Cra Das #
— = i B e o [ 2:0
4 I 1v2..:3 1:243.4.5 " 4.2:3...7
¥ 120,

Aug der Tafel der TWerthe det ahlen

toeldie wiv oben §. 121, mitaetheilt haben, echellet, daf dies

fetben im Bnfange abuehmen, dann aber wieder wadhfen,
o twar obne Cnde. @8 mwird alfo der Mube werth fipn
ju unterfuchben, in wad fiic einem Lethaltniffe diefe Sabhlen
gu wadhien foctfafren, nachdem fie bereits eine fehr betracht
lihe Bedfe erreidt'haben, -, G fen alfo: @ irgend eine vom
Anfange febyr moeit entfernte Zabkaus der Reibe o, g, ¥, 9, 1€,
und 4 oie unmittelbar darauf folgende. - Da duteh bicfe
Sablendie Summen der reciprofen Poteftdten beftimme mers
en,fo fep 2n der Exponent eer Poteftat, in deffen Summe fidhe
befindet, alfo 2n % 2 der Erponent derjenigen Poteftdt, D03
¥ gehort, und n fdon eine fehr arofe Rapl. Dann hat man
aus §, 1235,

I I T o2in-Ip
I -l. = e, -f .i- 2{.1—.—.""—"‘—————__7’-211
2an SZH 42“

| I 2Z0+X4),
Ll T R s - ool ks GRS,
20T 32012 Tyania L2 3..20t3)

Dividict man alfo Dicfe Neihe durdy Jette, fo findet man

I 2 I
IF — + — k3¢,
aznfz 2202 4‘;-, wrd
—_—— — E_ﬂ__ﬁ_ ——
. 3 | R 2n *p:z);;nfj) @
B4,y S T —q———zn T,

Lulers Diff, l‘iccl;n.;. 2, TH, 1. Ybth, by Da
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D abet n eine febr grofe Sabl und bepdeReihen fehe mie °
= 1 find, fo roird
_.E: . (ent2)ant AL TN

e
o

—

42 472 T
Mun jeiat n an, dad wiepielite Glicd bie Fahl ¢ bon it
erften « angevedhnet fep, und €8 werd fich daber die Jall¢
3u der folgenden ¥ verhalten wie =2 gu n2, und dicfesew
haltnif woiiede, tenit g eine unendlich grofe Sahl ware, |
gBabrheit volifommen gemag foyn.  Da alfo == bepnal |
= 1o ijt, §0 wird, wenn man n = 100 fent, das funbertit
Slied ohnacfahe 1oocmal fleiner ald das folgente, @i
ven alfo die Sablen &, 8, v, 9, 2. o toie auch die Ternouls
{dben U, B, €, D, 1. cine fehr divergivende Meibe, Dit o
nod ftarfer anmdadft als jede geometvifhe Reibe, big maf
fond foctfcheeitet. |

Hat man alfo die Werthe der Jaljlen &, 8, v PR
von A, B, € D, 2. gefunden: fo faft fich, wenn eine R
porfomme, deven allgemeines Glicd z eine Funftion fed
Anseiaers = ift, bas fummirende Glied Sz avf folgendedi |
gusdrucken:

1 : 3

Sz=fzdx + #2 + — . jf_‘_ SR ‘____‘f‘.i_a

6 1.24d% 30 - 1,:,3_4&33

ey ;
4 2 AL TR s S o s
42 IOQJSdt-oﬁdxf 30 II2|31."ij.
- de 411z

'i‘. -~ . : —— .EQ_E- ._._._.-—-"--—-"E;E:‘
66 1-2.3....1'0{1:\;9 2730 [.2_3,...[2-
§ s et 2 aey S
6 I.2%3....14dx3 510 '1.2.3'..“155h
g 43857, dt7z __ I74611 i S
798 14243044 18dx"7 330 1.2.3000 208
*




b

Jably |

6 Moy

i, B

‘pnalt |

bestfi
&3 bib
noull
¢ fol
mi

it

fed |
dedli |,

&\

=
=

EA

(=
=
=

4
.

. 834513 d271; 236364091 d23z

i L]
2 I BT = 2 ]
1385 1.32.3...23dx 2730 1i2.3...2adx*7

5 Q 531 3‘ d25z _ 23740451029 d27z
o B [T =5 ard ?
6 1._.3...‘_66}( B{D 1-2-3.-.28d}{}?
B 8615841276005 d29z
14322 1.2.3....30dx%

T ll:.

Kennt man Daher Dad Sntegral £z dx odep die Grofe, beren-
Diffevengial = zdx ift, o findet man daog fummirende Glicd
vermittelft einer fortgefegten Differensiation. @g mug aber
Dabey nitht aus dec Acht gelaffen werden, Dag ju diefent Hugs
beude allemal cine beftdndige Grdfe von der Befbaffenbeit

“fommen mufie, wobep die Summe = o wird, twenn x in

Nichts Ntbergeht.

9 135
gBenn aifo z eine gange rationale Funbtion von « ift; fo
108k fich Dag fummitende Glicd , weil alédann die Diffeven:
gtatten endlich verfhmwinden, durd einen endliden Augdryck
Pacjtellen. Died wollen wir duvdh cinige Benfpiele erlautern,

Erfies Erempel

Das fummirende Glicd folgender Reibe 3y findets,

I- 2.3 -4- § “

1+9-I~25~I-49+811~--n--%(zx——zjz
Da fier 25 (2x — 1)2 = 4x2 — 4%+ 1 ift, fo tyicd

fzdx = $x3 —2x2 ¥ x
benn hieraus erhalt man durdy vie Diffevengiation
4xxdx — 4xdx ¥ dx = zdx
RNun ift fernier
dz

-——:=8x-—-=4

- dx
£a

fx.
2.
g

e

il
i
i
1

|
il
.:J ;
] =:':.
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ddz g
| T
diz
iy e O" "
ET o

alfo das gefudbte fummirvende Glied =

%xa_gxﬂ%x{-:xz—zxfif‘;—x-—-%ic;'

und da bie beftdndige Grdfe C fo befwaffen fepn muf, i
dadurch die Glicder 5 — & verfchroinden, fo ift

X
S(2x—1)2 = 4x3 — 3x = E(ax-—l}{zxﬂ) '

9fuf diefe Art ift, wenn man x = 4 fegt, dic Summe i
4 crften ®lieder

149 F 25 49== %.7.9 =84

Imentes Erempel

Das fummirende Glied folgender Reibe su. find

L =R 3 4 %
1% 27 % 125%343 %. . e ane(@x—14
Da _
-z = (2x —T)3 = §x3 — 12x2 } 6x—I
: ift, fo toicd .
{fzdx == 2x%4 — ax3 4 3x2 N
dz
'é;':ﬂ:;xz — 24x 1 6;
ddz
ol e
d3z K
dia s
d4z
na = 0, I«

Do




Bon der Erfindbung der Summen der Reifien 1. 149

Demnadh ift
S(2x —1)3 = 2x4 — 433 § 332 — x
T 4x3 —6x2 + 3% — 3

I ~ 2X2 —=ax ¢+ %

| s s
S das ift
i !E' (2x —I)3 = 2x4 — x2 = x2(2xx— 1),
M .
b | So ift 3. B., wenn man x = 4 fest,
| Ik 27 1125 F 343 = 16.31 = 496.
1) |
§. 1398
me ¥ _ ! _
Yus diefem affgenteinen Yusdrude des fummirenden
Slicded folgt fehr leicht dadienige, weldes wic im etften
Zheile (im erfren Capitel, §.29.) mitgetheilt haben, damals
abet nodh micht betveifen fonnten. Denn fepen wir
z = x1 fo ift
i -
p o= —_xn¥IX
fzdx n-i-lx ,. and
i ; 5 = nxh-1
dx
ddz
. dﬁ-: n(n—y)xn-2
, d3
. E§ = n(n—1)(n—2)xn-3
dfz ==
qes — n—=1)(n—2)(n—3)(n—4)xn-5
d7z =t :
ot nn=—1) o s v o+, . (N—6)sn~7

.

und hieraus ergicht fidh fn!aenbe§ fummivende ju dem allges
meinen Glicde x» gehdriae Glied:

zmi‘«lﬂ { 3 : Qxn
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c

o

ON . "
12 2l 1= Bln Bln

2730
7

6
3617
510

n(n==1)(n —2)Yn—12)(n=4) o
4 - X0°

T e P an e S AT
filn = 1) . ” (n—t‘i}“
— x-'.

a3 R S B i Vi

#

(n—8§)
xII‘S'

L]

. (n—10)

» 10

_\;E‘I:

. 12

(n—-—l::]:(n_,j
. 14

(n—1

B

i3 L R ]
43867 nn—1) . .. . (n—16)
=08 FAR S e o g e

af—1) &'

174611

330 243 8e s a2+ 20
854413 Nn~—1T) /o 0 (n— 200

138 ; 2% 3 ® - L] Ll . 22
236364001 n{n—1) & . o . (0=22)

2730
8552103
6

23740061020

W . m——— =
L e ——— e e e

B I

) -

a/j0

8615841276005 nfn—i¥) . . .

e S

14322

g L

A=) o

e Sk e

nln-—1) . -,

Uh Sl et

&
by

~

o

oXxn ==
! . _1_ n+x + X n T - L n-%
—x0+T § —x —, - XO=
ngl 2 el ¢ W o)
i 3 -
n(n—1){(n—~2)
ey 5 : j xn—3 |
‘ 8 iR v

- —————

- {H —"2_{-1\_“_::
BRI

i) |
. {n -—-Ed.xﬂ_; {
o s

(=2

L4

B
i e e et
-

v 39

iy
D
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SBon ber Erfindung ber Summen der Reihen 2. 151

Diefer Auédruck unterfehetdet fich nicht weiter von dem obis
gen; alé daff wic hier dic Bernoullifdhen Sahlen U, B, ¢,
D, 1c. gebraucht haben, dagegen wit und gben der Jabhlen
s, B, v, 3, ¢ bebienten, und die Webereinftimmung ift of-
fenbay, = Hier haben toiy alfo die fummirenden Glicder aller
Poteftaten bi8 auf die drepfiglte, und jwar diefe eingefdhlofs
fen, aeben fdonen, weldied, toenn toiv ¢ auf eine anbere
et batten thun wollen, die weitlauftighien und veedrichlichs
ften Rechnungen nothig gemadht Hhaben ftirde.

§ 133
Wir habew {don oben §.59. cinen ahnlichen Huddruck
fie dag fummirende Glicd mitgetheilt, welder ebenfalls
nad) den Differengialien des allgemeinen Glieded fortfdreis
tet. Der Unterfdied, rodurd) ¢8 fich audjeichnet, beftand
davin, daf Daju das [ntegral fzdx pidht ndthig war, und
die Diffetenjialicn ded allgemeinen Giliedes durd)y gemwiffe

- Gunftionen pon x muyltipliciet twecden mufiten. Wit wollen

daher cben denfelben Ausdrud nod auf eine andere Yct
fudben, welde der Natur dev NReihen mehr angemeffen ift,
und rwovaus jugleich dad Gefen deutlicher erhellet, nach tels
dem vie Coefficienten jence Diffevengialien fortgehen. E8
fep affo Das allgemeine Gifed jener Reibe z ivgend eine Funfs
tion Ded Angeigers x, vad gefudte fummivende Blicd = s.
Da diefed eine foldhe Funftion von x ift, wie twir gelfehen
Daben, daf ed verfdipindet wenn x = o gefetst witd, fo ift
rach den von den Funftionen diefer et oben erwicfenen

Saken
xds _ x2dds x3d3s x4d4g
§ mm i o —f g,
Idx " X.2dx2 - 1.2,3dx3 ° 1,2,3dx4 :
= O
R4 § 134.
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§- 134

¥

Di s Mie Samme all-v Elicder dev RNeihe, vom erfin

big rum Legten z, tn'fich beareifts fo ift flac, Dok, twenn i |

im s anfiatt x den um eiré Fleinden Yusdeud x — 1 ful |
dte porige Summe thres legten GSileded beraubet meh
@8 1t nemilich I.

ds dds d3s d4s
Sz =g — T — — - —— & — = {,
dx . 2dx= Gdx3 ° 2.dx4
und alfp
‘ds dds d3s d4s
A — e R — + 1
ax 2dxz 6dx3 24dx4

Diefe Bleichung gicht cin Mittel an die Hand, aus demiy
gebenen fummivenben Blicde s tag allgemeine Glied wiv
dem, twobey wir uie nicht aufsubalten brouben,  Verild

i

ot

man aber die gegenmwdrrige Gleiduny auf eine aefdidelt
mit derjenigen, weldhe wir im vorhergehenden §. acfuld
haben: fo laffin fich die IWerthe von s durch = und z bl
men.  Wir twollen ju diefem Endjwecte f
Bdz .. .€ddz . Dd3z i Ei4

Ss—Az T — — —
dx dx2 °  dx3 dxé4

fegem, fo Daf°A; B, €, D, 1. die erfordectichenm Cocfficicntt
bebeuten, obne ju biftimmen, ob fic beftandige ober erdp
Cetlihe Grofen fepens Dennida

ds dds d3s dés d98 T
BIES i b i peiaiics G
dx  2dx2"7 6dx3 sgdx4 " 1oodw

tft, fo befommt man, fwenn man daraus die Werthe vork
dz "ddz d3 £

it in Die obige Gleichung bringt;
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s

I

S
Ads Adds Ad3is  Adas Adss

—— s e P, e

- - —_— .
dx ' 2dx2 - 6dx3 ° 24dx4- 1a0dxs |

Bdz , Bdds ~ Bd3s  Bd4s = BRass
tom= oot =ty
dx dx2 2dx3 ° Gdz4 24dx4
Cddz CJ3S+ Cd4s Cdss
L i dx * 2dx4 (_j.dxs' i3l
Dd3z ., Dd4as Dédss
dx3 5 . i dz4 = odxs T 2.
Edd4z ! EdfSs
die S g e
i,
und diefe Reibhen sujamaten genommen geben daher Null,
§. 13s.

Da alfo nach §.133.
xds 5. %2dds - x3d3s  x4d4s x5dss
O S mm e o —_ o i L
dx ' 2dx2 6dx3 °2.dx4  yo0dxs
ift, fo ergeben fich ans der Vergleichung diefer Reibe mit der

vorhergehendea folgende Nusdelcle fitr Die Budftaben A, B,
C, D3¢

W =%
X2 A
B &= i =
2 2
N X3 B A
Y] e e e— =
(8] 2 6
= x4 e B A
I}.___'.. T e e m— et e —
2 2 6 24
e x5 D 3 B A

120 2 6: = ;I 2 e
Ty
Dat man dafer die W vthe der Budbftaben A, B,C, D, 1.
gefunden, fo 136t fidh Das fummivende Glied s =15z au$ dem
allgemeinen Gliede 2 auf folgende et beftimmen,
? =

X5 Sz =
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BEZ Cddz r’d33_1_ Edaz F&;zf
t e g oA 1

dx dx2 df{-ﬂ- def
§. 136,
Da aber

A= X

Boe= 32 — X%

C== 3x3 = 4x3 ¢ gix

D = %% — ¢5x3 | %3

3.

foirds fo fallt in die Fugen, daf bicfe Coefficienten dichis
find, bie wir oben §. 50. gehabi haben, unbd e8 ift dafer wd
jene Befimmung e ﬂ:mmusntw Giliedes mit dev obuldy
fundenen eineclen. Demnady ift

A= 8x0 — 5.1

B = $85xT — X

= $Sx2 — #x2

r{
FKolglich ift |
dz ddz d3z a4s .
6z = XZ == —5% } ——8x2 ———5x3  — .stw-.f.
dx = 2dx2 6dx3 2 4dx

xdz x2ddz x3d3z x4ddr
Foii B
dx 24x2 6dx3 2qdx®
=l

&ept man aber in z, dem allgemeinen Bliede, x =
Befomme maon dag tu dem Anjeiger o geldrige Glicd; !
fest man daffelbe = a, fo witd

|Ii

'3 = %3 ]33
g Wiy R xiddz U T
dx 2dx= Gdx?
und alfo
xdz =~ x2ddz x3d3z  x4d4z A
— o FA oTe I, o ey 3 o

dx 2dx2 ° 6dx3 ﬂ*uh‘“ : i




i
_fl

j¢filben
ot auf
b gt

Bott der Eefindung der Sunmen der Reiben . 1 35

Cubitituirt man dicfen Werth, fo beFommt man

dz ddz diz
q 4 sz = """"‘"—"SXS %
cx 2dx2 6dx3 :

24dx4 .
Rennt man affo bie Summen der Poteftaten, fo (36t fih hiees
aus aus jedem aligemeinen Giiede das ithm jufommende fum:
micende Glied finden,

Sx4 — ¢,

§. 137
Da wir aber einen doppelterr Ausdruck fie dag fummi:
venve Blied Sz, wenn z dag allgemeine Glied ift, gefunden
haben, unbd der eine. das Sntegral f2dx enthale: fo fann
man nun durd die Vevgleichung beyder Husdricke, twenn
man fie eirander gleid fest, den Werth vou fzdx durdp eing
NReibe darfiellen, Denn da

Adz Bd3z | Gdea
fzdx 'I" ﬂZ‘i‘ Rl - Y — 3,
s Ia2dx - 1.2.3:.4423 1 3{3,..6dx% '
2 3 dz ddz 3 d3z s
(ET 12 =8 =00 | mm Gy 2 e ~ 39X 3Hp,
*t 1dx 1.2dx 2.3dx3" T
i fo wimd
{zdx =
ddz 3z
. I - ;
X ‘I‘"})E—* a—a—(Sh T ?."ED 7 i ":ET-:E'- K = e é?_—sl':s‘(;— i%)
d4z dfz ) d6z
TSl e e Bat b 1) poa et
24dx4 1200x¥ 720dx5

A7zt g
B _""_"“__‘“""_ rkgx.? = ‘%" m‘) J' :Cj
5030dx? !
wo dic Buchftaben A, B, 6, D, 1. die § 122, ftehenden Bews
neullifcdben Safifen bedeuten.

3

1)
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&2 fep 3. B, z = xx, {0 toicd

’ dz dd»
s e é;:ﬂx; unb:—:;::.

Kolalidh ift
frxds=(xtDxx—2x Fxxtix ¥ ) T 1(5x3 Fixatiy |
oder

fxxdx = 3Tx3,

@8 gicbt aber x3, wenn man differensiiet, xxdx,

0. 138-’

Hier jeigt fich ein neuer Wea, die fummirendenlickt
ber Reiben der Poteftdten gu finden. Denn da fid it
fummicenden @licder fehr leicht aus den borhin angenw
menent Goefficienten A, B, C, D, 1. jufamnienferen bin
und fedet dicfer Coefficienten aud den vorfergelendent
fteht: fo witd, menn man in den Formeln des 35 ften §o \
ftatt jener Budbftaben die §.136. gefundenen Werthe fith |

SxI —x =ZXX— X
Sx2 — x2 = $x3 — Ix—35x —3%)
.2
8x3 —x3 = :—_xﬂ- — ﬁx—-. %(sz _KZJ ot 3—;;:5,\[""“
- 4'3 155
Sx4 — x4 = Ix5 — Ix— 2(Sx3 —x3)— :--3(53 ~1)
s (5x —x%)
2 [ ] 3 L] 4
1. !
v ] " i §
Hiecnad lafien fich die Summien der Hohern Potefatin ¥
ven GSummen der nicdrigern finden.

1y
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Bon der Eefindung der Summen der Reibente, 1 57

§. 139

Betrachtet man aber das Fort{reitunas - Giefes ter
Cocfficienten A, B, C, D, 1c. toeldhed §.135 gefuiden mworden
ift, genauct: fo bemerft man, Daff dicfelben eine wicdectel-
vende RNeihe bilden. Denn entwicfelt man den Brud

x ¥ axxu F.6x302 ¥ Loxdu3 § ;1 xSud g0,

It Zu + iuz § zzu3 Tagud tuc.
nach den Poteftdten von u, und fekit die daraus entfpringende
Reife =

A ¥ Bu ¥ Cu2 % Dus F Eu4 ¥+ Fufs % 1.
fo wird, wie wir vorhin acfunden Baben,

A%y B—2xx — A3 .

und hat man diefe Reihe gefunden, fo befommt man daraus
die fummirenden Glieder der Doteftaten s RNeihen, G8 geht
aber der Beud, qus defien @ntwictelung jene Neibe ents

xu_l

. ' e %
fpringt, in die Form s und wenn x eine gange pofis
tive 3ablift, in folgende fiber.

Idhelfe2d fpesng,,, ., fex-xm

Da alfo
b £
et 0 F P——t
I 1.2 I1:.2:3 " T.0 34
(2u 4qu2 gus 16usd
et =g — 4 + + 16
.l 11-2 I-Q.g 1.2 3.4
u 2 =13
e3v.e=y 3 + s i ¥ 274 81u4
L

112 Ir23 I 2 3 .,;Tzc'

(35— & e :
e(x.ﬂ)u:i.i.‘x lJu.j_(x l}_lf_‘ (x IJ (k] (x__] 4&’ s

i 1.2 1.2.3ﬁ 1.2.3.41'
ift, fo wird

A"'_.“:x




A==
I B= SE—1).=.8x g
C=4£S5(x—1)2 = 3Sx2 — 332
.. D = 25(x =~ 1)3 = £5x3 — Ix!
iCa

{ind Hierdurdh toird der Sufammenhang diefer Cosfficientn
mit ben Sumimen ber Poteftaten aufd vollfommentte bifis |
get und auper alfem Jweifel gefesit.

— g
T L e e i -
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Sedystes Capitel,

Bon der Summation der Progrefionen burch ofjie
~ Cnde fortlauferide Reifen.

§. 140

f-!:../er aflgemeine Husdrucd, welden wir im vorhergehens
ben Capitel fiiv Dok fummirende Giied der Neiben, devens
allgerneines ¢ber i dem Anjeiger x gehdriges Glicd z ift,
gefunden Haben, nemlich

Sz = fzdx + dz + jf"ii‘ a2 _“L 5 ; "'“G'E—ii—- o |

A.2d% 1.2 3,4d33 ' 1.2,..6d%3

dient eigentlich jur Giefindung et Sumnien DevReiben, devert
aligemeine Slieder danze—vationale Sunktionen von x find,
toeil man in Diefen Fallen endlidh 3u veefhmwindenden Diffes
venjialien gelanat. Tenn hingegen  feine feldye Funftion
von x ift, fo gehen die Differengialien obne Gnde fort, und
man erhalt algdenn eiite unendlide Reibe, die die Summe
ver gegebenen Reibe bis und mit ju dem Glicde ausdrudt,
beffen Ungeiger = x i, Die Cumme der Reibe, wein fie
ohne Enbe for*gefeit micd, ergielt fidh alfo, wenn man x==ss
annimimt, und man findet auf Dicfe Ast eine andere D¢t voriz
gen aleiche-ofhne Ende fortlaisfende Reihe,

§ 1qn

Weitn man x = o fept, fo muf aud) bee Nuddrite?, nyels
$er Die Summe darfrelit, verfhtoinden, wie wir bereits ans

gemerft

= PRt

ARy
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genetFt haben ; und gefchicht th'FCﬁ nicht, fo muf man cinef |
dye beftandige Grofe ju der Summe hingufesen, ober von i
wegnehmen, daf diefe Vedingung erfille wied, I didk |

gefcbehen, fo befommt man
|

foenn man feBe

i vas erfie 1

gt vag 1fte und ate I}- ®lied der Neift
x = 3 - Dadifte,ateund SIEJJ

pi & b { o

aeil alfo in diefen Fallen dieSumme des erften, der berba
etften, der drep erften Gilieder u. f. t. befannt find, ik
foldhes auch ber TWerth der unentlichen Rethe, durd i
jene Gumme audgedrudt tird; und man fieht fich dadued
in den Stand gefest, eine unzahlige Menge von Reijinjt |
fummicen.

W 7. o

Da bep der Hingufiigung einee folchen beftandigen Gii
31t der Summe, daf diefe verfchwindet, wenn x =0 tied,
toabre Gumme aud alfemal gefunden roerden mufl, mie
man fic x andece Sahlen fest: fo ift Flar, daf fidh Dig foale
Gummne chenfalls allemal crgeben mife, fobald eine (i
beftandige Grdfie hinjugefest worden iff, daf in frgend Al
Kalle die wahre Sumnte hervorgebradt roied. Galle Dabt
fenn man x = o fest, nicht in die Augen, toas dic S
fir einen MWerth befomme und was alfo daju fur el ¥
ftandige Grdge gefent werden miffe: fo Fann mar aud
x andere Raflen fehen, und durcy Hingufisgung eines W
digen Grdfie cinen vollitandigen Ansdnct fire die Sk
ethalten. 9Bie? wicd durdy das Folgende devtlid) bl |

61 I';:I
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el | rgayak
[ hid g o dmi Ly
m, L.h‘ SBir wollen von {olgender havmonifcben Progreffion an-
b Diefe | fangen: :
. I I I . I
[ L = —_— gy 4 W e g o=l TR s'
A :

¥ z"--' LY o 1 = I
Da das aligemeine Glicd derfelben = — ift, fo mitd z =i
; X X
Rethe £ ; : : I !
e und das fummicende Glied s wird auf folgende Art gefunden
Buvdederft it

{zdx = id-f =1z, Dann fernes
beobes X
ot gz } Adds | g
il BT e A e 23!
daburd diz L . d4z ¥~
i Bdx3. = RV oada s o

dfz I

120d%6 o’ -
Diernad ift alfo

1Btk szlj;fi__i-;_“m___g_-i._‘_@__“
e, i 252 ' 4x4 6x6 Yx § .
, i 1, €.

ool Diefe binguzufirgende beftandige @rdfe C 186t fich aber aug
¢ folfe bem Falle, wenn x = o it, nidt beftimmen, Man fege
s olfox= 1. Da alédanns = g witd; fo bat man

i A B é D %

Dath I oo — —— = C, und aljo
Aumm = e b S B
% S, T R e
g ¥ c:-—-}—:-—-—-rﬁ——f-f:f.
sl Solglich ift dag gefudste fummivende Glicd

1 1 9 S I
gt 8 I P — — e E—-—‘*(L“I"E}"—-'J{
et | X 2% 2 4% % 626 ¥x8
it

2 G anug

AR e
2 8
fo 1 Eulers Diff, Rechis, 2. Ch.1.Absh, ¢ $. 143,
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Da die Berno 1!” ben q.ul 3, R3] G;~;! eine by
pergivende Reilje bilden, fo Laft fich Hier Der TWerkh N
ftandigen &5’-”‘15‘_: nicht wicllich dngebon, - Wlenn abir fir
x eine grofieve Bahl gefent, und e Gnpure ebon fo il

Glicder foicflidh gefudst wird, fodindet man Denfelben o
e :
b

ey g b ¥ RS L L Y P ¥ i M
eine leichte Met. Mian fepie ju dem Lnde x = 10! fo 1t b
(o ! S PP e A R iy
Sumnie det zehn cvfien Gicder =
P 0 g AL o ey o e P
2,928965253962253968

und ihe muf dee Audbrudd dev -.:Ju:zi.I::L aie

man darin x = 1o figt.  Daturd
¥ o o B € D

110 SR e e e S %
T 2 2c0 - gocuo  6o000C o * 80C000000

+ G

&
the 110 Den huperbofifchen Sogarithminé

i

Sehst man alfo
Bahl 10, und fatt ¥, B, €, w: tie cben bafie gefuiti
SBerthe: fo echait man 1."1‘:5 t—-Lc h.-.'-iifmi.‘:':;gc Grofie

> |

C == 0;5772456646015325
und icfe Rabi dructt dalyer bic Summe dev Reihe b
i '’ ¥

i -, (SR ) 4 e
e L e
2 2 & 6 5] 19

ﬁ"bEt I?‘iﬂ:] !L t.h ﬁtl anm :.‘ia. EUnHIe L'L', .}u [LE ft L'Ilrll

telbar gefunden wesden fann, die Summe L.ﬂ,ﬂud el
[| ) 135 Y oy "
— U g o _{‘_'“._. $o e —
2% ax2 434 630 L-bxh

s o b CUmm

Bedeutet aber x cing fehr grofeJabl, fo 136t i bie EusP
dicfer Reihe ebenfalls Kiche finden, toil algdann n;rgﬂit-u!_
Pt

diefes Ausdrucks in Decimal: Retichen gefunoen wird, &

ift jurdedesft £lav, daf die Summe, wenn man die e

ol
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E:zl:"iil-

el

‘:’uu‘.[[.' !
e

"]

\ ikl
%l.(!l."

pfﬁi
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Gt

ofjne Eiive fortlaufer (368, unendlich arofi fepn muf, indem
foend x == = wird, audy 1z ind Unendliche teachft.  Um
aber bie Sumine jeder Anzahl von Giicdern Defto bequemer
angeben ju fo4anen, twollen wir die Werthe der' Budftaben
U B, € e, in Decimal = Bricben aushiuden,

A = o, 1666666666666

B = 00333333333333
€ = o,0235095238093
D = 0,0333313333733
€ = 00757575757575
§ == 02531135531148
6 = 1,1656566666666
9 = 7,0921568627451

&3 1t alfe

f

©,0833333333333

I

0,0083333333333

i

0,0039:332539632

A slaclycle s ule

== O,0075757575757
12 — ©,0210927960928
&5
— — D34
e ©,9633333333333
16— ©94432598039216
i
Q
*

[
Ga
b}

=
™
0]
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ESrftes Crempel
Dic Summe von taufend Glicdern Oer Reibe:
j ER | I I I !
I — T e -ie o, -I- s -I-. s -j. e,
; ot Sl tondi - |

]

3 fisden.
Man fee x = 1000. T i
110 = 2,302585092994c456840 ift, fo mirh!

52789821

C = 0,5772150049015

1% == 6,90775

|
f

0,00050C0000000

7/4849709435436

. a :
jubty. —— = 0,0000000833333 ¢

2xXX
7,4849708605503
B
abd, —— = '0,0000000000000
ax4

P ———

fo E  7,4844700605503 Die gefudte Sumi
weldhe alio nod nidht einmal 73 audmadt.

Smwentes Srempel
Dic Summe von teulendmaltaufend Glicdern O Rl
I I I
1-1;1-;?4?:&
3u finden,
Da x == 1000000 ift, fowird 1x = 6.110; folgld
1x == 13,8155105579042
C = 0,5772156649015
1

— == 0,0000005000000
2x

und 14,3927262238657 = ber gofudit

Summe.

go ”i'
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§. 145
SNimme man. alfo x grofi genug an; o findet man die
Gumme fhon in dem Logarithmen von x, twenn man dazu
die beftandige Grofe © fent, hintanglich genau. Hieraus
lafien fid) voztrefliche Folgerungen ziehen, Bedeutet 5. B,
x etne fehr grofie Sahl, und fest man

I I I 1 K
i | Sy = A woe g B et
1%2}3‘4.1-51' By
, und
I T | Y | ¢
I'E‘-:—'i‘3‘“1’4“I*-¢-o-‘rx'f'==--x.fy-—-%

fo toitd, weil naherungsdmeife s = ix + C;umd e =1I(x}y)
¥ C ift
% ¥

t— s = lxfy) — Ix =“.._l—--;4

und e8 lagt fich alfo dicfer Logarithme nahecungsioeife dutch:
eine aus einet beftimmten Unzahl von Glicdern beftehende
harmonifdhe Reibe ausdructen, und swar auf folgende Avt :

xty I | g T
x_x'i‘[i.x-i:_gi.;:’tu_;-i-.'.‘-i-:%y.

Genauer findet man diefen Yogarithmen, wenn man die obts
gen Sumnien s und ¢ genauer nimme.  Da 3 B

I I
SFIxF CF— — 0 und

2% 12X X
I O e = T
22 ty)  12(xty)2
fo tird
e B L Rag X0 e
X 2% " 2(xty) " 12xx " 12(xfy)2
und alfo
g3 15

X




R e

i)

e

=
)}
N
}'....
[ <
-
(e
~—
LY
b o 4
e
o T
Q)
=
D g
(570
-t
L =%
ik
@R
=
=
—
2

xty (R | I S, 1 5
i et —f e Pt
X xfl o xta %13 xty 2%l

——— e

+ : /
2X X 120% 'ty 2

$enn aber x ¢ine fo grefie 3o ;ls i, Dafi bie beaden L

Glieder weagelaffen weeben Ponnens fo ift naherungswel
I o
1K—-'—'TY —_""'I"'—-r _-.-“;itilir[. _'-""m_ (“———-—
X XL X122 2% xiy

€. 126 b. _

9ud diefer barmonifden Jleihe taks fid aud die Guw
nie folgender Reile Herleiten, in welcher blof die ungetan
Rahlen vorfommens

i ¢ i s 1 ¥ SR + g
o i T = e T " e S T T A————
et R e " axtl
Denir da, wenn man alle Glicder nimme,
X T 1  ; 1
SR ST X
I L B i & —: -i- L T o s ‘i. SR
2 3 4 2X - 2% K
T ) | B 4
W2zt 1)1 Ck = = e o e
a(2xt1) 2AXTL) T glaxti T o6(annh

v BEs
bie Summe abev aller die gevaben Bahlen enthaltenid
Slicdes
¢

6 ° e
1S

0ie ""’i te Der obigen, ober

ofa
4

13 | -

4-!-1

S e e oD

= T —IK Y e o e o e e 8y
' - - -

2 2 a% 4x2 " £x4 12x6 " 16x8

A
ift fo befommé man, wenn man diefe Heihe von jentkd

bt
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\Xiy)

[
i

i
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-—
N

@y
adm
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7 I M
I = s v o i Ao
+ 3 + 5 $ - i i 2x b I
I ax ¥ 1 T ) | D)
=0 -}. 1..-'_—-—";‘“ _ﬂ__.:h_\ T 3 ‘E- _ 7 e { T8
2 v x °2(2xt1) - 202xt1)2 " g(2xf1)4
T | D
T 'i‘ TR 'i‘ (.
4% 4% 8 x4
§o  146.

an Fann aber auch vevmittelft eben deffelbent Nug:
dructs die Summe einer jeden hHarmonifden Reibe finden,
@3 fey nemlich

: PV R S A i
mtn 2mtn  3mYn - 4min mxfn
T I 3 3
Da das allgemeine Slied 2= ——"ift, fo wird
mxtn
s dz m
fzdx =—Imx¥n)ys = <
m dx (mx ¢t n)=
ddz mm - diz m3
2dx2z (mx+tn)2’  6dx3 = (mx '} n)a’
d4z m4 dsz m¢$
——— I e e I TR
24dx4 (mx+n) )2 120dxS (mx )6’ :
%!lfa foird
A m Bm3
s:::Dl-—I[mx-fn)-I- ——
"’(mh n) 2(mxfn)2 ° 2(mxfn)4
Eme Dm?7?
b e e o T R e R R T ot ICD

6(mxt n)¢ ° §mx+tn)s
Cetit man demnadh) x =0, fo witd die hinguuferende bes
ftandige Grodfe

| ) ¢ %n Hm3 _ Ems
D =1 e o L i T

-
»

-
e

§. 147.

...\,..
X R
T

e e

=

e
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. X147
FBied Hingegen n = o, fo belommt man, da
-'1‘:'_ + '_!:‘ + ""L" h']'m J a #ala & 'i‘ H-L |
Mo eamet gim s ogm mx
1 B NES | o B
=€ ftlr Pl — 1
n m 2mx 2mx2 4mxe
Hingegen
I I i I
1 g0 PpL 4. i _ s ata g T
b TRl Lo g
A
C¥+Himzxf —— — — i,

2mx 2m2x2 ;md-_us _
ift, wenn man von diefer Reibe jene mmal genommn thi
3ieht, fo daf diefe Meihe ficdh ergiebt,

1 1 !
l'f_"i"-'"%""'TI:!'I“‘"""I'.--'!"-‘"T-H‘I'-'
3 i

¥l cm 3m

m m m n
C— — — — P —— -

m 2m Jm i

die Summe
¥ - . B

T i i X W, 1)
+ 2mx om3x2 4max4
% B
e —— * F—— —— Bt ? ?fl

" D% oxX2 4 x4
und febt mon x ==, fo twitd diefelbe = 1m. EA"
gran alfo i s nady und nadh tie Sabhlen 2, 3, 4 . fo id

Iz =i~ 43 —FFi=Ft1i=3 1%

P NS R e SR REA L

=i id-Aririri=Fh

sesrti bl -k badttiont
3Cs

3




el
o i

i

4
ié

:‘l }'ﬁ'

Vo der- Summation der Progreffionen 1. 169

§. 148,

Nad der Betradhtung diefer Harmonifhen Reihe twofs
fent toiv uns jue Untecfucdhung der vectpeofen Reibe der Quaw
drate enben, und

I

— X I p—nm
SEIRIEIE R e b

o ; ‘ : - i §
fesen,  Da das aligemeine Glied biefor Reihe 2 == — ift,
XX

; 1 oy e
foift fzdx = — —, und die Differemialion von z
X

dz - ddz 15" <y r
2dx . x3%2033x2 T x4) a3adxd . mE ) e

und alfo die Summe
- T I A B ¢ D &

T T R A oo s A
00 Die beftandige Brifie C aus cinem Falle, in weldhem die
Gumme befannt ift, befimme werden muf, - Wi wollen
alfo x = 1 fegen. ‘Da alddenn s = 1 wird, fo ift

C::I'i'l—%Tﬂ-—-ﬁsf@-—.@’f@—?ﬁ
allein Diefe Methe jeigt den Werth von C nicht, tweil fie ite
einem Holyen Grade divergive, Seet man inde§ diefelbe ohne
Enbde fout, fo ift aus dem Obigen befannt, daf ihre Summe

Fr - 3 b
= = ift, und macht man alfo x = o, und fest s = =

#

i T . e 3 » # .
fo witd C = = toeil alédenn alle tibrige Sliedee vesfchivins

den.  Hiernadh wird folglich
LEL—g 3 A —BtC—=D%€— 1 =

TE
6"
§. 149,

Wenn die Summe dicfer Reihe nicht befannt gemwefen
ware, fo wicde man Yen Westh et beftandigen Gedfe G
Y5 aid
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)

aug fraend cinem andern Falle, in welchem die Cumme toirs |
lidy gefunden worden mive, beftimmen maffen, 3 did |
$ibficbt wollen twir x = 10 fegen und gebn Glicder witfig |

1 abdiren, Dann findet man
s == 1,5497677311665 jo6g0, feenet if

I
add. — = oI
3 _
I
fubte, == 0,005
2XX
1,6447677311665,0690
abd, — = 0,00016666666666656
x2
11044934397533207550
B
fubtr, — == 0,00080C%33333333233
Ks’ - e T LR -t
1,644934004499574023
(E S -
add. . —— = ©,000000002380952381
X? ¥ 3 i e
1,644934066880826404
JE:) in,
fubtr. —- = 0,000000000033233333
X
- 1,6449340066847493071
&
add, —— == 0,000000000000757575
xl I LR Ly

1,644934066848250646.

&
fubty. s 0.000000000a000253 1T
3 o
1,044934066848225335
abd. = == 0,000000060000001166
H
."_ F' (.-
ublty, — = 1
1 i S ?

1,644934066248220430 = ¢

Didk




Bon der Summation der Progreffiotien 1. v73
! toiels |
b | Dtefe 3
Aefld |

\,-'.Jl

alil ift augleich der LWerth ved Ausdencks 1;-' wie

man aug dem befannten Werthe von = dued die Nednung
finden fann.  Hieraus echellet audy, daf die Neibe A, B,
f €, 1., ob fie gleich eine divergivende Reihe ift, gleichroohs
eine wahre Summe Habe,

§. 150,

o

H !
BT i o L e : g
§ = [ = — = e
= 1] ?'3 i 33 i 3 T LR B T 13
Da
C 1 dz I ddz S
Z o e e ) it | T e ; — B,
2xx T.2.2dx 2x4" 1.2.3.4dx2 oxs?’
diz 1 déz ]

—— . _—— ‘3{.9

¥.2...5dx8 2%x6” 1.2...7dx% " 2x8°

ift: fo toitd

X i 3% - 3, " 78

§ 2= 0 —=— T =—— i
2X%. %3 2x4 " 2x6 ”}\S—i‘

und, das = I Wwird, wenn man x = 1t fefit

T - 4 1 L - - T
C=1+%—=%5%% 2B EZC —2D | 1.
o o SR s e e Y s TV
toelcher Terth von C \!1.__1;1,{,1_} ben J-\Li?[} VER gegedeneil Ihilile
0 P £ (e (. bantlnaitds ™
ausm;:;t,. tehn @an (¢ obne @nde fortlaufén agr. Da
ﬂb'{;‘ Ih"'!_:- i'[T'F 41| Ll:f,' l,?!'i.-l.‘iu. 1| A,Mt Ir'.t'ttl:il Iil ':? ’J ea‘. cAnn r

by N e b T T . oy - i
fni}; CL!: L":"' ‘. lfﬁ-" 10 I[:;‘.’i- ICHEY ZBefiy DO C augd
= sigor [Aliaher hedtimne Sepher
ver qet funbenen Summe e “l’,u Bliedee VERHRIGE DeLoei,
€8 fep alfo x = 1¢, fo Hat man

of Ly k
i | R e B 55 ol

0= el i T aine e M —— e I

e i 3 3] ¢ &b m vy B w5 Lo
2XX 2R3 -BX= 259
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Um bie Rednung su erleichtern, made man !.

2%
, = = §,2500000000000 .
5 |
i 521'; -
Rt 0,0833333333333
7€
= = 0,0833333333333
9D
=~ = ©,1500000000000
11 @ ' :
—— == 0,4166666666666,
3 ﬁ o AR =~y
——;;- = I,D.I.:,QS)OQJA-;E:’-
14
55 = §,750C000000000
178
e 60,2833333333333
] 3, I
Dieenach werden die ju s ju abdivenden Glicher:

E

== 0,0050000000005C00CE

- £ 0,000025000000000000

D o D,WUOOOOD0833'333333

=—— == 0,000000000000416656

- &
;;}:E = 0,000000000000000875

0,005025000833750375

'
&
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Die bavon g fubtrahirenden Glieder hingegen
I

= ©,0C0500000000000000

2x3
5B
— &= 0,00C000083333333333
2x06 7
9D '
~——— = 0,00000000001 5000000
sz G
£h3 : 016452
p— oo CC
P 0,00000000000C0164 5
179 :
=—— == 0,000000000000000060
ﬂxI 8 i
0,000500053 345349545
pon 0,005025000833750875

0,004524917485401030
# = 1,107531985674193250

[

C = 1,202056003159594281

§. 132
Wenn man auf diefe Art weiter fortacht, fo findet mat
die Summe aller veciprofen Potefidten: Reihen in Decimals
Draden audgedruct:
I I I
1T 25 T3 T o5 10 = 1,6449340668482264 =
2

1‘2

o &

1 I I
et ;_,.I._;F T 26 = 1,2020569031595942

1 I 1 :
& ;*;-T-g-;'f";-; T 0. = 1,0823232337011381 =
239 4 z
Iaﬂ-};q.
it %




I I  J R B
& ey o ;'"f' o A 1,036927755106863
EL ey e X
s % Tt U = LoV
o5 @
— 6
L2 2%t
. g
1% "];,—'i"";':T 7 L3t = 1,0083492773865018
) 2f
1 X T :
1he=et =1 T&= I,004077356197042 =
2 'f; '
278
— o §
F42es 8
§ 5 b~ 26, == 1,002008392826002
: w14 b A Dbl o
, 29 39 49
e - T T
L Aol -ﬂoi‘.-,}xo T % = 1,00099457512781§0 =
l}::‘.?
ur_u......._r..-.- 7{10
llz.l.lo
Tt “I‘—'—’i‘_;;; $ 36, = 1,0004941886041004
I i SR iy
L 2”1‘5121‘412 + 1. = 1,0002460865533980= |
2IT
e z12
1.2..12

} 1 L oA | L S & <

I I  § =
i £ s —— G'g?u
- 71'2141'314?414 F 3. = 1,00006124813505

‘I'Zl-;.j#

R 1‘ s 'I“ St =1 1000030588236307

(]
I

ﬂIf
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L
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(1

o9

o0 = |

(o=
Tam
—

s
=
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I sty & o %
¥ — e o LA \::_.\ A L =
IT e t3ie T vs T 26 =2 1,0000152822504086
21‘)‘5’5
l_-i‘....l{-i

(s

nI&

$i- 163
Umgefehet laffen {id bicraus dic Summen der unendz
lichen DReihen, weldhe aus den Beinoullifchen Sablen beftes
hen, datjtellen. Denn 6 ife
E) | B (€} D

I_:_O___;,f, s e T e R — — '-—‘—' + JE. :O_F??leto

A9
2 e i Y
it ¥~ B 1 €~ D fu =Ll
' = -{r[ =% : "'t':}: [)D .
e e — T it = 1,202010,
2 2 2 2
Gy 5.65 3 g.10D 239
58 s ey A F, e o x
SN 233 233 1:8:3.4
of Bl g Ty Y P
3eda 5ol 5:0.7.2) -R.0.6
41 L .1 L, f_- FEIRS s e MO ﬂ-_‘_ A Sy o
I". y 3 5] » = T -f‘ - » —ZC'MIFO3E-‘)2E‘
3«4 2.3:3 -3
O A T ) B 08 S 1 220108 25 (®
J‘ig "'i > e e e [ — P, Y
2.3.4:8 _2:334-5" 353,406 1246
5 ol
% ¥

€& faffen fidh alfo diefe Neifien abtoechfelnd permittelft
Cev Quabratur Ded SKeeifed fummiren; aber von 4908 fae

einey. tranfcendenten Grdfe die ubtigtn abbanaen, i noch
unvetannt, denn fie lafien fid nicde auf Doteftaten von =
mit ungeraden Epponeaten bringen; o daj die Coeficienten

tattonale Sablen waktn.  Damit indef naherungetveife

ecfannt werben mége, wie die Coefficienten der ungecadert
Poteticen von = befdaffen fepn werben, feie ich folgende
“Zabelie her:

1t
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= o
Focohnendem — — = »

S
) e ‘i‘ Pt
;3 3 4 Q,00C0
e e %2 5
3 F— + P AL G e D geinay f
2532 42 6,000
I I I "'r;, ' g
15t t=tn s - o= = nifmugin
- 37 42 25,75430
B, A x &
B e L el a | T T T —— e 1111
giE W4 §o,00¢0
I  § | : as - ;
TF—t—F—Fw . o v . 0 =3 = nalirungén,
o 3 4 295,!':515
ot PR (T x0
=ttt v e = o LB
5949 045,000
.7 | = =7 .
LT T ¥ - T ewnas 2= e = ﬁrﬂngm'
29G5.200
FETros, (gt oo, a8 :
IFE‘_E‘I-—TT}:_;-P:':Q A s & 8 @ _— —— qcnﬂu
2 35,4 0450,000
R { § o I T I a¥ Fo it s 3
I’ e I =9 g oy 'I"Ife ® 4 8 o o b= TR n;‘ujftﬂﬂﬂw- I
27 3 4 29749:35
b1 4%
§. 153

Hicrausd 18F¢ fich cine Methode Hevleiten, die Reife
Bernoylifhen Iablen
Troac g g as B g
4 B ¢ D € § 6 H Ju
fhree anfebeinenden arofien Srregularitat ungeadptet, 8
tecpofiven, oder ymiftben jeden jroepen Gliedern dad Ml
gu finden, Denn fegt man dad jwifden dem ecfren Y
dem groepten B liegende oder ju den Anjeiger 1# gehie |
Blied = p: fo ift !
22p
1.2.3

)

I'i"’""'f'""flfe"-—
3

il
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Bon ver Summation m Progrefiionent 1, 19+

und alfo
.' 3 ey
: — iy 3, == 0,0535:&7'.

| e = 3
Auf abnliche Ut wicd; wenn man tas zwifchen B und €

foin or 131 Doy Mintaiaen reR&riae (Vilin: ¢
Iugaﬂm Ei‘ul ju oem Ageiger 22 ;.j';yﬁxi,'!f.‘ii @lied q 1¢6t, da
o

g,

| Ad e a) 2 g v
Ingén, q = —(r¢ = T 55T %) = ¢0254132%,

Wenn daher die Summen der Reiben, in we Ichen die Grpos
nenten der Potefraten ungerade Sablen find,-gefunden mwers

giR Den Eonnten: fo liefe fich ie Reihe ver Bernoullifchen 3ahs
len ebenfall$ interpoliven, |

§ 154

& | I L
g | Nunmebe fey 2 = e und bie Summe folgens

ver :J\.Liﬁc iU fll bfn:
I I I

—"'_"""I‘".':-ai .f"_""'_“‘""—'f

nnt1 " nnt4° nntg nntxx

[}

t

{

I
—F

fie be

dx ] I b
Da fzdx = f———.ift, {o witd fzdx = —Atang.—,
nnfxEx n n

; X L g I
_ Man fege Acot.— = u} fo ird fz2dx = S )3
mm’ 15 n 2

itflere X cofu nn¥xx I finu2

— B oL T o e 2 e
) n fin.u nn fin, uz’ nn
tige dx du S o
o UMD m— = — —— wofer denn du == AL
.‘ n lin. y2 n
Dietnach findet man die Differenzialien von z folgenders
mafen;

a Lulevs Diff, Rechn. 2, €H. 1. Ubth, M dz =

|

— ——

L
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18 - Swerter Iheil,

odufin.u.cofiu dx{in.uz,fin.2
s — = — —
nn n3
und
dz fin,u2, [in.2u
dx n3
ddz du(fin.u.cofn. in.2u % finu2. col2u)
2dx n3

dx fin.,u3. in. 3u

n4

und
ddz __ fin.u3. fin,3u
-E_E-.:; S n4 ;

9uf abnliche et ift, toie wiv bereitd oben fiw cben b Rl |
gefunden haben, .

d3z fin.u4, (in.4qu d4z fin.uf.fin.50
e — e e e e
2,3dx3 ns '’ 2.3.4dx4 né

und daraus findet man bie gejuchte Summe |

x u ., fin.u.flimu 9 fin.uz.ln2w,
g e e e, b
2n e 2nn 2 n3
= - e - o Cr o T p 4 e
B finud.ingqu € finw’.in.6o O lLintiss
— S ey -r..__..-—-—-'
4 nf 6 n? 8 n?

— 3. F .C.
R o » e I..'=f
SMenn man, um diefe Sonftante ju beftimmen x =0

L- L
damit s = o werde, fo wird cot.u = o, und alfo u =190
fin.2u = o} fin.qu =o0; fin.00=4

A e x AR et | {alidh
3.,.und-e8 fdeint alfo o= — —— T —— + C, fouh
20~ 2n 2nn

folglih fincu = 1;

C = == u fenh. - Allein.co ift Hier gu demerfen, ¥ §
1l
t Die Suw

des Berfdbroindens der fibrigen Glicder ofneradte ;
ofne Enle

tne derfelben, da die Coefficienten U, By € i
mwadhfen, eine endliche Sudfe feyn fanm.

i 158




Lon der Sumniation der Progreffioner 1. £76

§.

Biv wollen daber, um dicfe befidndige Grdfe gehdrig

gu beftimmen, x = oo fugen, mweil wir die Summe jener
Reihe, wenn fie ohne Ende fortiduft, beceits in der Giy ileiz

o
rn
wn

tung bejtimmt und gejeigt haden, daf fie = — — -f— —
2nn

fey. Sest man aber x= oo, fo toird n=o,
n(.;.:‘.n‘:’l‘ e ) —

alfo fin.u = o und jugleich verfchmwinden die Sinus det picl
facben mogfn. %WBeil aber die *1":}-*"*”1"-5tert Deg Ginug u in
diefer Reihe wadfen, fo fann die Divergeny derfulben dags
Beefdmwinden ihres Werthes niche verhindern, €8 wird

demnah s = '— tC,- und alfo

du

w I - =
=i — e umd
2n RN 2n n(eznr.__. I)
I @
C — — .

o {e2aw _
2R he2n 1)

golglidh ift die gefudhte Summe

= u [in.uz2 A fn.u2, fin.2u
800 A o el +
2n o 2nn o n3
Qﬁ fin.u4 . fin. € fin.ub. ﬂn.Gu
e 2.
.} nsy 6 n? l

L 2
P——
niexom __ I)

Sit n eine nur einigermafen grofe 3ahl, fo twird das legte
@i[leb —

s fo £lein, daf man dafizlbe aus der qcdt

n{e28% — 1)

laffen fann.

M 2 §. 156,
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§. 156, L
Sefit man x = i1, fo dag
I 1 1 I % I
§ o e—— e TP ee—— . s
nnt1 ‘' nnt4 ' nntg nofon

T i
toicd: fo ift cottu =1, uUnd n==45° = —. Hicvaus w

g T I :
giebt fich fin,u = ——; lin.2u =13 fin, 20} finbu=
v 2

— 13 fin,8u = o; lin.1ou == 1§ 0.

[ W SR
n-'..‘-'.h{)tb I‘.l‘

* et e € @
S — — : = Wl
4n 2nn ° 4nnh . 2,2n3 T 62307 - foafl
& x
= R

1.{..2:;[111»' n(e2% — )

und in diefer Reihe Fommen die Bernonllifchen abln s
eine um die andere vor. TWenn alfo vey LWerth von s fdu
burch wirflich angeftelite Rechrung gefunden worden i
13§t fich daraus = beftimmen, {ndem

I )| &) ¢
» == 4ns b = = L oy
n IL.n2 3.22116 5.2%0
w
" 1‘ zfl b ._........___..-......—o
?0526{114 p20% —

Denn ob fich aleich = in dem festen Glicde befindety ¥
diefes Glicd doch fo Flefn, daf ¢ die Befrimming Wit
durch die Naherung nicht verhindert,

Erempel
@8 jop n= 453 foift
L b gt
e slintnlnte

ynd addirt man dicfe Slieder wicflicy, fo befomnit mal

=




ﬂff.“

len 1
s fiu
Ll

——

310

s ol

| ene |

=

Von der Summation der Peogreffonen . 181

s == ©,14674563056905: 19491
Daher werden jene Gliedor
4ns == 2,03492611381098988
I

—_— =02
1
9
— = 0,00666666666666666
nn

3,14159278047765654
6}

= 0,00000012698412693

e

%--H‘S 65349352956

———— = 0,00000000009696G6¢

ma

I [AIEO26C3 200400
3:14159205359049925

€,00000000000042666

il

3,£4159265359007259

GASOTE 5

3,14159205359207884
Diefer 2Berth Pommt der Waheheit {dhon fo nabe, daff e

3u Dewundern ift, toie man ihw durch cine fo leichte Redhz
nung Batfinden fonnen.. €8 ift indef derfelbe etwas ju grof,

abgejogen werden muf. Man fann

toeil dabon — L
e20% — 1

4=
eZnF 1
gefunden worden, ebenfalls beftimmen, und jrwar permitielft
ber ogarithmen auf folgende Yut:

fobald = naherungstoeife

aber den Werth von

Da =le = 1,3643763538 ift

- fo witd 1e207 = (onle =3 13,6417635
3 Da

mTN

P 4
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4 i g

e2nF — | ezn® c AT

Il

Da nun T o ife, fo falltin !

die Augen, Dofi-wir ju unferer Rechnung blof dad erfte Gilig

brauchen. Wermehrven wiv alfo die Characteritif um M

Sahl 17, weil wic fo viel Decimalzifern haden, fo wird
Iz = 17,4971498

—_— 45
]--1 —— O,Uu&uuw

18,0492 k)S
fubte, le2or — 126437035
4:4554403
T 2
Alfo ':';1"'; = 28539 fubtt,
von 3,141592653590078%4 fo ift

® = 3,14159265358979345 |

Dicfer Huddrud neldt coft in der voclesten Jifer bonly|

abhrheit ab, und Died desweagen, tveil nmi) das @Ilu
{.‘

LS g

————— == 22 Bitte maffen abgejogen toctden, B
jz2.2i0p=22

fdbieht died, fa bleibs felbft in' Det feften 3:’ ¢v Fein Feble
Usbrigeng erhellet, bad man, wenn n grofer ald 10 Ay
flommen trorden ware, didPeripherie « E; feicpt bisul
23 und mehe Jifern hatte finden fonnen,

\j' IS?".
Nun wollen twiv fiie z tranfcendente Funftionen i
und z = Ix nehmen, fo daf 1 huperbolifhe Logarithma ol
setae, indem bie gemeinen feidht davauf suciicfgeffetm
e, B8 fey alfo
531;-1—19_-“.»-1“ o8 TR R, 80
Da 2 = lx ift, fo toitd zdx = x1x =%, 'r“ﬁhf*ﬂ?'“ﬁt'
vengial Bietvon dxix ifi, Dannifs

di

Lt}




filti |

Bl |
{am e
b

sonty|
L Bl |

Felle.
) ange
bi i

feben
o
ft el

iy

di

Bon der Summation oet- Progieffionen 1w, 183

' }

dz .. T ddz I d?'z_hI. dsz I
dx _ x’ dx2  x2’ Lzdx3 %3’ 1.234d% &S
2.
und folglich
oA 2] () £}

s=xIx —x} Zx — . s =
t3 +1.2}I 3.4x3 ° 5.6x5 718}:7.']'2(2

o 8
&l diefe beftandige Brdfe C aber-findet man, wenn man
x = 1 fent, tweil dann s = 11 = 0 itd,
)| ‘I‘ B s € : D s
e T b
eine Reibe, die twegen ihrer grofien Divergeny gany untaugs
lid ift, den 2Werth von C auch nur ndherungsioeife ju bes
ftimmen,

§. 158,

@2 (afit i indef vocfelbe nidht Blof nahesunastoeife,
fonbern felbft genau erbalten, twenn man den fﬁr * von
Wallis erfundenen, und in der Einleitung (TH.1. Cap. 5.
§.286. mitgetheitten Husdeuct braudt. Diefer Husdruek ift:
2.2.4.4.6.6.8.:8.10.10,12 3.
":'3.3.-7.5.:.?.9. o R
Denn nimmt man die Yogarithmen, fo befommt man daraus

Is — 12 =212 % 214 F 216 F 218 F 2lio + 1.

— 11 —2l3 —2l5 —n2l7 — 2lg — 21y =1,
und fefit man in dec- angenommenen Reihe x = oo, fo
foicd, da

flatl3dlate ot Ix =C+(x $3)1x — x ift,
fidle 3yl flax=Ct (2xF8)2x —2x, und
YL FI6FTI8F...Flex=C+(x 3z Fxla=x
und daber
ti3tlstizt.,. Tlex—D=zxtxiz—x.
4 Da

S|
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Da alfo
- : :
I— =212 } 214 ¥ 216 +.. ., % 2lax — lay

— 211' —-—:13——-211’;—. voo o —2l{2x — )

w

t, fo ird, wenn man x = » { it,
l— =2C f (3xT1lx  2x12 — 2% — 12 -1z

—2xlx — (2x f+1)l2 423
und alfo

=
I— = 2C — 212; folalih 2C = 12+; und

k2

C = %lan,
Nuf biefe St findet man in Decimal = Brfihen
€ = 0,9189385332046727417803297
und jirgleich die Summe folgender RNeibe
o« b ¢ D @

{ — — + — fo— ———Ffu =i

: T 7.8 9.10

(¥ N
#
o

§. 159,
adbdem man fo die befrandige Grdfe C = $las fw
nen gefernt fat, ETI‘“ matt aud die Summe feder Mengt
von fogacithmen aus dev Hieile 1 4 12 + 13 1. angeden
Denn fert man
e B AR MBS TR ey
fo toicd

9 o )
=Ar F(rE i)k — 2 .._(g'_..._._-:;
2% 3.4x3 ° 5,0x8 -{'-.E?“
L8
& 2,
oenn nemlich die Logarithmen Hoperboliffe find, - Sit 00t
I.";_T,] ht:tt "tIlfi‘E ; ?\‘: -E- : 4 - ;"?.. lﬂﬂ‘ tTlEvb "|

B g 3 F & il
pen Gitebein 212 » & md Ix Dleged [t

i I‘

flen '.‘..:Q,l it ““k'l“ B ."Lsiip; und die i:i{:"i -ilr\‘!,u[; er b"”‘J'n i

—




i,

i
Rongt

__.na

Tk

[‘ru

Won Her 1ationooer SBroaredt:
Won der Summation SProg Clgtey . 197

iy %
el L T ——

L 3.2X  3,4%3 T 1. mit ©,434204481903251827
== n multiplicicen.

nen Yogavithmen

E=—y

yr Dicfem Falle bat man fie die gemets

1.4-\

b= = 0,497149872694133854351268
Cos wmu@z}méé;’):ﬂHﬂwa”

== 0,798179868358115049565006
dleam = ©,399989934179057524782503

Erempel

Die Susnze Oer crfien taufend gemeinen Logarithmen
31 finden,
sz-:ll-f-i:’.-{*ig'f'...”.'f'lio
Cé ift affo x

Q.

Q

el marw ZS VB
1000, und Ix = 3,0000005000000
un daber witd xlx = 3000, 8000000000600

31x

- = I; 5000005000000
2l2= = - 0,39908993417¢0
= 3001,8990899341790
FHbIE " == 4"4,:9448[()91n513
2567,6046080309272
R

Dann it — 0,0000361912068

I.2X 5 2

fubtr, r-..!\_-i e 0.00000000

: 3.4%x3 it 00000012

2a ‘aljo s Deg Pogarithm 3
11} L B U J..\-Iu AL
ary T
Ien I.A..«J...Iua,-fl Wil

3 3 : i
B yan s & e FLEY e
El .-I,.!M' G €8 101 T {
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§. 160,

Rermittelft Diefer Summation der Logarithmen lofin
fich babher die Produfte aus jeder Anjahl von Faltoren, M |-
in ber Ordnung der natielidhen Jahlen fortfchreiten, nafe
vungsieife angeben,  Higher gehdt vorylalicy dieNubgabe:
den mittelften oder grdffen Corfficienten jeder Potefide db
Binomiums (a F b)™ u finben; too su bemerfen ift, dofo
rwenn m eine ungecade Fahl bedeutet, allemal groen mittle
einander gleiche ﬁn«:ﬁici‘tntcsl aiebt, die jufammengenomme
den mitteljten Coefficienten ber ndchften geraden Poteltit e
genaen.  Da alfo der grdfte Goefficient jeder geraden v
teftat Doppelt fo arof ift, alg der mittelfte Coefficient det oy
herachenden ungeraden Potefiat, fo ift e8 Hinlanglic, wen
dicfe Uufgabe fitr den gedfiten Coefficienten dep geraben I
teftaten aufaeldfet toicd. €8 fep dempady m =21, o Nl
mittelfte Gocfficient

an(an —1)3n —2)2n —3) ... (D)
. B

(] :3’ - 4--4:0--0!"“

I 2
ift. Ran fetie denfelben =n, fo hat man
RN TR L RN

(TS g s o N2 s
und wenn man die Logarithmen nimmt,

U e s e ) L T R 154 oo FIn
— gl

o =

— gl —2la —21F—2lg—215.5 "

§. 161,

; = : : ioh
Braudht man die hoperbolifdhen Logarithmen, fo ol
11 ¥

12 # 13 %14 Fve cwossTian

3lox % (2n ¥ $)ln + (2n ¥ 5)12 — 20
9 ¢ _
G e e D) + O i
1,2.20 3.4.23n3 5.6.290f

b




| LVon der Summation der Progreffionen e, 18+

und
fafjen | 2lr ¥ 212 ¥ 213 F2le S o v o ¥ aln
nafies | a9 3 :
el Ix ¥ (2n % 1)ln — 2n % . — 3 + 5 -3
gabe: I1.20 3.4n3%° 5 6n¥ X
it EEQ H - : :
Sieht man diefen Ausdruck von jenem ab, fo blcibt
1l 6, 9 %
ittleee 111:—"%'1?'»‘"—3,'-‘1111‘21112? : — — T . :
1.2.2n  3.4.2%02 " 5,6,29n¢
nmen 2
it b e 5
ios e Lo
n ;_gnTg.4n3 5.6n%
[ ot ..i_ 1.
tosin
1 und nimmé man e jtoép und jtoey Glicder sufammen, fo
wird
i B!
AZn 9 6% =
it =% + 158 = - 02C 2559
} Ynxr raen® 3.4.2303% 562505 7.8.27n7
e 880 1 1
&8 fen
3% 159 63C 255
1.2.22n2 3,.4,24n4 5.6.*536—_? 8 261:1“%1(“
pe 2 B C D
I 1({ 'i" T T T a ‘i" *f- SR 'i- 1(\
4 2¥%n 24n : 26pd 2808
fo toicd
o = e 1 % el
n=Il—— — 2anl(rx —_—
pitd : v ox tia2naih ">4n4~ I{” 26n¢ ‘I‘ ¥y
und alfo
azZn
U1 = — -
([ T A "I' B 'i‘ __(:_ T 1¢6.1204F
22n2 24n4 26n6 s I

Sett man abes 20 = m, fo ift
it i %
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% A . B i D
j T an2 T 2ana ' Zene ' Zeas E0) 5
B D i
m2 mé mé ms n IR
A2 AR AC AD
e gm: R R -:1? A .-1'1-110 e
BB BC
- Qﬂ‘l_ﬂ o>, mIo et
A3 AzB A2C
o TR S e e ).
Y .3ms m8é ' mro '
SABs
i T~ 36
A4 3B
e ey o g
4m$8 mio
AS
S i 5 ‘I‘!L.
51D
und da viefer Ausdruct biefem folgenden gléich fepnm mug!
39 150 63€ 255D 3
X.2m2 3.4m#% Vo 5.6m6 j;.ig.mb :
fo toitd
o
A= 3_..
Iﬂz
Az 159
B = = =2
2 3.4
63€
C= AR—ZIA3 § 3=
5. 5.6
: 255D
D= AC } B2 — A2B  2A&— 01—
748
: Io 3»
E = AD -f- BC — A2C— AB2 + ASB—ZA'T gw

-‘.‘.ra




t If;

I

T
= e

Bott der Swinmation dee Progrefiionen 1. 189

+ I48,
» | - = I I
6 .'O 3 43 30
6 = ;1. ify, fo toicd
— === W YL, Yo felE
66’ !
=
o — —
4
I
Poms sy
g6
0
| gl S s
640
B = __F)OO};!’
"% i3 8.y
P
folglich
ain
n ==
1 27 9007 |
(1'}‘-—-—-—-.— —i. 16 —— 1 ST B e
24.n? 29_3[11 2 ’rst]ﬁ 219‘3:.5.?n3+1f) 1,"‘ n=
ober
1 7 121 0406
S e b B L T —-——4—-]'_"9_:'2_.____11‘ Y2n
A L Rr T T LT T S D)
3 = < e e e
Vv o=z

ober, ey man jene Crhebung der Reie wicflih vornimut,
naherungsiveife,

08 1]
—— i e
== —

I I L g
Vas(1t— + v S 10.)

4n" 32n2 i28n3 16. 12§ n4
Demnach verhdlt fidh das mittelfte Glied in (x F 1)2n Jug
Cumme aller Glicber 220 pig

I 1 T 5

Tuvne(fe—f —sx oo O 1¢,
: S .i‘.:}n ¥ 32n2 128n3 16,128 n4 )

ober, twenn man der Kivge wigen 41 = » feet, toie

Iau
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5 Sk T T BT iaa A
iy nr(1d - F— — — —— T
R vne T b i-;:;-2 2y3 Qrd * Bys * 166 1)

Crites Crempel
7an foll Den mittelften Cocfiicientén Oes entandelien
Dinomiums (a T b)X0 finden, wovon betannt ift, daf o
10.9.8.7.6
SBenn man die lekte bon den fir u gefundenen Foctnel
braudt, fo ift

= 252 qusmacht.

s
- =2 0,0500000
4n
. I .
= 0,0012500
32n2
0,0512500
ubtr, = 62
ﬁ 128n3 5
0,0511875
ubty, ———— =
| 16.128n4 39
0,05118306

Dlijo ift © % ;——-n ¥+ 3¢, 1,0511836. Davon ift

der fogar, = 6,0216784
in = 0,6989700
ix = 0,4971408
1,2177952
IVa#(1 ¥ %) = 0,608809t
bon 1221 = 3,0102999
In = 2,4q14008, folglid
n = 252

S




Heen

fi e

el

Bon der Summation ber Progreffionen 1, 191

Imeptes Crempel.

Nan foll das Verbdltniff finden, weldhes das nrittelfte
Blied des Binomiums (1 f 1)x00 sut Summe aller Glies
Oer 2100 pat,

Wir twollen dagu die guerft gefundene Formel
1 i gan 2 158 636
0= l——— — ——

Ynx  1.2.2n 3.4.23n3 _5+6.g$'nf T
braudben, aus toelcher fidh, wenn 2n = m gefest ird, um
die Poteftat (1 + 1) ju beFommen, und nady dew Subftitu-
tion der Werthe der Buchftaben 91, B, €, D, 1. folgende
Beftimmung eraiebt: -
2m 1 s I e ar

I =1 — e — =
Vims 4m °24m3 QOm"TIIQm? 36m?
691
T —_— e 3r,
g8m1 1

Da die hier borfommenden fogatithmen hyperbolifche Poga-
vithmen {ind, fo multiplicice man fie durd

k = 0,434294481903251
um an fhrev Statt gemeine Sogatithmen gt erbalten.  3iuf
viefe Art wic

. ; 2m k k k 17k 31k
u = . St ey "‘"'—T‘b e v - "-'_'_;__._--c
Vims 4m° 24m3  zom$ ' [1am7 36m?

T 3¢

Da alfo u det mittelfte Coefficient ift, fo ift dag aefuichte
Beehdltnif 2w u, und folglich

2 k k ] ! i
I hme e 7K 3Tk fork
4m  20m%  112m7 ' 36m9 $pmtE
i |
Jion ift, reil der Erponent m = 160 ift,

k g
o = 00043429448 ; o3 = 00000004343 ;
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— == D,0C00000000
m5 :
folglich
k
— == 00010857362
4m
k
' — &= 9,000000018T
24m3
0,0010857 181+ : :
Setner ift 1 = 0,4971498726
1zm = 1,6089700043
| 13m#x = 2,1y6119376%
W fms = 10980599384
k K
s e astenl o ] S 0,00108571%1
4m 24m3
nI0U
1,0991456365 = 1=—=
fig po 2109 & worhal fd)h.u
olglich ift —— =12,56451, und e verhaltli
o
. e in dey I.‘LLF’G (r ¥ 1)X00, wenn man diefelbe i
wickelt, das mittelfte Glied jur Summe aller Glicder e

134 12,50451.

®5 bebetite nunmelye dag allgemeine Giied z die Sipoe
nential - Runftion ax, oder ¢8 fep die geometvifche Rethe ¥
fummiven:
scma a2 a3 Fabf..e.tan
Da dies eine geometrifche %rh‘éf}'t ift, fo toeif man fdom M
(ax —1)

——

: i
bie Summe s = 2 ift, ie wollen abee bl |

nady der Dier ecflavten Methode fuchen, Da alfo 2 —-m'




) b

a
it

g

<
e
B

az ., 4dz 1o 2 d 3z %15} 3
— — a_u' g ;.1'.. q,.l" e ol \LR' . :c.'
dx ' dx2 SRS e
alfi
1 9 "‘!"
s -
s—a¥{—~t§f—la — ——(la)3 f—-— (la,f—a¢.)
id 1i=3 1.2.3.4 2 3 .
e

Um dte Confrante C gu befiimmen, fofie man x = o, und da
algdann s == o wird, o craicht Fx;f,}

I [ 2 S
C=— — — — — ——1la % (Ia)3 — 2¢
la 2 1.2 Fa3
wd 8 ird demnad
( 1 | B 3
s=@t =1t gt —la— ——(la)3 f———(la)¢
la 152 | 85 Y g Tl-g 6( %
™ 2.
‘ ('L!t'.—— [\I
Da alfo s = ———— ijt, fo witd
a— 1
a 1 i | J5) )
et 1 Ia- (Ia)d b —— {la)f-_zc,
a—1 la 1.2 2.3.4 3o )

o Ia den Bypecholifthen Lo "l'iﬂ}l*lfﬂ ven a Dedeutet. Hiers

(a + 1 la N(la)2 B(l1a)4 @ la)ﬁ
—————emy T T e =
2(a — 1) 1.2 I'«2:3:9 0
und fo faft fich alfo die Sumnre Diefer Neibhe angeben
§. 164.

@8 fen dag allgemeine Glicd z = fin. 2 %, und
"-.f'm“*iir-. a{'ﬁn.}afi-....-l* fin.ax,
Da diefes eine roicdert ehrende Reifye ift, fo Laft § fie fich eben:
fall8 fummiren. ~©3 ift nemlich
Lulers Diff, Rechn, 2.ThH. 1, 2Abeh, RN s

|
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fm.a F {innax — {in. a:-;-[- a)

s e e~ s e s

1—’*00{:;1*1
finca + (1 — cofia’fin;ax — fin, acof ax

..Ll — cof. a)
Nun ift aber

g I .
{zdx = fdxlin.ax — — —cofl.ax
a
1

dz c ddz ‘
— —'acofax; — — aalinax

dx 6\~
d3z diz

- = adcoflax; -— = afcoflax
dx3 qdxy

-

i Nacofax . Bascolx
=C— ——cniax:*j- Fm axf ——————

a 1.2 1.2.34
- Gascofax DaZcofax
el et
1.2.3.4°5.6 P D R
Ra fege x = o, domit s == o w.rde, fo befommt man
| Na Nasl Gas
e e S e —_— Bk e 16,
a 1.2 s34 ¥, 3 i3V
rol ;_*.-.',i)
]
1 I _Ma —Ra3 Bas
= fnaxt—cofan)(—— — — . ———— =1}
2 “FES :h.,,i. I, 240
of ax) f |
: \i — COol. 4% lil 3 !
Da aber s =3 fin.ax +——— ift, fo wiid
2(1 — cof d)
fin,a I I 9la a3 gaf
e oot T e e
2({t—cofa) 2 2l 1.2 1234 1ant

R T 1’:.

und eben diefe Neihe Haben ric beveits oben §. 127 gehalk

§. 144 7
Jun fep z = cofiax, und die ju fummirende Reife

s=cofatcofzafcolizat +oosqt cokdXy
oDl




i)

Wl
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D
ooven, da e8 eine wicderfehrenbe ﬂ{f';)e 'f’r, die Summe
cofa — 1 ¢ofiax — cn{ xta)
§ -———_—— e R -
I — 2 ‘Jr-si T |
—‘-‘é‘f‘écoi.an Fcot.2a. fin.ax

+
wird. Um aber diefelbe nach unfever gege wwdrtigen Me
thode ausjubiucen, fo ift

: - I dz
fzdxxidxcoi.ax:—ﬂn.ax; — = —alin.ax;
d ax
d3z # df¥z i
io; = adhn.ax; o5 — — aflin.ax; . Golglidh

?!aﬂn_ax Baidlin.ax
s=Ct— ﬁrlax ¥colax — o

— 1,
1.2 | CEN
Efpx=o0, fomwitds=o0, ud c=— . tp'q i
. i~ Ualin.ax  Dalin.ax
S=—zZticofaxf  fin.ax — —— fwa— S Engie 1

a i %34
Da alfo =— § $Zcoliax t %cot. 2afin.ax t]t, fo wicd
wieder, toie wir bereits gefunden hoben

; I Ma Na3 Gas
oot fa e — s — — L,
a 1.8 1.2.3.4 < 1:2:3.::6
§. 166.

Da, wenn a irgend einen Bogen bedeutet,
ifhja‘fﬁil.df iln “l}l']"ﬁn Dﬂ_'l" [1]41-I<‘c0

ift: fo roollen wit oiefe Reibye betradten, und z = —ﬂn. ax
X

’- gtﬂ J hﬂg

. g
s=lm.at fln.2a4L0n.3a#,., «F—=ln,ax
x

: % - dx Y
fep. S diefem Falle toicd fzdx = 3:;_1“1, ax, ein Sntes

gral, welded fich nicht darfrellen 185  Es ift abet

dz
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dz a 1
Rk —vcoflax — ——fin.2x}
dx X X*
ddz a2 TR e
= — —f{in.ax — =~—cof, ax P+ =——={in g
5 5 - i £ 8N
dx2 x2 x3
diz a3 222 Hha
Lt r S o ol i St ¢
—— e e——COi. A X “""_“'luu a4k i =——C0LiX
dx3 % X2 x3
6
— — fin. ax;
d4z ad 4a’ 1232
—_— —hEax ‘f‘ ~———collax — ———[in1x
dx & X X2 %3
24a .24
— —cof.ax T —flinax
x4 X5

Da i aber tweder die Sntegral Formel fzdx entiidd
Darftellen, noch diefe Diffevensialien bequem qenug alk
orucfen fonnen, fo find twir audh nad der bigher erflatn
tethode nidbt im Stande die Summe bdieler Neifje oy
beftimnien, baf fich Darans etmas fobficken liefe. Ehen bl
Unbequemlichfeit frelft ficdh bep febe diclen andern Relf
einy fo oft nemlid) vas allgemeine Efied nicht einfad gl
ift, um gum Fusdeuce bequeme und nady einem leidtinde
fene fortgchente Tifferenzialien ju gebem  Yus Dl
Grunde wollen toir in dem folgenden Capitel anbere sl
meine Muddructe fir die Summen foldber Neiben avlfud®
deven allgemeine Glicder entroeder ju tlluiI.IHEi?ﬁEh” i
oder gav nicht gegeben werden fonnen. Snabefonders ol
fallt oie Unjulanglicheis der bisher nfml“n ﬁ.uuflm'
die Augen, twenn die Jeichen der gegebenen Neibe s
feln. Denn fo einfach alsdann audy die allgeneinen G
feyn mdgen, fo laffen fich doch dic fummirenden Glichir
fer Reibern nadh. iener Methode nicht bequem davfiellem

T e T Y S T e PR e

G

—
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Siebentes Capitel,

Sorefiheung der Summggion der Progrefiionen
purch unbegrenzte NReihen.

§e 207

llm die im borhergehenden Capitel erflacte Summationss
Wethobe ju evgangen, wollen wiv in dem gegemvactigen
foldhe Rethen betraddten, deren allgemeine Glicder mehr juz
fammengefette Ausdricte find. Da alfo Ver gefundene Hus:

diuek bep ben geometrifchen Progeefiionen, fo leicht man
auch auf endern MWegen die Summe decfelben finden Fannmy
gletchioohi Dic walire Summe nicht gichs: fo wollen twie uz
porderft foldhe Reil ) n-untetjuchen, derén Glicder Produfte

aus den Glicdern einer geometrifthen und ivgend einer ans
pern Neihe find, €8 fep daher diefe Reilie gegeben:
I 2 3 4 --

S:Epf‘bl’:l"‘t‘cp}'fdp“"}';,--.-'T‘)'px
weicdhe aud Der geometrifchen Neilie p, p2, p3, 2. und einee
anderita T bt et dt e befteht, in telder dad ju dem
Unjeiger x gehorige Blied = y ift; und dabep roerde ges
vagt: Fclches der allgenseine Austrud fir den Werth ih-
ter Summe s = S.yp* fep?

——y

§. - 168,
Wi wollerr ung bey der Beanttvortung detfelben eben
ber SchluGart bedienen, weoldbe toir oben gebraudit haben,
N und

T
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und v dag Glied bedeuten laffen, das in Oer Rethea 2hy l
cf d i vor y vothergeht, fo mie A dasienige, fo foln
- Stelle vor a hat, oder 3u dem Aniciaer o gehort, Moy dy
fen Voraudfebungen iji vpx-1 pas allgemeine @ilieb it
Reihe:
' £ 3 g X
At ap ¥ bp2 -I'c'l?"f'.....'{-vp‘i'l
und begeichnet man dic Summe diefer Reibe durdy 8. vprer,
fo hat man

I
S upx-T = -p—S.vp?f = S.yp* — yp* A

Da aber
dy . ddy diy day dfy

VES Prmm ot i Al g M $

dx * 2dx2  6dx3 '29dx4  j2odss
tft, fo ticd

I d ddy
S.yp% — yp¥ F A= —§.ypx— L~ o ’r—-ﬁ*_*'?f‘
p p dx

I . d3y . 1 déy

= ._c;_._P_‘\ - (}_,,_,_P‘{ oo zf.
6p dx3 24p dx4
und bictaus

5 dy < ddy dif.
S-YP}"“;J—“(JF“I—E‘-P"S“”F\L Sy PrL )

i)
Wenn man alfo die fumn*l' eaden Blieder der Reifen Fenn
iy dy ddy d3y
Oeven allgemeine Gilieder --:’p-‘f' =5 ~pX; ---"P’" 2. finh b
dx dx2 dx
ift man audy im Etande, baraus Das fummirende Ble
S.yPp* jufommen 3u fegen,

§. 160,
Hieraus fafien fich fhon die Gummen der Neifer bt
fHimmen, deren aligemeine Glieder untec die Form 3%p* ¥
o

/ _
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boren. Denn e8 fep y.= xn; fo mird A =0, wofern nidhe¢
etwa n==o ift, in weldem Falle A =1 feon wide,
Uad da

dy ddy n(n—1)

i, P Y R I e ey AR S e

dx 2dx2 P

d3 n(n—1)(n—2)
_ - X835 10,

6dx3 R i
ift, fo befommt man

I n{n—1
S, xMp¥ = —(xBpXi1— A p—n S, x0-IpX f — —)S.:{“‘ 2ps
p—I .2
=5 nln— 1)(n — 2)8.}{“”3})}:

.9
5 nla—1)(n—2)(m—3)

 fo e S
Hievaus fliefen folgende Summationen, tvenn man fiir n
nach und nach die 3ahlen o, 1, 2, 3, 2. fest; und jwar toicd
im evfien Galle, wenn n =oift, A=1, in den fibrigen
aber A = o,

S.x0=4p¥ — 4(,)

. % K==
{px+1—n)=Px+ p___:'p(p“ D
p=1 : P—=1I p—1
toeiched Dic befannte Deftimmung der Summe einer geomes
trifdben Progreffion ift.

S.x0px=§ pX=

x!{}}i'}'x p\‘lT __p
pi=] (Pl ) s
5 N e

P21 (P—=X)*

|
p ““_p—T( I pY) =
edet S.xp* =

I
S.x2p¥ == e——(x2pX+I — 25,xpX $ 5, p¥) odet

Pl
, X3pXf I 2XpXHI P(PTI)(PK—I)
Sx2pX = P A -
P—1 (p—1)2 (p—1)3
|
3 X3pX == ———(x3p¥FI —§ . x2pX I 5. xpX—S.pX)
Pk

N 4 oder
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e —

olet
Nl S = el kY
p—1I (p—1j (p—1)3
plpp ¥ 4p ¥ l) pX — 1} ‘
TR Guan

@eht man quf diefe Act weiter fort, fo fndet man jat md

nrb nach die Summen ber Hidhern %}pt{.‘fﬁrﬂm tndef lagt f
efer Endjtoect bequemer durch den allgemeinen Ausdud

erretc!;en, welchen wic nunmehr exflaren wollen,

§. 170,
Da wir gefehen Haben, daf
dd
8.9p% = ——(ypxit — Ap — 5.5px 3 5.5

P— dx 2(1\‘
: d3y
. =8, ¥ o
: ﬁd\3p el

ift, twenn A ecine foldhe beftanbdige 6 ra,';e Bedeuret, bof
Summe = o wird, twenn man x = o nimmt, denn il
fem Falle witd y = A, und ypxX+Ie=Ap: fo fdnnen i
Diefe befidndige Grofe aus der Ncht laffen, twofesn witus
nuc davan ecinnern, daf allemal eine folibe Hefianbige Bk
U Oer Summe gefe gt werden miffe, tobey fie, woms=0 |
wird, verfdmwindet, oder irgend einem anbeen bef nm.re: |
Salle ein Gendige thut. @it man alffo z anftate y, fo WP
'Pv I dz 1 g, ddz

* -—
"'P ? e .t e X e e

p—1 p_[.“p dx * 2(p—1) = ¥

[ diz | 1 LA
B X e s e 44
6(p—1) dx3. " 24(p—1) |

1 dsz
AT et HX e 3
120(p—1) axs

.:-",_{-'- ¢ A 2 = P - e : L3 :‘ & Iaﬁtii
et man feener nadh und nach — ; T Ty

Stelle vor v fo befommt man
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X 3z

nxdz yXET dg I Xddz . | )
S‘_—r- . =}_..... -.._._....__._.-._J_p__. C}‘L_.._
dx p—I dx  p—I dx%x "2ip—i1) dx3
——ItT

B

p¥ddz - p*tI ddz T -pXd3z 3 p¥diz
O = — S B S

dzz p—1'dsz p—I  dx3 ' a(p—I)  dza

ey
p*d3z px*I d3z 1 p\L‘M-z I p"fd’
dx3 p—I1 dx3 p,——lv dx4 Q|p~lj d\:f
7y !ca

Subfitulct man alfo nach und nmach diefe Werthe, fo exhalt
man fic S. p*z folgenten Yusdruet:

x{Xz  «pXtI dz  BpXtT ddz  ypxFE d’z

S.prz= —_ T e —
p—1I (p—1) dx (p—1) dx2 (p—1) dd
p"-'ﬁT a4z gp* +T d%z .
'I' e e Tt e T —_——— -r b

(pm,l ) dx4 {p—1) dxs

Um die Werthe der Budftaben 2, 8, v, 3, ¢, 5. u fnz
ben, febe man fir jedes Glied die dafur vorhin gefundene
Rethes nemlicdh

xtx S 't
X T.Xg xdz : z
i =S5.p*z T --E--E'; s S -—-—L— ol ?_\d 'i{_‘_
P—1I p—I dx 2(p—1) dx2
.f. & F‘.-i'.jj'r
6(p—1) dx3
"P\'Iq? e d pXdz . I FohECet I pXdiz
— Oy e % b y | m——
(p—1)dx GxX. Cp=1- dx= oip—1) dx3
= 2c,
P\_“F‘L{l Z S p}:\{ \:-i’ z I 'EJ"- 37
= ¥ e S e — :
(p=—=1)dx3? dx= pr=a1 - dx3 :
priTdiz pXd3z
N e M
(p—1)dx3 dx3
A0 'L‘_; ey
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e Wic haben alfo S, pXz = S.pxz k
.; 4- ....!-.-..S p\rTz = 1 p\dr{z 1 P“.‘UZ |

' p—1  dx 2(p- 1) dx2 (:ep-l; dx3

T Hl |

IR o o
J - p—1I -].2,]:"'") ’
Bt | i a
ot 2 S t —— |
P—I i
s |
und finden daraus folgende Wevthe fiie die Budftaben «4 |
¥, 8, . :
! 4
M S
p—1I
# T 1
1t A= —=—(s =)
i : B 2
thl | 4 I
i B s Y
i T B8 e 1
ol A 3‘ —_— e—— A — f— L
i.-:, p I(/ T = 3 7 24?
f-] & T
% =—0QF =% =% =+ —
i ; T C ‘I‘ = ¢ 5 24 1 1-0) |
i) 1.
Y il § 172,

Es fen der Klirge twegen F-]—I-I = q, foift
e
= «qtz9 = qqtiq
Bqtieqtdq = q3¥qqtiqg
vq £ 28q T Eeq ¥ 25q = g4 3q3 T 5q® T4
¥q t 2vq T 2eq ¥ Sheq ¥ 1250,
oder :
e = q¥ *29% F £q3 + 3q2 ¥ yizq, und
¢ = qf t4g7 T ¥a% t ¢ + 9% T ool
p LK 2

b gt -

l II Il

pbit
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ober
Al
-N‘I! “___I'_
r
s=239%4
| [
( /=6q3+6q3fq
i ll2Q3
| 5 — 2494 1 3693 T 1492 § g
Wb | T

| . 12095 124094 F 15093 ¥ 30q2  q
j o R T e
! ‘i:;zoqﬁf 180cgs F {560q4+540q3%6:q1%q
Iv2 5308wt
504097 ¥ 151209°F 16800q° + 8400q* 180663+ 1269
1.2.3.4.5.0.7
i,
too jeder Goefficient 16800 entfteht, toenn man die Summe
der bepden vorhergehenden 1560 F 1800 durdh den Gyrpoz
nenten von g, det hier = 5 iff, multiplicict,

",

§. 173,
Sest man nun abet anftatt g feinen Werth —-I__, fo
p—1I
tied
I
o T ——
1(p—1)
ptI
g =
I.(p—1)2
s L LaP LI
1-9-35.}?—-1}3
Fo Ut Enpi
1.2.3.4(p—1)4
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p4t :afrpi-i*(ﬁpz-rﬁ p~1-1

1.2.3.4.5(p—1)f
5 pf"l*"p'- +302p3 ¥ 202p# 'i‘:jpﬂ |
2.3.4+5. O p—r

pﬁi'rhopfi‘llq p4toqtbps Frigip2 F120pf1

S 1.2.3.4.5.6.7(p—1)7 t
L1 i
Dag Gefety, nach weldhem diefe Geofien fortfchreiten, §
Diefes, dafi enn man frgend ein @licd
P2 F Aph-3 ' Bpi-a  Cpi=5 § Dpt-6 4

].2.3 . 4 & &+ q{ll-'"l__'.‘E)_qu
fest, alédann

— et T

n({n—1)
B=n-1_—_n,on=-%
- T | -}
= ,;n*?.._n,‘;n-I-i-n(n*lJ,zn_I i Eﬂ:—l)fn-—?)
I.2 S, g
-l) n(n—1)(n—2)
D=3sn~I_nan-1 = et |
D=5n"1—ny4 ‘}' == T |

n{n — I}'n —2)(n—13)

;i

o — e e e R E——

; L 2 * 3 -, 4
i,

witd, wornady fih dic Cosficienten «, 6, %, 5, 1. fo ol |
man ill, fortfesen laffen.

% 174.
Betraditet man dag Fortfbreitungsaefes dicke Gorfiv

cienten genauet, fo nimmt man bald mwalye, daf Mt
eine wiederfebrende Reihe bilderr, und ficy crgeben; WM
fitan den Brud
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entmicfelt, tndem man dadurd diefe Neibe bePdmuit:
1 F eu F puz F yuld § dud f sus F 2us F
Man fepejenen Brudh = V. Da alsdamn

p=TI
Vo=
12 us u* ;
— e ] ———— i iy
' 2 6 24 3
ift, fo oird
p—1
v 2L
p—e

1o e ble Sabl bedeutet, deren hyperbolifche Qogacithine =«
ift. Diuctr man nun V durd cine Reibe avs, und oae
nach den Potefiaten dbon u geordnet, fo erhair man
Ve=I1%teutsu2 +yud fdudtins dué F'u,

und dieSoefficienten #; 8, %, 9, 1. find eben dicienigen, wels
die wiv bey unjerm gegenwartigen Sefhafte brauden, Sat
man-aljo diefe Goefficienten gefunden, fo ift

Sl poE e adz , Bddz  9d¥z ; M4z i)

P==3 dx ~ dx2 dx3 dx 4 2
pdl ol .

und Ddiefer Husdruck enthalt Bad fummiccnte Glicd Dded
Reihe:

ap T bp2 Fep3 Tl oo Topxe
deren allgemeines ®lied = p*z ift.

§: 175
Da ivit
S i
o P 8 Cli
gefunden Baben, fo toich
ell =— ATl
V

und, twenn man die Yogarithmen nimmd,
o =1(pV —pf1) ~1iv
und
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i)

und hicraus durch die Differenyiation

(p—1)dV

du = p—;_-z e , baber denn
oep—Bdy
V2= — 1,V T ———.
P (p 2 .

i, fo twird
p F2«pu | 28pu® F 2vpu3 | 20 pus faepus tih,
e ey
i

2

I

Foa’pl® T 2e8pus T 2ayput T 2adpuifin
+ 82pud + 28pus T,

(P-——lj'v' =(p—1) Talp :;; nf3(p—i)uz T:ai‘paifui'
t 8(p—1)ud { «(p—us 16
(p—1)dV \ e 2
- du e=(p—1)e T 2(p—n)8ut 3(p—1)7u* { 4(p—1)¥
.E, '-)'{FWI:]EU.“‘ 'I" 6{?—*[).':“}' ‘i-u-_

and durch die Bergleicdhung diefer Ausdedicte ergiedt fich

(p—1e =1

2(p—1)8 = «(pt1)

p—Dr=&ptD T =2p

ap — 10> = »(pt1) + 20ep

5p—1)s = 3pt1)f 2erp I B8p

6(p—1)0 = e(pt 1) 223p F 287p

7(p—1)» = pt1) § 2«ep T 280p T 7P
' i,

PWenn man in diefen Formeln fiiv p eine gegedene Fabl ffh
fo finbet man die Werthe det CocfFicienten w, &, v, o 16 Wl
Leihter al8 nadh dem guerit entdecfren Sefese.

§. 176

Ghe tic die befondern Fhlle in Anfehung des Wt
von p unterfudyen, wollen wir z==xn fegen, fo daf die Relb:

—

L -
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S=PT:‘:"P"'I'B"P’T'Q-"P"'T......"l":-;”p“

ju fummicen fep. Alsdann ift nach dem vorhin gefundenen
Husdrucfe

xn=2

r b
Sszi--p—-.xn‘— p nxi-1 __I_PP'PP.II n—iJp3
p—i (p—1)2 (P17 Fo§
3 2 4 (B — 2]
e (P 'E"lp ] p)‘n._n 1)}(n _3131‘“3 -i- 1€,
(p—1 )4 IR =t2
g oy

fo Daf durch diefe Conftante s = o werde, wenn main x =0
fegt.  Schretbt man dabher fiie n nadh und nady die Sallen
o 1, 2, 3, 4, . fo wird

e B P
S.x%pX=p ;—_—-I- — ;—Tg
Toxea o BE B P
S.xIpXe==p (p———l (P-—l;l) t (p—1)2
s.x:pxﬁpxcﬁiﬂ 2B plpt+ 1) 5 p‘(Pt_I)_

P =12 (p—1)3" 7 (p—1)3
§.x3pr = pxBin _ _3PX2 . 3p(FOX  piptiaph)
Pb (P (P—it)3 . Tpag
plp2 T 4p 1 1)
T (p— L4
S.xapxm pxc B2t 4PX3 L Op(pX 4pprtapiua
p—I (p—1)  (p—1)3 .,\P__,J.;_“‘
§ POITIPAFIPTD.  plp3trip2iiptn)
(p—1)7 : (p—1j5
pXtIxs = spxtIxs 10(p + 1)pX+Iy3
PE= G:T:; S (p—13
___IEJ'_:EZ‘{"WT'}PHE IS(PS'FIIpz"'Ilp‘f‘l}px"'f.t
(p—1)3 \P— 1S
_ (P21 26p3 +66p2 26p T 1) (pt1—p)

(p—1)s

i

S.xFpXe=

S.x0px
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XTIxe XFIw§ = 5
Samae T 0 o ORBX Sp 150 0 BRI
p—Ii (p—1)* (p—m[;:i
coln*tapTiye isd - s np? Tipt pily
Mesgoioh i o B 0 By SRR .E.. (P2 Tmp* 'F’ Lpity
(p—1)% (psas
- 6{p% | 26p3 } 66p2 1 26p T DK
(p—1)%
{nfie=ptt a0 H ‘sn'wp‘vf-:-'-h,. 1 )ipriI—p)
= ({p— 137
LN b ird
Sicrand erh:llet, daf ¢ atlemal mdglich ift die Summe
(. 7 2}
baviuftelion, toenn z cine gange rationale Funftion von X
Der Ne ;iy' ift, beren allgemeines Slied durd) p*2 auggedeud!
toitd,  Denn fudt man die Differenyinlicn von z, fo fommt
man en -ltd} auf foldbe, die vecfbminten.  $ied 5 . bi
Reifie gegeben
- 1 - ® % (\E%x)
pf 3p2 f 6p3 f Topd T iwsw I"""ﬂ_"?"{
o ; e ddz
fo ift, weilz = ¢ —=xtE U —=
2 -dx L O i
vas fummirende Glied
'_‘-C‘I"I ox = P ,':.[
b — ‘E"— 2 FHX '*I* it = .__,I'.._.I__ .._._E.-L—-—--':)"'
 Lioat o(p — 1) ~a(p — 1*
p ( pT1I I )
p=—iIN2(pp=H12 2(p—1)

oder
P

5 — J,I'x]-'-_[ XX {P_}}x I )______,...-

: ("{Dml)fefp—-l)z-f(p 1)3 (?’JJJ
enn aber z feine gange rationale Funftion ift; 10 st
der Ausdeuck ded fummirenden Gliedes ofme Ende fort * |

3D,z = ; ober folgende Reihe zu fummiren:
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: I
S=P‘}‘%}Jl'}"fpg'rip4i'+...¢t'f;}3x

fo befommt man, tweil

dz I .ddz 2 ;diz 2.3 déz  2.34 :
..-:.,._..._..: -:.,_..x__.' m._._._:-_,.._.,.,_'._‘.__zn—.-';.
dx cx’ dxz x3’ dx3 x4’ dx4 xS
~bag fummirende Glied
e

PTeT, T . phU pphapkr pttupibrpir
ke D et h )
' T C

Ullein in diefem Falle fann man die beftdndige Grdfe €
nicdht auf die Aet beftimaren, Daf man x = o fege. Nimme
man aljo x = 1, fo wird, toeil dann s = p wird,

..}. 1 .,}_I.. AD I
C=p— 2P ¢ 4 s + "'E“;'"'.': - P‘ .,‘..3?}._.?_,_ 1¢.)
PR e p— L i(p—1)? i (p—1)3
§. 178,

Ienn-alfo p Felne betimmte Sabl bedeutet, fo erhalt
man Hicvausd wenig Lotthetl jur Auedricdung der Summen
burch die Nabherung. €3¢ echellt aber juvdederft, daf man
fur pniche 1 feen darf, weil dabep alle Cosficienten «, 8,
¥, 8, 2. unendlich grofi weehen wivden. Da alfo die gegens
wartige Reifhe durd) die Subfitution von p = 1 in die vorz
hin unterfuchre tbergeht, fo ift 8 Fein Wunder, wenn man
iefen unter allen leichrefien Fall doch nidht daraus abiciten
fonn.  Jerner dft e8 metProdicdig, daf die Summation bep
p = 1 dag Jntegral {zdx erfordert, da doch Abechaupt die
Summe ofne irgend ein Sntearal dargeftellt werden Famn.
2Benn clfo alle Coefficienten «, 8, v, 3, 2. unendlich werden,
fo tritt aud) bas Sntegral ein, Uebrigens ift dies der eingige
&all, wenn nemlich p == 1 ift, auf welchen fich dee gefundene
aligemeine Formel niye anroenden (3§, und man Hat nicht

Sulers Diff, Rechn, 2, TH, 1.Absh, O Urfadpe
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Urfache, Dedimegen die gedachte aligemeine Fovmel ju vt
fen,  Denn obgleich alle eingelne Glieder unendlich find,
Heben fich dodh alle Unendliche in dev That einander auf, upd
fo bleibt blof:die enbdliche Grdfie Hbrig, twelde der Shumme
gleidh und mit Devjenigen fibercinfiimmend ift, roelde wir
nach der vorhergehenden Methode gefunden Haben. Dies
titd weiter Hin ausfiheliher aus cinander gefest roaeden.

§. 179
€8 fep alfo p = — 1, o folglich die eiden in
Reihe abroechfeln werden :
bs8 o ey X

—a"i"i}-—'—C’i'd-‘“q-aq.piZ
und dabey ift z pefitiv, mwenn x eine gerade, negativ abe
toenh x eine ungerabe Sabl ift. Sest man alfo

S=—atb—ctd—.,.. o212

1o mwird

r\.I....
R | adz ddz wd3z 8d4z
] e fz R — 'i‘ E_..:_ — ﬁ{_.-...-:. In— | a— :fJ
2 dx dx= dx3 dx 4

€
and dad oberd Jeichen gilt, wenn x eine gevade, das unkite
bingegen, wenn x cine ungerade Zahl bedeutet: - Bednler
man daher die Jeichen, o beforamt man

a—bte~dfe—~ff..... 525
+ - =~
FERT “E!:,J‘,QJEE'.{ yd#z‘Led-‘ﬂ'z__“}
BT —— e P e—m e ey B — b
dx dx= dx3 dx4
1] &

und die Jeichen vithten fich nady eben dem Sefepe.

§ 180,

S diefern Falle laffen fich die Coefficienten #, & 7/

5, ¢, i, aus Den vovhin angefiibrten FWerthen finden, Wit
man
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Forefuhrung b, Summation der Progreffionen e, arx

man allenthalben — 1 fur p fesst. RNod leichter erhalt man
fie indel aus den allgemeinen Formeln §. i75, woraus ju,
gleich erhellt, daf fie wedfeldtocife = o werden.  Denn jept
man p = — 1 fo gehen jene Foemeln in folgende fiber:

o O — - 1
— 4B =0

- Gyi= Q0 — aZ

— g =0 —2a8

#— J0F = 0 — 2a¥y — B8

e 12¢ =0 — 2ad — 28y

0.
Da alfo 8= o ift, fo.toitd audh ¥ = o, und ferner =g,
F =0 265 die ubrigen Buchftaben aber Haben folténde
Deftimmung: .
e = — &
o
= -'-g
Ddy
16
2as F vy
14
San f 2yE
18
3

% =

$. 181,

lim bie Hechnung bequemer iu madbén, wollew foip
neue Duchfiaben einfiihren und fegen:
A
B o— ——
102:
B
L2 .4%4
L2 g

i
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& &
ST 25 3-45. 6

2 D
e Li2.3%0.08

Hierbep it die vorhin auggedruckte Summe

Adz Bd 3z Cdsz Dd7z
e Y0 i _.-L e .....L-{n[:]
i Zf?i‘[ 2dx.. . L2.3.4dx3 ° 1.2,..6dx5 . £.2..8dx7 [
Die Coefficienten aber werden durch folgende Fovmeln b 1
flimme.:
A=1
43 AA
2 R
o
5C= ——_AB
3 1.2
8. BB
7[} = -——:-? LJAC h m Sk
I. .2:3.4" 2
10. -
95:——9 AD § R0:3:7 5o
Ak 1.2.3.4

12.11.109 % 12.11.10.9.87 €C

L33 D.f'1.2.3a4-'-'5.2

eV
ke

und die Rechnung ju etleichtern druckt man diefelben nod
beffer auf diefe Act aus :

N e T -
AA
B =2, —
2
C=3,AB
6.5 BB
4 hc i. 4|"""_'§":_"'"
324: 2
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E = 5,AD } 5.32—'—-5-‘50

3.4
10.9 10.9:877 ~CC
= 6.AE + 6.——.BD ¥ 6, —Z""L _—
: — Sapn t 37456 T3
12,11 : 12.11.10.9
= 7.AF } 7.—~—.BEif 7. ———F<.CD
G i | 3‘4 T? 3.4-5-6

€. .
Grellt man nun die Redhnung witkflich an, fo wicd

& it
) 5o
1 =%
1 by C =3
D =17
E = 155 = §.141
F = 2073 = 691.3
127.120 :
G = 38227 = 7.5461 &= 7. ———2
*H = 929569 = 3617.257
I = 28820619 = 43867.9.73
: 1,
5o 182,
oc Wenn man. bicfe Jahlen mit AufmerFlambeit betrads
. tet, fo lafit fich aus den Faftoren Gor, 3617, 43867, leidht

{hlicfien, dafl fie mit den Dernoullifchen’Jahlen jufommens

o bangen, und davaus beftimmt werden Ednnen. Unterfucht
man- diefen Sufammenhang, fo erhellet, vaB fie aus den
Bernoullifhen Iahien A, B, 6, D, G, 2. auf folgende Yt
formirt wetden fonnen:

A=a2,r, 3% =ErF - Y

B=2.3,58 =204 — 1)B"

C=2.7.9€ = 2(26 — )&

D=2,15,17D = 2(28 — 1)D
D

-

3 E =
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E=2,31,33€ = 2(27°0 — )&
Fe2, 63,0668 =20212 —10F
G =2.127.1208 = 2(214 — 1\
H = 2.255.257D = 2(216 — 1)§

2,
Ba alfo vie Bernonilifchen Jabien Briuche, unfere Cotficientn
aber gange Yahlen find, fo fallt in die Augen, daf dieBride
durdy diefe Faftoren weggefdhaft werden, und e8 ift dahi
I
: |
3 |
17 !
5.31 &= 15§
3.661 = 2073
743 .127 = 38227
2573617 = 929569
9.73.43867 = 28820619
5+3141.174011 = 1109652005
89 . 683, 854513 = 51943281731
3.4097.236364091 = 2905151043481

2731.8191.8553103 = 1913296724839%3
2.

9u8 diefen Jablen it man alfo ouch umgeFehet im Ghunke
vie Dernoullifhen Sahlen herjuleiten.
5. 183 75l
Braudt man alfo die Becnoullifchen Jahlen, fo ift b
Summe der Reihe:

SBe e L Eas. B X
a—=btec—dte—....572

il

1 1 A

g~ wle > SR B 0 8 L I o o T S

|

rc_é,z_,'fﬁ’—lj?idz'_ (2*—1)Bd3z , (2*—DEdz_
: : I-de qu-gc,’*d:\:; I l¢2.m6dxf
P Siet




eliten
ifcpe
P

e

Sorefibrung 5. Sumimation det Progrejjionetre. 215

OL
Hiee aber erfennt- man, daf iene Sablen nidht durch cinen
Rufall herbepgeftihrt find. ~ Denn fo tvic man die qebebcnc
Reihe erhait, menn man von dicfer
atbtctdFiieins Pz

o alle Glicder das Reichen + haben, die Summe der geras
ben Glieber b+ d £ F 2¢. jwepmal geno mnm, abgieht: fo
186t fich auch der gefundene Huddend in jwep Theile auflds
fen, Davon Der cine bie Summe aller da8 Jeidhen J vov {ih
habenden Glicder und =

fza{x'i'%z‘%‘-ﬂd--z-——v 228 o 'f' 2ok’ — (.

T 2dR 4dx3 2 .., 6dxS

ijt; die Enmma et ubrxgm Olt.ber ab‘fv findet man auf
ebon die Avt, weldhe ir oben gebraudt haben. Denn da
Dad fepte Glied z ju dem Anjeiger x gehort, fo witd Das
vorhecaehende, su dem Unjeiger x — 2 gehorige

2 ndz '22ddz o 23d3z nadaz i

dx © p2dx2 - 1.2.3dx3 1.2.3.4dx4

und diefe Form eehalt man aus der, roodurd vorhin das
vothergehende Glied aqudgedtudt wurde, twenn man davin

X 5 : - ;
— fit x fept, Man befdmmt alfo Die Summe der geraden

; g ; X :
@licber, wenn man, in dbie Summe afler, — ftatt x fent, und

diefe Gumme ift demnady:
adz 23Rd3z nf@dsz
Izdx¥izd —— — —— L .
T.2dx 1.2.3:4d%3 " Y.2;.,6dx%
ueht man dad Jtoiefade diefer Summe von der vorherges
e ¢, IDENRN X €HIC 4etaVe 5491 PVEL UMACicnLs, TORINIEX
Henden ab, wenn x eine gerade [, ober umgelehrt, tenm

tineungerade Sabhlwird: foftelit der Reft DieSumme derReihe

B 2773 4 5 X
a_H'E'Cmd'i‘Eh'....o".—_E
dav, und ¢8 ift alfo diefelbe
D4 =
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=E (22—1)9%dz (24 —1)Bd3z
= Bz ¥ Y 234d-11‘zr)1c
alg

Diefer Yusdruck ift eben derfetbe, als dev fo eben gefundens

§. 184,
Man nehme ftatt z eine Poteftat von x oder xv, o o
die Summe folgender Neibe;

1_211%3!1_‘_.‘4“1".".‘:;__};E
30 fudben fey. Da
dz o d3z n(n—1){n—2)
—_— xi—I ; - — i { =30 4

1dx 1 r.2.3d4x3 I.o2.%
ift: fo wird die gefudte Summe, wenn man die Cocficy
ten A, B, C, D; 2c, braudpt, '

A Bon — 1)(n—2
TG p —ngncy O L0 0@ S
bog 4 k52 .3 |
z L:IIL(IT-——-l\f/'lm—"?”lmn—-q‘l\ﬂ*—_i‘l
6 Ere 2 e s

Eﬂf_ﬂ.-—ﬂ- L 5 Ay ¢ 19D ﬁ.)ln_
o Bi R T PN |
und dag obere Jeidjen gilt, twean x eine gerade, dag untie
hingegen, tvenn e eine ungerade Jabl ift. Die beftanbige
®rofie C aber muf auf die Het bﬁ*lmmt terden, dof e
Summe verfdwinde, wenn men x =0 fept, undes gl
diefem Falle bag obere Feichen. Sefit man affo file n 10d
und nach die Jahlen o, 1, 2, 3, 4y 1.2 fo beFommt man fob
gende SGummationen; :
k=¥ r—1%.. .. =7 )t
St nemlich die Sah! der Glicder qerade, fo ift dieSumw
me = o, und ift dic Glicberzahl ungerade, fo wird die Gums
me =+¢r

Thu)te




10

nbens,

0 doj

i |

LR

xﬂ‘!l'

fitin
l."l‘n-{:|
| T-DEF

fiin
ums

Sortfihring b Summation det Progreflioncnre, 217

1 4

St memfich div ;‘4’-‘*1 der Bliederseine gerade all; fo
ift die Summe = — Zx, und im entgegenfiechenden Falle
L 1 —22%32—42%.. .85 x2= #(x2%x)
nemlich fuy die gerade Gliederjahl = — #xx — wc
und fiir die ungerade = ¥ #xx T @x
IV, 1—23%33—43 t. ...:xir::é-(xs
nemiich far d. qcm‘u Siie =
und fir bi¢ ungerade —
V. 1—24%34—14%.... £X4 =

%
o
!
1
1
[5SHE]
bet
B
i
e
g
=
L)

nemlidy fir die ﬂ,u abe
und fae die ungecale = % 3x9 F x3—1ix
A
§: 0 185,

an erfennt hidrausd; “Daf ey den geraden Poteftaten,
ven Fall auégenommen, toenn » = o ift, D¢ Hinjuzufegende
bejtandige Grofe verfdhmwindes, und daf i diefen Fallen die
Gumme der geraden Ungahi-von Glicdern pon der Summe
der ungeraben Anjabl blof in Unfehung der Jeichen vers
fdbieden ift, IBenn alfo x eine unendlich grofie Sabl ift,
fallt diefe Untecfcheidung weg, weil ¢ine unendiidy grofe %m}!
toeder gevade 1o ungerade germ nt werden fann, und ¢8
miffen alfo dabep die gveifelhaften GBlieber wegaelafien toers
den.  Hieraus folgt, daf die C’-me; von Reihen diefer Unt,
toenn fic ofine Ende fortlaufen, blof in der hinjuzufitgenden
beftandigen Grdfe beftehe. Hus diefem Srundeift:

I—1 Fr1 —1 fi.0hpneCnde= %

A 22— U
1[—2 '{‘; _4 "I‘ifa ctio"'.__“—-._."[‘( )

4 2
1_2‘1% 2 — = 6{’; R 0

B 24—1)B
1-"'2‘3'{“ 43%2("4 uc:na-——--—_: ( )

8 4
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I=—=28138 =44 ... =0

I=—25 ¥35 —45 1 o . =—= %

1—26‘1*36'—-*-46‘I'IC4 o ate g =20

- D 28—1"D
Y—27F37 —47 F 1, ,:__z_g_m_t
16 3

1c.
€ben dicfe Summen findet man nady der obigen fiy dicjenis
gen Reiljen evblarten Methode, in tweldpen die Jeidyen  und

~~ it einander abtoedhfein.

§. 186.

Wenn man fitr n negative Sahlen fest, fo wird di
Suomme ein obne Ende Jortlaufender Nusbrud, Edfw
n = — I, {o ift -bic Summe der NReihe

I
Foanat Bl Mo N 0 Rt I8 RUSHT IS T
1 A B C D
= 3 (= — —— = = W) G
+ 3( i 6:-15"%82(3 i

x 2%2 7 gx4
Da aber die beftandige Gedfie C hier nidht aus dem Fale
Beftimmt wetden Fann, wenn x = o ift, fo muf man olbes
aus einem andecn fhun. @ foy x = 1, fo ift, tweil alsben
dieGumme = 1 ift, und das untere Seichen genomumen W
et muf,

A B C D
G — e —— i s i
L1 4 8 T 12 16 T
Hder man fee x =2, fo wird, tweil algdenn die Oumime
&= 4 ift, und dad untete Seithen gilt,

C=




)¢

15
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A B C
C= 7 — —— e +
3 TAG 2 22T4.24 6,26 )
pder
A B c D
C= : — : ks
x 4 .22 T g .24 1226 T i6.28 ;
Dder aber = 4, too denn
17 A B C D
C=—— = - - — %%

24  4.4> " B8.4% 12.4° 16.48

weeden toitd.  Man mag inbefi dicfe beftandige Grdfe bes
ftimmen tie man toill, fo findet man dafilie fiets denfelben

IBerth. Dicfer Merth druckt jugleich die Summe Dev ofjng

Gade fortlaufenden NReihe ous, welche =12 ift.

§. 187 5
{lebeigend laffen fich miteelft Diefer neuen Sahlen. A, B,
C, D, E, ic. die Summen der teciprobén Poteftaten: Reiben,
toenn die Gpponenten gerade Jahlen find und darin blof die
witgeraden Rahlen vocfommen, fehr leidt finden.” Denn
fegt man

T—*I*-H—*I"ﬂ"l"—:;'?é,,n%m:

on

azn 420

fo toird
b ¢ I g
boy T t o te=

und diefed von jenem abgejogen gicht,
('-) N e ["'q

-I‘*—'I'——'l“-*’rza=

?jﬂ 22!1

Da i alfo die Werthe von s fir die eingelnen Werthe von
n {chon mitaetheilt haben, §.125, fo ifis
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g I 1 '
B o R AT XA i =
1 I I B
T b =it e o
3 J & Ia2-3'4 4
I | 1 C ¢
1P —F — % — $i5 = ik
e e 1 132,20 "4
T I I D w8
it - —fic = e
3 5 7 BT R
1 | E 10
EPom b by 2

S e Db e TR

MWenn aber aflle Jahlen vorFomumen und die Seidhen abiedy

~felnn, fo bePommt man, t'ortt

I I AN e e
e e T30 = f,._i____l S
£ 3 42“ 22]1

ift,
f (A— 2 wy)
T o Coscenc 1.0 ol )
2 3° 4= k3 4 L2
§ B 253
1o Lyt L uOa®) o Gl
3 1.2.304° 4" 1.0
1 T e
f o= '—E-—I- ‘T—_ 'hf- (C ‘:E) ?rﬁ' (2 —-!}G
= 3 R o 4 1.....6
1 1 1 (D—; 8 (3l ‘T‘
—";g"l'-;——;']‘zc.._.. D) f.__( 5
3 o+ g 8 s 1 8
I I I (E—2@) s (2"—11@
i s et T — ="
A 4'°T 1.2...10° 4 210
i,
§. 188

So tvie toir bigher gine Reibe unterfudht haben, deret
Slicder Produfte aus den Clicdern einer geometrifhen

Reihe p, p2, p3, 10, und aus den Glicdern irgend cinet av
been
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bern Reibe, a, b, e, 2. twarens fo [akt fich aud eine Reihe
behandeln, deren Glieder Produfte aud den Sliedern von
irgend jwep Reihen find; toovon die eine als befannt betrady:
tet toitd. - €8 fep die befannte Neihe

IR ek ] 2

B el AT e

vie unbefannte Hingegen:
B e N R e e e

und die Summe folgendet Reibe u fuchen:
Aacl b Yoo e B2 35 YT Zz

bie wit = Zs fetien twollen. Segt man in dev Gefannten
Reihe das vocleste Gliecd = Y, und x — 1 fiatt & in den
Ausdruc der Summe S.Zs: fo gehe detfelbe in folgenden
nbér :

ds dds d3s d4s
dz Y 4dx3 " 6dxs3 24.d x4

Y(S —_— - If-)

Da dicfer Ausdeadt die Summe der Reife Zs obne das
legte Glied Zz darftellt, fo wird

¥ds 5 Ydds Ydis

Zs — Zz = NS — —— F —— — —— 0y,
dx 2dx= Odx3

und diefe Gleihung druckt dad Vechaltnif dus, toelches die
Summe Zs ju den Grofernt Y, Z und s hat.

§. 189,
Um diefelbe aufjuldfen laffe man juvdedecit dic Diffes

tengial-Glieder aus der AcHt, wodurd S:E_z_\} wicd, PMan

yi
feise ?E'? =P, und genau fep s =P+ p. Bringt man
Dicfen Werth in die Gleiung, fo erhilt mans
(7Z—Yp




ooz - Juepter THell.  Siebentes Capitel.

3 YdPr . Yddp:
(Z.__‘EIP e T ——
dx 2dx2

Ydp- . Yddp

gy 2{..+

—

dx 4 2dxz2 —

Man fetse auf bepden Seiten YP* Bingu, und da Pt —
dpr . ddpt
dx & 2dx2
wenn man x — 1 fur x nimmt, fo fey diefer Werth =P,

Alsdann ift

— 2¢. Dev 2Werth von P ift, der entfeht,

3 i3 _ Ydp Yddp
"‘_11 i .1 l."l —_— 1{ p T o i
(Z—Y)p 1 e e e,
und [aft man die Differenyialien weg, fo witd
_Yp =)
T AL S
Y(P — Pt ;
Man fee ) = Qr, und dabey fep p=Q g

Z—Y
1o toicd
Y(dQ*¥dq) , Y(ddQ* + ddg)
dx T 2dx2 %
und feft man den Weeth, weldyen man fir Qx findet, oo
man x — 1 ftatt x fest, = Q, fo beFommt man

i+

(Z—1)qg=—

e Y Y
@=Dqryer=vq 184 L9,
dx 2dx2
toher Denn, wenn man die Differensialien ealdfh,
_ Y(Q—Q%)
R k]
1y b'e O =01y j
witd, Man fege (z — ‘? 2 == Rx, unbd genan fep g=%
- " & & 1'—,RI——- RI
Fr: fofindet man auf ahnlidye st r = ‘z Y ): tid

fahrt man auf diefem Wege fort, fo wird die gejudyre Summe
48 = Z(PT 1 Q" F R 4 ) feom

o 190
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§. 190,
St alfo irgend eine Reihe
Azt BbtCct..oile® Yy fZz
gegeben: fo Lafit fich dic Summe devjelben auf folgende Ust

beftimmen.
Pan fehe und indem mon x—1 fet  anftatt =
Z . .
— = P gehe P uber in P
Lo—
Y(P — Pi)
-./, 1 "{r—-__. e QI; a ' - s QI . . L] L L] Q
Y(Q —-Qf)
i‘_:ﬁ;,_:gu; N BT | S e NS )
L — X
L — RI
}—;"""-“"& ) —_ SI; [ L] L] w SI L ] L L} - S
2.

Hat man Ddiefe MWerthe aefunden, fo ut Dic Summe dey
Reihe =
LRLPZQYE ZR F Z8 o3 RO
ober ¢iner beftandigen Gudfie, wobep die Sumine =o toird,
wenn man x ==o fest, odbee, denn died [Guft eben daraug
binaus, rwedurd) alled fo eingerichtet wird, daf Dabep ivs
gend etnem befiimmien Falle ein Gendige geidicht,

§. 191,

Da diefe Formel feine Differenzialion enthals fo ift ihre
Anvendung in vielen Fallen fehr leicht, und man deFdmmt
vacpad) ofters dic wahre Summe.  Wicd 3. B. die Reihes

PT 4p2 T 9p3 % WPt i i o X2pX
gegeben s fo febe manZ =pXunbz=x2, wo alfo Y =px=1

R wh und L AN witd, Hierd
Z—--th-—— > Z-——prm Dirdurd

befommt nian
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Pt — ~—T—z—-; Poem s PE% T 2D ETHE
p—1 p—I
~ o '
(‘1:_,_"??\___}3; Q:_?_p__h +_'1P
(P—+10A (p—i1)2
2D 2
RU'D . el Ohn e < h s
{pa3 (p—1)3
SI = o; fo mie auch alle nbrige,
Golglid ift die Summe =
'p,(p-\'?' apxtp, 2p p 2
- e e B & gine. ok [ o e )
p—1 - (p—1)% " (p—1)3 (p—1)2 {p=1)’

m—n( sy e s )__ St 1"
: p—1  (p—1)2 ° (p—1)3 (p—1)3

fvie toir bereitd oben gefunden Haben,

§. 192,

Auf abnliche Avt, ald wiv ju dicfem Summen: s
drucke gelangt find, Fdanen twiv einen andern fir den fol
finden,- wenn die gegebene Reile nicht aus jwen andetn Kb
Hen: gufammengefest ift ; und diefer Ansdruct 145t fich tnsbe
fondere algdenn braucdhen, tvenn man bep dem vorhergehenr
den endlich: verfbrindende Nenner befommt, 5 fuwallo
die Reibhe

I 2 3 4 i
Ss=a%b¥tecFtdd...ss.t2
gegeben. Da die Summe, twenn man x — 1 fiie x fegh bob
legte Glied verliert, fo ift
s—wzms—-d_:?.[.dds__,&3s —dﬂj—-——‘ﬁ
dz 2dx2 Gdx3 ° 2¢dx4
oder
ds ddsg d3s d4s

eIl A S =2 T 1,

‘da 2dxz ' 6dxd  24dx%

|
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fugs
Fall
Rel
e
e
ilfo
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Da biee die Summe s felbft nicht vorfommt, fo laffe man
bie hoheren Diffevenzialien weg, damit s = fzdx werde,
Geener” fege man fzdx == P, bder Wevth davon gehe in P
fiber, enn man x—1 fir x fegt, und genau fep s==P*{p,
Yigdann ifE '

d P1I ddPr dp ddo
i A " ) o ;s - e
e dx adx2 * - I‘dx 2dx= T
dpr ddp:
) I): PI R o = - {
e dx 2dx2 i i
fo wicd
dp ddp
;’ — P I’ = e o ———— oL [
r T dx 2dz=2 LIC

und vaher

p=f{(Z— P'{ P)dx,
Wirb ferner (2 — p1 4 P)dx = Qtgefekt, und gebt dies
fee Weeth in Q Uber, wenn man x — 1 fitr = fets fo fep

f(z—PrfP — Q§ Q)dx = Rl = Qt — {(Q"*—Q)dx
ferner
R! — f(RT — R)dx = SI; 1.
fo ift die gefuchte Summe
g
s::PTf{P-%R‘fSITILi‘C

C fo angenommen dag badurdy einem Defiimmten Falle ein
Senttge gefdbicht.

§. 103
Durdy eine gevinge BVevanderung det Budftaben {hhet
i

b d
maa biefe Summation auf folgendes zurtict,  @s fep D
Reihe:

€

S e et X
s:gi'bi'cfd'f.,o...-fz
i fummicen.

Eulers Diff, Rechn, 2. Th, LAbth, P JNan
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AMan fege ua‘e oenn x—1x fur x

fo gehe P diber ingp

..._
™
(=W
"

1’; 2T i'I’P i

P
Q — {(Q — g

IR =
|- A
11
R0
7P

LS )

Dat man diefe Weethe gefunden, fo ift dic gefucbte Summe
s=PFT QF R ¥ SF 2

unbd diefer Ausdruck deuckt die Sunmme febr vortheilfoft aug

ennt fene Sntegralien davgeftellc werden Fonnen. €8 fu

um den @ifbumcb Deffetben durch-ein Depfpiel ju eclaufen,

z =xx % x, foift

o I
—T Y ol e L ) L
P = 3x3 4 2 XX} P—J—-.\J—--'.:.\.\‘I",J‘
AR - * L | I
P —=XX— 2 UMD {{P—pldxi=3x3i—4
= L . S o I I
Q“;\\‘;L‘._‘ (‘I_"——'_.\\‘“‘%\:l"j
Y e Y — I ek Ay \ PR I
Q—g=x—3; md f{(Q—qg)dx =Ixz—1
D ;- T
A= ZX; r —= =X — I
- T B - ' y I
R r= =3 und W(N—r d\r-—-f'h
C — 1 a1 — { an il M
o =05 und fo auch alle ubrige Glicder. Daher ift i
> —
gefucdpte Summe
p E-a=-
3 A 'E‘ 2 %X
E T
Bt P .- X _ a._ Y ) -
+ zaX: ¥ X = 3x3 f\-‘{-'\_‘j—}\ K'E']_J\%h
I
T X

Auf diefe et laffen fich atio die Summen aller Reihen, dexen
allgemeine Slieder gange rationale Funftionen von x find
permitteljt fortgefeter Suteqcarionen ﬁ'mi'i; unbd ¢6 eehei
Davaus fefir deutlich, was Fie cin mei Suftiges Fefd die eyt
von ber Summirung der Reihen ;‘z,u und wag file €ie
Dienge vor Schriften mit den Methoden Ddagu, Die theils
fbon bePanntifind, heils evft-nody erfunden roeeden mifil

angefallt merden Fonne.

§. 104
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§. 194 ng,

= ‘ L ai sgie £ A,

Big jest haben wir dieSummen deg Reifjen vom erfien g

2 ; - b L = e
' Glicde an big su dem, deffen njeiger x ift, gefucht, und f.;r’ _

i . T T

1 nadh der Eeforfcbung derfelben findet man die Summen eben il (2

t { e

L

dicfer obne Gade fortlaufenden Reifen, wenn man x = oo
fest. Oft gefangt man indef Hierju anf eine bequemere Aet,
mme wenn man nidt die Summe ber Slicder vom erften an big
gu dem xten, fondern von dem xten an ofne Cnde fudht,
und 8 ift diefer Weg indbefondere bey den leptern Ang:

= _‘:‘. __'..'. !_"'.:.ii'»!:.',

aué, ; £ Siar e ;
o pricfen vortheilbaft. €8 fey alfo eine Reifye gegeben, deven
] 3 h - & = ’
i allgemeines ober dem Angeiger x jugehoriges Glicd durd 2, :
k ’ - ¥ P ¥ ey o -.
0as folgende ju Dem Anzeiger x + 1'gehdrige aber duedh =3, Wl 8
und die auf dicjed folgenden durdh 275 z7% ‘angebentes i
wetden, und die Summe der Reibe ju fuden: il
154
::'I‘ ! '
ek syl - X2 - 2, £ro |
i s =2 z gt foalf B pI1- b g C‘f}ﬂe Cnbde. }'1
Hier ift die Summe s eire folde Fuaftion von x, daf man, : _.q.
venn man darin x ¥ 1 flatt < fegt, Die Summe ohne das ;;
b erfie Glied erhalt. Da alfo bep diefer Subititution's in i
- ds dds - ,:_:‘
B o B R 5
: 2ax2 55
e haradlnt & ter . &
ubergeht, fo tird £
..'-.":.
ds ~dds © d3s . d4s ds's
sEser b — - F g 3 s e
i dg " 2dx2 " 6dx3 " 244x4° 120dx¥ i
it
i odee
1 - -'lltg

i Y

N
[ = "
B

[
(=
Nid

w
o Y
!—l

W

0
B

¥

)

a'!'.&hh.

-

= 3 " A 2 l J
it dx ° 2dx® ° @dx3 ° 24dx4 ' I120dsf

L
|

N

L ]

whi e

s
=
.11

1 Wenn toiv nun den vevigen Weg wieder betreten, fo
LY bey Bevnachiafigung der hdhern Differengialien s =
e P2 o e
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C—{zdx, Man fetie aljo fzdx = P, und genay ey s=

C—P¥tp:foif
dP ddP  d3p

O = 2 —— o — s =g

dx 2dx= Gdx3
d dd di3

dx 2dx2 6dx3 ¢

€8 gebe P in P iber, wenn man =+ 1 fiir x fofit, fo ft
dp ddp d3p
P S P‘E I .-u....._'.... e | 2
i T e ey
@ent man dafer die hdhern Differenzialien bey Seite, fowith
p = {(P* — P)dx — P.
Man fese (P — P)dx — P == — Q, und bdabey fipp=

— Qg foift

dQ ddQ dq ., ddq
= AN e e =
S Z%P - dx 2dx2 et dx. T 2&:{3%

@8 gehe Q in Q* uber, wenn man x § 1 fiir x fept, foord |
Fs d q dd q I
o il S P d— . (8 5 I ,' $ 3,

= P P Q 4 dx + ndx® i‘

und Dievaus folgt
q= f{Q — Q)dx — @
Wenn daher die 1 oberhalb neben jeder Grdfe ben Wit
angeigt, welden fie befomme, tenn man x F 1 filr x[ogh
und dabey
fz\d):
P — {(P* — P)dx
Q — {(Q' — Q)dx
R —f(R* — R)dx
: 2€s
angenommen foied, fo ijt die Summe der Reihe
z F 2!}zl F 2T ok z1v 4 o0

o

—
P

C—~P — Q=R = § — ;-

w0
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s R 5 : = 5 mr
’ o die beftandige Brdfie C fo befchaffen fenn Muff, dafh die

ganje Summe verfhtoindet, toehn X = oo gefept toird,
Da indef die Anwendung diefes Unédrucfs Jntegrationen
ecfordect, fo LGBt ficdh Det Bebeaud) deffelben Hier nod nidt
seigen.

it §. 196.

Um aber die Sntegral - Formeln ju vecmeiden, twollen
foiv dic Summe der Rethe = ys feien, o y irgend ¢ine
it befannte Funktion von x bedeutet, roclehe die TWetthe yt;
y't5 y*IS 2. befommt, tenn mon x F 13 x k25 x ¥ 35 i
= | fir xfegt. Sest man nun x ¢ 1 fir x fo Gefommt man die

: | bothergehende Reihe obne dasd erfte Blied, und die Summe
| Diefer abgefiicsten Relbe ift daher
i !I e ds dds . d3s
i | yis_ T E ;:1:; T G—d:; 0. = ¥8s — =z
'. : ober
| i -1 1d3
236t man dafer die Differenialien weg, fo bePommé man
th

s=—-i—-;. - Man fege TZ-- = P, und genau fep s =5
w0 o p kg

—PFp: fo wird

y'dP  yiddP  y1d3P

- dxz 3dzs . bdx¥ o Ry e
¥ ?lfi}l-;- y ddp ¥ }'Idgp-[-tc i
dx 2dx2 odx3 -
und alfo

ydp B y'ddp = yud3p

T =y P =P —('—y)p

dx aodx2 6dx3
(Pt — P
Man fetse Q = * '(«:._.. 5 ), und dabep fey p == Q ¥ g
fo mitd

P 3 P
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ddg

2dx2

PQF =:Q -

Man &E}: Rees —*-):—;-———-_}, und == R ¥

Foy
gahet man auf diefe Are fort, {o wird die Summe derReihe |
Z ‘1‘ 7z -I- z11 ..l{.. 113 __l, 21V "_[" 0,

-ﬂl!i: fOIgenDc %xifﬂ bqftimﬂit. &g bgbﬂ;;c y ifgfﬂb dine

Funftion von x, und dabey werde gefest

d
yHQr—Q) Fr(= ¥

\dﬁx

T u) ===k

P o Z o Z
S e
y{P! —~ E) yAP
Q= = lml g AP
e Ay
y1(Q1— Q) yAQ
Res Lo e T £ A0
Py s n Y
(B2—TR R
S =1 L= aRY A
=y Ay
i,

Slisdann‘ift-die gefudte Summe =

C— Py — Qy — Ry — Sy — i
foenn man fue C eine {olcbe beftandige Grofie nimmt, baf
bie Summe vecfdivindet, wenn man x = oo feil,

§. 197.
Mati nehme y =a%, fo-twoird, weil Dans yi= a5t 1
it — y = aX(a — I)

und folglich

z z*
m; Pi EW{]
b= a(pr —=p) Dt e gr Ty ,L,:_*_j_lf_:ffi—

a—71  aa—i)*" -1
. = a (@< ) i 2F s naz! $247
a—1 a*(a —1)3




=
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P
L -

a({RL.— R) z1E— 3331 § 323221 — 332

=

M = ——

a— I ' ax(a — 1)4

S

S

Dabher ift die Summe der gegebenen NRethe:

atf | L 71l 4 agzl — g27 . i
e | s S s e
| a—x i (re—1)2 (2 —1)3
'i?ll: l | 21'53___3&:_,1;,},:3&:2&%3;3
| + 2 :
' (a.— D)4

TR

_ @ben diefer Summen  Yusdbeuct ift fdhon obew im erfien Cas
{ pitel gefunden toorden. 8 lafien fidh aber bieraus, indem
man fir y andeve Werthe fest, unzahlige andeve Auedricfe
ableiten, und daraus jededmal derjenige wahlen, welde fie

i

den Dafependen Fall dev bequemite ift.

e

iy
e

PR

. Y'!';';_'?',"

L T s

R

i

s
=

Sy srel e
R T

b T
FE R R A

b i 'ﬂ b

= P-4 Nchtes




Achted Canitel

Bon dem Giebraudh und dew MNusen der Dify
Wﬁslﬂiaﬂted)nung ben Sormirung det Reihen,

§. I985

mun ift noch eine Anmwendung der Differenzial: Rednung
in Der ¥ehre von den Reihen fidrig. Diefe findet bey bt
Jormirung der Rethen fratt, und fie war s, welde oben
gemeint wutde, als von der Cntrvickelung der Brdide, bi
eine Poteftat irgend einer Funftion jum Nenner haben, it
Reihen, die Nede war. Man verfahrt dabey auf dlnlide
Act al8 bey der Vertwandlung ber Funfrionen in Reiben,
twenn die ju vectoandelnde Junftion einer Reipe gleid gefest
twied, die injedem ihrec Glieder unbeftimmte Coefficienten
bat, weldhe dacauf aus gemadhten Gleichungen entrvielt
werden. Diefe Entwidelung oder Beftimmung wird abes
bfterd in einem bewundernstwirdigen Grade exleichert und
vecklryt, toenn man juvor die Gie eichung auf Diffevengialicn,
etfie forvoDl alé jmeyte bisweilen, bringt;amb da defe M
hode in der §n .eqrai‘ﬂ»edw.mq aufiecordentlichen Ruper
gerdhree, fo wollen tvir fie im gegenivdrtigen Capitel auss
fiahelicd Fennen 3u levnen fucben.

§. 190
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§. 199,

Suvdederft will ich Furglich dagjentge wiederholen, was
ich oben tiber die Entwicfelung der Bruche in Reibien, in fo
fern Diefelbe ofne Diffevensial: Rechnung ju Stande qes
bracht wird, gefagt habe. €8 fep alfo fvgend cin Brudy:

A+TBxF Cx2 § Dx3 % 1 A
e f Bx F yx2 + &x3 ¥ oex4 F o, 5
nach den Poteftdten von x in eine Reibe u verwandeln,
Man fese s einer unbeftimmten Reibe gleich, oder
s=U+BxtCx2 f Dx3 § Exa x5 + Bx6 F1c.
Da, renn man den Bruch durch die Multiplication weg:
fchafft, '
A 7 Bx f Cx2 § Dx3

+ Ex@ 4 Fxs F Gx€ $ 10,
s(e f 8x F #x2 + 3x3 + sx4 + OxF + 9x6 F 1)
toicd s fo befommt man, wenn man fiic s die vorhin dafie
angenommeng Reihe fehi,
A+ Bx t Cx2 4 Dx3 + Ex4 + Fxs ¥ u.

N + Bax + Cax2 + Deex 3 + Caxs + Kaxs T 1.
T Us T ¥8 pEe THE FEF LA
;g' Ay + Dy T 8% -+ Dy  + it
p e LRI 5D A L B ¢
) T B T B B
g s Bl e
Sekt man daher die einjelnen Glieder, weldhen einctlen Pos
teftat von x jugehdet, cinander gleich: fo findet mgn
Na — A = :
BHe T+ U8 —B =0
Cat BT Uy —C=o0
De €T Br AP —D =0
Ca t DT ECr PV +Ye —E=0
b2 1S
P 3 Hue

g - g =
e e L e I

o .

=
i

e

e

Tlal

o< i

=
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$lug diefen BGleichungen laffen fich die angemommenen Coefis
cienten ¥, 2B, €, D, . beftimmen, und dadurd ricd dem
audh die Meilye
At Bx f €x2 F Dx3 4 Cx4 ¥ 2,

gefunden, toclde Dem gegebenen BDuudpe s gleich ift. Wenn |
forooh! der Sabler. ald der Nenner des Bruchs s aus einer |
endlichen Anzabl von Gliedern befiehen, fo find unter dicfer |
Form alle wiederfehrende Neihen enthalten, von welde
die Ginleitung cine vollftandige Auseinanderferung enthil,

§. 200.

Menn aber entroeder der Jahler oder der Nenner odet
bende u ivgend einer Dignitat erhoben find, fo findet man
auf diefem $Beae die Reibe nicht anders ald mit vicler Mithe,
ekt die Eehebung gu Dignitaten, den Kali ausgenommen,
Dafi cin Binomium da ift, mweitlauftige Arbeit erfordert
Durch die Differensial: Rechnung Fann man fidy diefer Arbeit

uberheden, €3 ru;; suodrderft-blof ber Baf}[ttt da, ober

= (A ¥+ Bx % Cxx

und eine nach bzn Poteftaten von x for:fd)ve-itenbs Jeife ju
fuchen, weldhe der Dignitat diefer dreptheiligen Grofe gleid
fep. Gt n eine gange pofitive Sabl, fo ift Gefannt, daf diefe
Meihe nur eine endlidhe Jahl von Glicdern enthalte. Wan
nchme alfo wicder fiir s eine unbeftimmte Reifye an, ode
feize

s=ATBx 1 Cx2 1 Dx3 ¥ Ex4 §Fxv Gz {1
’*’“ai} Das erfte Glied diefer Reibe A = A= (e, ift befannt

enn fetst man x=o, fo twitd aus der erfren Formel s=4%
Iiﬁ,D aud der andecn s=9. TMan muf aber dic Beftims
muig diefes crften Giliedes auf diefe Art ofine miﬁ;rcngiﬂﬁ
lien fudben, toeil die Differensialien doffelbe unbeftimmt P
fgn, wie {ogleid echetlen moird.

§. 20k
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§. 2oL
Dg s = (A ¥Bx F Cx2)n: o witd, wenw man die
fogarithmen nimmt,
ls = nl(A + Bx } Cx2)
und: hievaus, tenn man diffevensiict,
ds nBdx ¥ 2nCxdx

S e, - . oDet
s A+ Bxd Cx2

d
(A+ Bx ¥ Cxﬁ)f = ns(B ¥ 2Cx)
X

us der angenommenen Reife aber erhalt man
ds

= B 2lx F 302 F4Cx3 F 5Fx4 0.

und wena man daher fue = diefe Reihe, und fiir s die aus
X

genommene Reibe fest, fo ergiebt fich folgende Gleichung:

AD +aACx 1 3ADx2 $74ACx3 + 5AFx4 0.
+ BY $oBE BB $ 4BE -
F CH "+2C6 +3€D “fn
naBY ¥ nBB 4+ nBE 4 nBD <+ nBE i
+*2nCY ¢ 2anCB  f anCE€  f 2nCD F .
ent man alfo die Glicder gleidy, in welden-fich cinerlen
Poteftat von- x findet ;- fo_twitd,
nBY
A
(n —1)BB ¥+ 2nCY
2A B
{a=2)BC ¥ (20— 1)CH
i =
__ (rn—12)BD ¥ (2n —2)CE
f— ~ 41 o g

B =

€

|
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(n—4a)BG ¥ (an — CH
i 5A
10

Da alfo, toie it vorbin aefehen Daben 9 = An {ft. fo i)
B=nA"-1B, und hicraus lafen fich die ubrigen Goeffs
cienten indgefamme nach und nady beftimmen, Das Fort:
fbeeitungsgefes Deefetben fallt aus diefen formeln gang leitht
in die Augen, aber ¢8 witcde fehr fdmwer su entbecken geme:
fen fepn, toenn man das Srinomium unmittelbar it enfos
teftaten Haste exheben wollen.

§. 202

Cbhen diefe Methode 146t fich anmwenden, twenn b
Baupt eine vieltheilige Grofe su einer Potefrat erhoben e
~den foll.  Denn es fep
s=(A¥Bx ¥ Cx2 ¥ Dx3 T Ex4 f ic)n

und '
s = A ¥ Bx ¥ Cx2 ¥ Dx3 + Gx4 # 1.

angenommen erden: fo ift A = An, und diefen Weeth i
Det man, toenn man x = o fet, PNimmt mdn nun wicso:

Bin die fogarishmen und ihre Diffevengialien: fo toitd
ds nBdxf2nCxdx+ 3nDx2dx ¢ 4nEx3dxfit

—

8 .‘L'i'Bxi-Cx?-'j'DXSTEx‘l--]-It.
oder

ds
(AF Bx £ Cx2 4 Dx3 § Ex4 § )2

—
§(nB F 2nCx ¥ 3nDx2 ¥ 4nEx3 § )

Da ferner

ds
ar = B faCx 3Dx2 § 4Cx3 + sFx4 i
ift




HH
i
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ift, fo befommt man, twenn man diefe Reiben fir s und
d e

e fubftituict,

dx : :

AD T 2AC8x F 3ADx2 + 4ACx3 ¥ 3AZ x4 t 16
T B® T 2B€.. +3BD 4 4BE o e A
T €B  t2C€ +$3CD .
\ T. DB +2DC 4,
 EB . 4w,
nBY+ nBB ¥ nBE ¥ nBD + nBE $ .
T2nC¥ f 2nCB  2nCE + 2nCD 1.
T 3n0D¥U % 30DB + 30DE A
T 4nEY § 4nEB 4 o,
T saFd + 1
Hieraus laflen fich folgende Beftimmungen hesleiten:
AB=n . BY
2AC=n-1)BBf 2nCH
3AD=(n=2)BE {(2n~1)CB} 3nDY
4AC=(=3)BDN2an-2)CCE 1(3n—1)DBF  4nEN
548 =(n—4)BE t(21-3)CDH(3n<2)DE T(4h~1)EB+50FY
¢
und wie man aud diefen Formeln die angenommenen Coeffiz
cienten o, B, €, D, 1. felbft beftimme, und tvie fie von
einande abhangen, bedarf, da Y = An ift, Feiner weitern
Grdrtering.

. 203,

Da jebe Poteftat vow A £ Bx f Cx2 + D3 1. weny
diefe Grdfie ausd einer endlichen Angabl von Gliedern beftehs,
und n eine ganje pofitive Jahl ift, ebenfallé aus einer ends
lidben Anzabl von Glicdern bejrehen mufi: fo ife flay, Daf it
dicfem Falle die gefundenen Sovmeln endlicy verfdyminden;

Und
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1nd da, folald ein Ghied verfcbtoindet, Dereits alle Glicdy
va fepn mufien, fo echellet aud, daf mit einem Glicde fu
gleich alle ‘folgende Stull werden. €8 fen die gegebene For
mrel ein Srinomium A FBx F°Cx2 7 und Der Cubug daver
au fuchen; alfon = 3. Alddannift

i == A3 undalfo; A = A3
AD == 3BY il e T
2AC = “2BB T 6CAU; €€ = 3AB2 T34
3AD = I1BE + 5CPB; D = B3 4 6ABC
3AE = 6 F4CEs € ==3B2C { 3AC2
SAK = — BE +3CD; § = 3BC2
6A0 = — 2B T2CC¢; G = C3
789 =% 3@ 1ICE; H =o
SAF =—4BDP t 0o ; J =o.

Da aoffo fhon jtwey Glieder = o find, und jedes von den
folgenden von den bepden vorhergehenden abhangt, fo jilt
in die Auaen, daf aud alle diefe folaende Glieder = o fun
muffen,  Wne fo merfrofiediger ift Das Gefes, nad meldem,
wie toiv gefnden baben, diefe Coefficienten von einandit
abhangen.

¢ @04,
Wenn' n eine negative Sah! und alfo s einem %flféﬁ
aleid ift: fo [auft die Reibhe ohne Ende fort. €8 fep ali,
= a
(ﬁr  Bx % n}f-]-[:'- + vx3 4 sx4 i 2['.)[“
und. flr den 9Defth diefes Bruchs folgende Reihe MY

nommen:
s = % Bx ¢ Cx2 & Dx3 § Cxa § FxF T
Sent man i Den obigen Formeln fratt der Bucbftabend ¥

G, D, ., diefes & 8 %, 3, tc.-und nimme dabep gupleid ?
' g
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negativ: fo befommt man folgende Beftimmungen der Budys
flaben U, 2B, €, D, 1.:

 §
I
el

«Bt npl =o

2aQ€ +(nt1)8BT -2ne¥Y = o

36Dt (nf2)8€ f(2nt)yB+ 30U = o

428 H(013)e Dt (20t2)v€ T(30F1)8BF  4ne¥f = o

5ef T(0h4)R€ $(2nt3)7 DF(3012)0€ Hlant1)sBfsndU=0

10

Sn diefen Formeln nimmt man eben dad Gefes wahe, wels
ched wiv bereits in der Cinleitung fennen gelernt haben, defs
fen Richtigleit aber erft Hier fireng dargeshan werden fonnte,

§. 205.

Auf diefe Urt veehils es-fihy twenn der Jabler ded
Bruchs =1, odef audh frgend eine Potefkdt von x oder
= xw {{f, denn in diefem festen Falle dacf man nue die ges
fundene Seibe A Bx § €x2 + Dx3 +ac. duech xm mals
tiplicicen.  IBenn aber ver Sabler: aus wep und mebhreen
Gliedern befielyt, -fo-haben wig daflic oben dad Kortfehreis
tungsgefess noch nicht bemerft, und twollen e daher iest auf
vem 2Bege e Differengialien Fennen ju levnen fuden, €4
fey alfo

At Bx § Cx2 4 Dx3 # 10
UL T 8% T 9x2 1 &x3 4 sx4 f 1. 0
and fie Den I0ecth diefed Brudhs die Reibe angenommen:
s = Ul Bx f €x2 F Dx3 + Ex4 + Fx5 + 10
Um vag ecfte Glied 4 gu beftimmen, fese man x == o, wobep

s =

A
man qus den erfien Husdrichen s = . uttd aus bee ange:
.'¢

nommenen Reife s = U erhalt. Folglich ift nothivendigey
Weife
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it A -ty s
Weife A = = und hat man Diefes Blied, fo laffen fidh bie
ubrigen durd die Diffevengiation finden.

§. 206,

Nimmt man die Logarithmen, fo toicd
Is = 1(A ¥ Bx  Cx2 F Dx3 # 1¢.)
— nl(e F Bx F¥yx2 F O3 F x4 fu)
und differensiict man, fo ergicbt fidh
ds o Bdx f 2Cdx ¥ 3Dx2dx # 1.
s ATBxTCx2*TDx3 fi
ngdx — 2nyxdx — Fndx2dx — I
et gx T yx2 ¢ 9x3 %

&dafft man ferner die Bride vermittelft dev Multiplicas

fion toeg, fo befommt man:
(Ae T ABx T Ayx2 ¢ A¥x3 T :C:}l
+*Ba + B8 FBy Fialds
t Ca  kCE % atfdx
+ De O} 2CJ
(Bx F Bpxf Byx2§ Bdx3 F Bex4 i}
$2Ca F2C8  F2Cy F2C3 11
t 3Dw ¥ 3Dp 4 3Dy PGS
¥ 4Ex  F 4EB i
¥ 5Fe ¥ !i.‘|
—~(A8 F 2Ayx ¥ 3ADx2 ¥ 4Aex3 F 5A%x4 1N
T BA taBy F3BY t4Br U
¥ C&  t2Cy f300 Hwym
¥ D ¥aDp M[
b Efa=E%

Da nun EE = B § 26x ¥ 3Dxz + 4Gx3 f . i F

foitd, wenn man fubfiituicts

Aaﬁ
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Ae® F nABY — Badl = o
28« T (0T DASD + 20 Ay Ut (n—1 Bl —oCuY =0
3A«DF (nt2)A8E * (anf1)Asy 3n A;\gq

¥ Bu nBAY +(2n—1)B+% [_ G
s CaB F (n—2)CaY |
— 30&6@1,}

44«81 (n}¥3)A8DH2nt2) A4 CH(3nt1 JAS B 4n A9

¥ - 2B«Dt(nt.1)BaG+ 2nByB{(3n—1 B

t CCelt(n—~1)CABH(2n—12)Cy Y l=0

e 2D2Bt n — 3)D3

e 4 Eeli]

Hievaus 1ot fich das Befety nach telchem fich diefe Kormeln

vichten, leicht ecfennien,  Denn guvdrberft findet in Der evften

Jele einer jeden Gleichung cben das Gefes fratt, toolches

wiv §.284. gehabt Haben. Fernet entftehen Die Coefficiens

ten in Den jwepten Jeilen, wenn man von den Coefficienten

bev obern Beilen n o 1 absieht, und quf eben Diefe vt ents

frehen die Coefficienten jeder folgenbden Reihe aud den pep

junachft oorhergehenden. IRasd endlich die Budbftaben bez

teifft, die in eincm jeden Blicde vorfommen, fo lehrt dep

Unblick felbft die Avt, wie fie mit einander vechunden mweps
ben mifjen,

. st
§. 207

Benn aber audh) der Jahler des Brudhs eine Poteftat,
oder
(A ¥ Bx + Cx2 4 Dx3 F 3¢ )m
S =

(@ T8x T yx2 4 Ix3 } 1x4 ¢ uw,)n

und die fiir den Werth diefed Brucdhs angenommene Reihe
S=U+ Bx + 6x2 ¢ Dx3 . Ex4 4 3¢,

Bulers Diff. Bechn, 2, Th, Labth, it
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& » hin » € L e Ay
ift: fo wird A = —, und die ubrigen Cocfficienten toetdin

aus folaenden Gleichungen evhaltens

AaB tn AU
=0
-mBu-.HI

2A«C + (nF1)ALBE 2nAxU]
~— (m—1)BaB F(n—m)B3Y I}- =50
— omCallj

JADF (nt2)AsE T (2nt1)AyDF 3nas~rﬂ
—(m—2)BnE + (h—mt1)B Y F(2n—m)By ¥ PP

—(2m —1;CaB+(n—2m)CsU

- 3mUdQIJ

4AeCE(n13)A8DT (an12)AyCt (31 | 1) A¥BE sl
""“(m‘.?:m*@'f{ﬂ-mh)ﬁ&ﬁi%‘{m-m-f[]B-y!{@-f 3nﬁ-m)43‘!
~—(am—2CaC{(n-2m71 ;-C.B':l‘\-i-i\en-smi{-'?‘:i
—(3mh—1DaBt(n -3mJDﬁ5I

e 4m£=¢f!‘

= O
ic.
Das Befe, nad elcben diefe Formeln weiter Foctgele!
toerden Fonnen, [Gft fid leicdhter qusd dem nblice folbit e
Pennen als duvch Worte befdhretben. Steigt man 03¢ ere
ab, fo werden die Coefficienten um n F m verminderh Dage
gen, wenn man hovigontal fortgeht, um o —1 permefits

§. =208.

ierdurc ehalt die Eefhre von den migderfebren”
Reiben einen Jumwachs, indem rwiv den bisheriged
erfest, und das Gefep der Coefficienten nidt 1
Gall befimmt Haben, twenn der Jtenner ded Bruds it

"o T 2 & i
vine Poteftdt iff, fondern auch fur ven, wenn ber 3ahier ot
ieheerd

Mong
ur fie bes
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mefreen Theilen befteht.  Fue diefen Fall das gedadbte Ges
feB ju finden, wav der Weg ver Induction nicht binvetdyend,
Yuper den mannigfaltigen fhon beftbriebenen Bortheilen,
toelchbe man bon ten wieterfelrenden Reihen haben fann,
gewafyren dieielben auch bep der Eefinduna der Summen der
Rethen durd) bie Naherung felir grofen Ttusen; mwovon it

bereitd im evften Gapitel ein Depfprel gehabt haben, indem g

-

1t ny
in eine andere verroandelten, deren Gliedersahl Sfters endlich
ift, Dieje Miethobe hatte fidh dadburch nod tweiter auédefys
nen laffen, daf man flic x anbere Funftionen gefest hatte,
Nlein toeil damald das ﬁm*rs’:i:rr::tungz,f-?:6_5}:']’;.3 ver Reiben
nod nicht befannt war, tweldhe man fiv die Poteftaten der
Sunftionen von x tofirde haben fepen miffen: o bat e8 mir
befler gefchienen, diefe @fmﬂitccung_ flie den gegentartigen
Det aufyubehulten, wo jenes Gefes feinem gangen Umfange
nadp befannt ift.  Bey genavercr Uebetlegung findet man inz

DeB, DaR Diefed Bhefdhaft apch obhne basd crm&bnte‘gart{mmis

dafelbft eine Reife vermittelft der Subftitution x

tungs: Sefers von ftatten gelie, wenn man iemlich die Mes
thode ju DHitlre nimmet, woburd ip Diefes Gefes [elbft ge:
funden Haven.

@3 fep alfo die Reibe
$ = A B % Cx2 % Dxz3 % Ex4 T Fx5 F e,
i eine andere ju vertwanbeln, deren Glieder Briche find,
Woven die Jtenner nach den Porefidren biefer Sormel & 4 ax
Tx2 & 3x3 +ac fortfdreiten.  Um von den cinfadern
fallen angufangen, mwollen twir

a2 B x S %2 G\
e e s G}' %3

8tz ' (atpx)2 S (atamst oo T 1
1 =a ) (_a: 1 .31'.} {\"fﬁﬂ}‘*

& 2 anneh-
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annehmen. Man fese diefe Reibe Der vorheraehenden gleid, |
und multiplicive auf bepden Seiten durd) « F £x: o toitd:

AwtBaxt Cax2 tDax3 F20. 5?5:.4. Gx2 2
YA FBA HCA e @ wipx | (arsmE |

Man fege Y = A=, und madpe

A8t Be = AY
BR T Cea
C8 T Da
Da 'I' Ex

10

9llsdann findet man nach der Divifion durd x,
D5 Ex Dx2
s % i \3-]-::,

wtlx * (afBx,”  (adfx,
RNun multiplicice man abermald durd « ¢ #x, und fege

Alz -I- Ble — A

RIg + Clz = BM

Clr's -i, Dlz = (it

I
fo wird

Il
%

I
5

-

At} Bix} Clx2f Dix3fc. =

Lx . D
wtpx . (wfBx)}
Hat man auf diefe At B = Alx gefunden, fo witd, wenn
man auf ahnliche Avt fortfahee, und dabey

Allg ..I. Bll, — Al Alllg ,{. piirg = At

Bug -1- Clly; — RBiu Burg -l- Cilly = By

Ciig -}. DIl — (it ciig -l- piilg = Cir

3C 2.
fest,

C = Allg; D= Allg; G = AWVa; I
und die Summe der gegebenen Reihe (At fich dafer alf
folaende Art ausdruclen: 2

§ -

Ale A} B2 CUx3f. =D §

o~



ety |
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mn

10f
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A Alax Allzx2 Alllgx3

e i,
S T (thxp | @t pms |

@ben diefe Yeihe whicde man crhalten Haben, toenn man die

L= y Oder X = - gebraucht

itution
Gubftituti % 5 gy

hatte,

§. 210

Diefe BVermwandlung wird mit dem beften Erfolge vora
genommen, wenn die gegebene Reihe A + Bx  Cx2 § Dx3
T fo befdaffen ift, daf fie endlich mit Der wiederfehrenz
den ober vielmehr: geometrifden Reihe jufammengtimmt,

]'J
— entfteht, Denn al§dann ver:z
«T gx

telde aus dbem Bruche
fbrinden endlich die Werthe AL, BY, Cr, DY, 1c., und eé muf
fen daher die Budbftaben A, Avr Arv, 3c. nodh toeit mehe
¢ine fehre convergivende Reihe bilden. Wi Fonnen aber auf
dfntiche Aet auch bep drép und mehetheiligen Nennern vers
fahrem, und der ANugen davon ift inébefondere alsdenn fehr
grofi, twenn die gegebene Neihe endlich mit ciner toiederfefys
tenden Reihe jufammenfiimme. it alfo 3. B. die Reihe
s=A T Bx T Cx2 4 Dx3 4 Ex4 + Fxs + 1.

gegeben : fo fege man

N Hx Nigz § Pixs3
et Bxtyx2 ' (atpxtoxz)z
N'ixq f Prigs N6 o FMIg7

(¥ Axtyx2)3 | (afantoai)h T

geenet multiplicive man allenthalben burdh « ¥ fx ¥ ¥x3,
und fege
Ay + BB + Ca = A!
By $Ce+ D =B' und 9 = A«
3 Cy ¥
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Cy ¥ Dg + Ea = (¥ B = Ag T Ba

¥
ihe

fo entfteht eine der porigen ahuliche Sleichung, wemn my
durch xx Dipibiet:
AY - Bix } €2 o DIx3 F Ex4 % it =
UL R B = o WHxa P PUL3 o YT B
@t Bx Foyxz ' (4% BxFyx2)2 b (at fx ot ya2))
Qﬁe;‘rﬁ man alfo wic vorhin-verfabut, u..b
% B €+ Crg = AN
BL/ QI8 Dig 2= BU 9
g ab D8 e G o €1 B
1. ferner
Aty § BUg f Cllg = Al '
E"','/ -LL (’_;I‘El,g 1-. Dlh’z _F‘JI'J'I E‘}:‘Ii = A}'I&
Gy -f Dug 'b ;;Ilﬂ — Qi SFI1 = Al *-]Eﬂs
i
fest, und fo ferner die AhHnlichen Wenthe auffudbt: fomid

e ] e e el o [

i

Ava
I‘.l lln; ._{' F] Iy

JlﬂuT (\’“{"F“':"" > L."lTx. J;'IJ\’-gt'llw\\*

S s T R s ol _——

«fF Bx 4 yx2 ; (2 F6x T yx3)2

% 215
Menn x == 1 gefesst wird, und der Umfana der oeh
venen Formeln feidet D;irm dicfe Subfitution nide, W4
8, 7, nach Gefallen angenommen toecden fonnen; folglid
s=A+B+C}+D+ELFEFGEN

ift: fo echalt man, tenn man nad und nacd
Ay F BB Ca == A'| A%y $ B8+ Ca=h" M
Byt Ca+ Du=R Dot CB i' Da=8" §
Cy ¥ D8 $ Eu=C' | Gy ¢ D8 $ BasCrflt

{4 e

l

{l

auf




1

fird

e)
e

qefum

glid

{ ﬂﬁ:-l

feents

auf
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aufierdem aber noch der Kirze wegen
«fgtr=m
gefetz.t mi!:b die Summe

([} i

(#18)( -~'I' o _'1" o 8 G

m?3 m 4
s - ! B.rr )an‘
‘i‘*(—l‘;};‘i‘ '1‘;;;'[‘2':-)
§. ar2.

ofuf eben dieArt Pann man audh nod mehrtheilige Nenz
fiee pehmen.  Da indef die BVerfahrungdart ausd dem Lors
feraehenden fdbon Hinlanglich abgenommen werden fann, fo
wollen ‘wir ung blof auf einen vicrtheiligen einfdranten.
€8 fep alfo
= A+B}+CF+DFRFFTGTU
Man fucde folaende Werthe:
A? + By + Cp + Da = A’
BY + Cy + Dg + Ex = B
CitT Dyt ERT Fa=C

iC.
A % B'y €8  Dla = A%
B¢ ¢ C% + D8 § E‘'«, = B
C? + D'y +EB } Fa=Cc!
i .
AT+ B’y $.C“B T D"e == A"
B3 + C'% + DB + E¥» = B
C'd + Dy + E“ + F/u = C"
¢,
HKeener fep

stetyti=m,
Algdannift
£ 4 & T
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Al’ Ah‘ Ah’i‘
(WI'F'I':V)" 'I‘ =R — N
m mé4

B Ei BH Bf-'.i'
N—=F —F —F — +u
s == (« t )m ‘i"mz .l.m3 'fmq_xl)
(_,4{ C-‘-‘ CIH
iy R —
b % e o =)
Hierausd ift flar mwie ble Reihe fortfchreitet, wenn dem N |

nee m mehe Theile gegeben twecden,

. 313,
E8 ift aber nidht nothroendig, dof die Nenner der Pui:

e, auf welde wiv die Summe dee Reibe bringen, gerale |
g

Poteftaten decfelben Formel, o Ex Fax2 + 10 find, fons
Dern 8 Fann in jedem Gliede eine andeve Formel fott fiv
ven. Danmiit diefes deutlich, twerde,- wollen wiv guvdrderdt
nut ey Glieder nehmen, und fenen, daf die Reihe
s = A + Bx + Cx2 + Dx3 T.Ex4 4 Exs $u,
in folgende Brudh: Reibe neuoarbc!t oecden folle:
9 N'x Al'x2

§ == ——

at6x (uini (<"} & x)-f‘{-xj-f::-s I -f.:x,u_oc”'f

T e,
Man mu'tiplicive auf bepden Seiten durch « + Cx, und
AC T Pu = A’

Be F Cau = B" und N = Az,
C6 % Du = ¢

2.
fo tird nach der Divifion durdh x

;H ‘ilf”}r

T,

[ T i fand 4 -"__'F:"—\-)
X (u’tvﬁ,(ﬂ- te

APBXTCRI DR fyc, == —
o

P3¢
Rultiplicict man quf Ghnliche et durdh o’ + &'s, dann dutd

& f ¢ und o feener, und festnian

A%
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A'S' + Bla! A" QLG o B! == A"
BEL 4 Gl =B | O eyt =— B
CE f et == G - | 4 CYEIG I BERT s p1vs
2. 10,
AT Gl o Blrtytlt e 11
Bl S b Gl e e
gD Sl st diyy
2,
fo oird A’ = A%’y W' = A"'"; "= Aa; 3¢, und
Daher die gegebene Reibe in folgende verwandelt:

Il

s Alz's Aax
2 atbx T(m t6x) o 1‘ 'Q'x) -I. (1 gx}(c&' 1 ;J&j\ﬂ _';-'é'”x)
T 20
Die MWerthe «, € !, o, &', 6Y &', 6" 1, find tills
fubelidy, und Ednnen jededmal for angenommen wecden, daf
Die newe Reihe frarkf convergivt,

§. 214
Jiun toollen wie die Factoren deeptheilig annehmen,
und indem die Reibe
s=A+*BY¥CFDFEFT ¥ G ¥ 1.
sum Grunde gelegt wird,

Ay # BC ¥ Cuw = AC | A%/ % B'E'  Cla! = Al

By ¥ CC #De= B | B2  CC ¥ D'a’ — B

Cy i DEh Eew = C' | C'9 # DE % ‘! = C¥
Jcl jc.

Ay BUCH O R A 1 RIS IO g I p 101

B9 4 CC" 3 D"a == B | B! gf!! § ! GG DY gy 11 B 101

Co7" ¥ D6  E'a" e CHC /! D " § /4B g MGl
3¢ i€

Qs Ferner
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Ferner, der Kurze toegen,

e +6 =)y =im
&' .I. [} .i 'y" =
L .,!I'_ g 'l' ?n — mn'
“JH .i @ru .l. ?rn = m'

3.
fetien: fo ift dbie Summe der angenommenen Reibe:

a{ATB) . «’ AR  «(A“4B") . «/'(A'"FB")
§-== .1h 0" + " me !
m mm’ mim'im mm'm''m"
TAd 2l At LN R
-i- EE T &'A ‘f‘ B’A . G ‘{'H. ,
m mm’ mm'm*’ mm'm“‘m* '
§.. 213,

Da diefe Formeln einen folden Umfang Haben, daf i i
®ebrauch nidht fogleich flar fepn fann, fo toollen twie it
Revwandelung § 213. auf einen befonderh Fall einfdranken,
und x = — 1 fegen. Hiedurch bePommt man die Reije:

s =A—B}YC—D+E—FFG—1

Sest man alfo

B — A=A’ B/ — 2A' == A"

C —B =75 Gl aB =Y

D—~—€=C P! ~ 2 =1"

E—D=D E! — 2z2D* = D"
. i

BH it 3&” e Aru B — 45;.” — A”‘H
Ot Rt o= R [0 S R = B
D“ — 3C" = C | D' — 4C¥ = C"
E? — 3D/ == D[ B gD Y
oot G
fo ift, nachdem man diefe Werthe gefunden hat, bie Summe
bev gegebenea Reihe gleich folgender Reibe:

ll

Il

¢ =




T |

f i

¢ bie

afen,

mme

?1‘ it |

$E — = — f ———— —— . — 10,
AR R 2.3-.4.5*:.3.4,5.6

luf ahnliche et Fann jebe gegebene Nethe in ungahlige ang
deve v aleiche vermandelt werden, und unter diefen muflen
natielich audy conpergivende fepn, durd welde man die
Gumme der gegebenen Reile ndherungsmeife finden Fonne,

.§.-~216,

b PeBre gur Erfindung dev Reihen qurick, deven Forts
fdbeeitungigefess durch die Differenzial; Rechnung dargelegt
witd, ' Da i in diefer Nuckficht bereitd die algebraifdhen
Grogen unterfucht habe, fo wende id midh ju den tranfeenz
denten, und nehme.an, daB eine folgendem Logarithmen
gleidye Neihe ju fuden fey.

s == 11 Fax F €x2 + ¢x3 F x4 + x5 F 30)

@s fep die Hulfsveibe, woelhe wir ju diefer Abfiht ans
nehmen:

s = Ux T Bx2 § Ex1 § Dxd + Gxf + §xo 1 10,
Da alfo aus der Differenziation fener Gleidung

ds e} 2Cx F3ux2 F 40x3 ¥ 5exd 4

dx L4 axF ox2 4 ¢yx3 + x4+ ex5 ¥ 1¢,

gefunden wird: fo hat man

o “d:
C1f¥extbx?fyx3 fixst K.}E::m-}*;-ﬁx-i‘}-yx 2F43x 344C.
X

Da fecner aus der angenommenen Gleichung auf chen dem
Wege

ds

= AT oBxt3Cx2 4 4Dx3 ¥ 56x4 10

X

tued: fo befommt man, nady corgenommenes Subftitution
vic Gleichung

Ut
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Ut 2Vx + 3632 + 4Dx3 + 56x4 4,
T Ue F2Ba +36a +4De +u
T U6 F2BC +.366 4

T Ar + 2B+

gy . 1 PR

ef 2bx F 39x2 F 43x3 F 5ex4 + 3,
gnd bieraus fiiefen folgende Beftimmungen:

-]

— e €

— 2Ws — IBE — 1HE F o

e R hgiemg 7o R e by )

— $0u — 366 — 2By — AT+ ¢
3

@Y e Y e
| S

§. 217,

Nun fen die Exponential: Grfe
Q — o#Xxt Cx2 § ox3 ¥ Iz F 4x5 ¥

gegeben, fo daf e die Fahl bedeute, deven Hyperbolifde i
garithme = 1 ift; und die angenommene Hilfsreihe fon

s=1%AxF Bx2 + Cx3 + Dxa § Ex¢ 1
Penn wenn man x = o fest, fo erhellet fdhon, daf das erffe
Glied = 1 fepn miffe. Da alfo, wenn man die Logatith
men nimmt, '

Is = ex F €x2 ¢ yx3 4 3x4 § ¢x5 + {x6 F 00

ift, fo icd, wenn man difereniict,

d
d—,s_ = s(et28x t 3yx2 + 43x3 § 5ex4 % %)

M
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Jtun ift aber aus der angenommenen Gleidung,

E: YT 28Bx T 3Cx2 + 4Dx3 § 56x4 + 3¢, =

o T Yauxt Vex2f Cax3t Daxat i
¥ 26 288 2B $ 266 410
T 37 T3%7 138y +a
T 48 F 4% %
o5yt
und hietaus findet man fie die Budftaben A, B, 6, D) ic,
folgende Beftimmungens

5[:0&
B = & + i«
€ =y 3¢ T 1Ba
D=2+%3Uy + 386 + 164
G =i T 4U> § 3By + 266 + 1Ds
36
i
§. 318

Auch laft fich, toenn cin Bogen, deffen Sinug oder Ca2
finus gefucht mwird, duech eine jtwep: drep: ober mehrtheilige
@cdfe, ja felbft durd eine obhne Gnde fortlaufende Reihe
ausgedructt ift, diefer Sinusd und Cofinus ebenfalls nadh dep
gegentoartigen Methode %urcb eine tnendliche Reihe darftelz
len.. Um died aber auf die bequemfte ct 3u thun, teichen
bie etfien Differensialien nicht hin, fondern man muf dabey
3u Den gwepten Diffevengialien feine Suflucht ju nehmen, ©8
fen alfo

s = [in.(« ¥ €x2 ¥ yx3 § Ix4 Toexs $a¢)

und bie dafur gefuchte Reihe

s= x4 Bx2 + ¢x3 Dx4  Ex5£ ¥ 3¢,
denn dafi Das erfte Gilied berfchminde, ift befannt. Da twin
biew aber 3u den wepten Diffevensialien herabjteigen muffen,

fo
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fo muf aud det Coefficient A anderdwoher beftimmt mey
den, und:died fann gefchehen, wenn man x unendlidy fleoin
fimmt,  Denn alsdann ift der Bogen = «x feinem Ginug
gleich, und es wird daber A =w.  RNun fey dev Kiinye
foegen

ze=a%x F 6x2 F vx3 ¥

o S A 3 R e e e e
g e -

Damit s = fin. z rerdes fo findet man duedh die Diferens |
ptation :
ds = dz.cofiz; dds == ddz.cof z — dz2fin.z

A isae g
Da alfo (n.z=s, und cofiz = ;. ift, fo toicd
Z

: ' dsddz o
g i dds = b sdz2; odet dzdds § sdz3 F dsdds,

‘ §. arg,
gBit wollen annehmen, daf der Bogen z blof bued it
Winomium ausgedructt twerde, und z = ax F 6x2 fehil

Ylsdann ift
dz = (& + 2€x)dx

und foenn man dx al$ beftandig betradhtet
ddz = 26dx2; und
dz3 = (#3 T 6a2Cx } 1282x2  §63x3)dx?

Da ferner s = Ax + Bx2 4 €x3 + Dx4 F . il
fo toitd
ds i1
;e A+ aBx{36x2 + 4Dx3 T
j::= 5B +6€x T 12Dx2 T
Braudt man diefe Werthe in der Diffevengial: Gleidund:
fo witd '

und

dzdds

—

dud
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. ﬂjifs = 1,2Bat 2,3 Cux} 3.4Vax24 4.5Cax3 fag,
:T; $2.1,28C 122,366 23,46 i,
e _%‘1;3_3_ + Qj;:i-i- Ba3 +  Ga3d
| t  6¥U«2Ct  6%e26 fac

o T 12%Uab2 fic,
S = a6 b 4BE t 666+ 8DE fua

Dieraud ergeben {ich folgende Befrimmungen

2 E
4
2
dz Naz
6 — ra e
2.3
268  HNauE Baz
D= — — e
o e 3-4 3:4
i . @=_4‘EG__12?!G'*“6§Bu¢_.-§%ﬂ
B 4.5 4.5 4.5
__66C 83 1a¥E2 6CC Dt
=7 Ga 5.0 5.6 5.6 & 5.6
8FGC 8BE3 12662 6Dl Gaz
b = ——
?:_-g, {},’{E‘- ﬂq? 6-? ()t?
i
| und hat man Diefe TWerthe gefunden, fo if
fo.(ex f €x2) = Ax ¥ Bx2 ¢ €x3 + Dx4 ¥ 1
und Y == 4,
§. - 220,
Auf dhnliche Avt 136t fich der Cofinug eines jeden Wins
0 Fel8 in eine Reibe vermandeln. Da dber Bogen febr felten bl
burdy mehyrtheilige Grdfen gegeben toerden: fo mollen wie
s ben @ebraudy dev jroepten Diffevengialien bep der Crfindung

Dee
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b2

ver Reife iz den Cofipus des Bogens x Fennen ju lernen
fuchen. €8 fep alfo’s = cof x, und
s=1-— Yx2+ Bx4 — €xc + Dxs — 1,
gefest worden, Da ds =—dxlin.x, und dds=~
dx2cofix =: — sdx2 ift, fo ift dds } sdx2 =0, md
man echalt alfo duedh Subftitution
j:: =—f.2% } 3.4Bx2 —5.6C x4 $7.8Dx6—y,
S = I - A x2 Bx4— Ex6 %1,
und dadurdy, Daf man die gleichnamigen Glieder gleid fesh

I
ﬁ — —te

A
O — —
B e 2. 34
C = B = x
5.6 139 .03 6
.‘D=~—€—E—-= : ;
7 7|8 I¢2a3te¢8

3,
Yuf diefe Art erhellet, was wiv auch fchon vben ausfuhelid
bewiefen haben, daf

x2 x4 %6 x8
coflxe=1 — + e + -
1.2°1.2.3.4 1.2.3...6° 1.2:3m38
shein 2w

ift, und die vorhergehende Reibe gicht, toenn man fiie den
Sinus 8 = o und « = 1 fet,

X x3 b4 x7 - %7
finx=—— o ot e
X 14243 1¢2.3."4.5 1.2.3100? 1‘2'3'“9
o 20s
§. 21,

Aus diefen bePannten Reihen Fiir den Sinug tnd Gofie

nus findet man die Reihen fite dic Tangente, die Eotangents
bie
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o
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die Gecante unb Cofecante eined jeden IWinfeld, Denn die
Rangente evgiebt fich, wenn man den Sinus durch den Go:-
finug, Oie Cotangente, toenn man ben Cofinus durch den
Ginug, die Secante, wenn man den Radius 1 durch den
Cofinus , und die Eofecante, wenn man den Radius durch
den Einus dividict.  G8 fbeinen aber die durd diefe Divis
fion gefundene Reihen fehe frreguldr, ob fie gleich, die fie
bie*Secante ausgeiommen, durch die oben gefundenen Bers
nouliffben Sahlen Y, B, €, D, . auf ein leichtes Progref:
fiong: Gefess juriicfgebracht roerden Eonnen,  Denn da wic
obem §. 127, gefunben haben,
Huz | Bud  Cus Dut

n
el s . = I =— —cot,
1.;T1.2.34 :.23..61-;.2.3..8%” QCOtiu

- fo wird, wenn man 3 u = x fept,

I 22¥%  04Bx3 260 x5 28 Dx7
got.x = —— —_— e o i
X 112 1&20304 31-213006 142-30..8
= z‘:.
und wenn man #x fir x fdreibt,
- 2 six 2Wx3 2@ x5 2Dx7
ot aX — —— e T T T
X 1.2  1.2:3+4 1.2.3.0 1,2.3...8
ety | 3

8. 232,

Hieraus aber lafit fich die Tangente eines jeden Bogens
euf folgende Met ausdrucen. Da
2 t:«lng. X

tang. 2X =2 ————
I — tang.xﬂ

ift, fo mwird

\ I tang. x
cot. 2% :LQ_t_a;_g.‘_}E = = — icot.x-—-itang.x
und alfo
tang.x — Ccol.X — 2¢cot.2X

Rolevs Diff, Rechn, 2. Ch, 1.AUbth, R Da
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- Da tiun
229x 24Bx3 2608 xs 28Dy

COBX —_— — ——— — — A

1.2 K253k o A2 25,050 It

= (.

1 28)x 028Wx3 o12@xf 2160« |
200t 2X= — — — — ——
X 1.2 I1.2.3.4 G T ey =
—— 1{.0
ift, fo befommt man durch die Subtraction diefer Reile von

jenee

n2(22-—1)x 24/04—1)Bx3 , 282518
tang.x = : = «}- : } 1- ( :
el 12434 L2 il
2828 —1)Dx7
+ > o + 16
La2.008

Braudht man dahet die Budfiaben A, B, C, D, it foigs |
fo oued

2Ax 23Rx3 a5 Cx? 27Dx7
tang.x &= + e + Y ——— ot
- 1""‘, I°2»3<4 I.ﬂ...é 1.2.-18

§ 223.

Die Cofecante aber toird auf folgende Att gefunben
Da cot. x = tang.x F2cot. 2x = PR T cot. 2 ift
cOoL.X
©itd cot.x2 = acot.x.cot.2x F 1, und wenn man Di¢
TWurgel auszieht,
cot. x'= cot.2x | cofec,2%
daher Denn
cofec. 2x = cot, x — cot.2%,
und, wenn man x fir 2x feih
cofec. x = cot.¥x — cot.X,
Da' twic nuh die Cotangenten haben, nemlidh
2 2 9x 2P x3 ﬂ_ﬁj_f__

ot Ex = — —

X = J,2 = 1.2.3+4

= b

1_¢210lé
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I 229x 24Bx3 26@xs
CQt«X:'——'— = e —EL‘.
X L.2 1.2.3+4 S WO

fo wicd, twenn man diefe Reihe von jener abjicht

T, 200—0D)Ux; 2(23—11Bx3 _2(25—7 s
cofec,x == — |} — T — X g i
s Kind L1+2.3+4 1424446

T2

§. 224,

Die Secante aber Fann duedh diefe Bernoullifchen Zahs
fen nicht ausgedrucke toecden, fondern erfordert andere Jah:
lem, toelche in dDen Summen der ungeraden reciprofen Pote:
ftaten vorforamen. Denn wenn man foft

1 I I I x
B aESeaa s
i | Rl A "
e e e R M :
3 5 - 9 ) B 2%
g I I 1 Teo e Ay
T e P
3 5 7 g  feule el TEE g
1 I I 1 3 '-‘I'?
L= e e e e = T
; 5 ” 1325..6 "
1 e 5 . : %
— — ! e o s e e -'_-h‘t':
= =D :

3.»’ 9}." 1.20-;5 Q'IJ
o SR ¢ e
—— i = -"":"'"'l '—'—"“'—2{‘4 - .
31: 11 Li l}t D25, 10 2 o%%

i,

fo it

& = I
=1
Y= 5
¢ = 6rI
i = 13835
Bk e -
§ = 50352I

o 3

B e e

-‘_.r'\-'.:_:;'.h'_'...
s —

B
o

11 1
.:ﬂ'ﬁ'

T O I TR S T s

TR e

T

g
PP - LT T IS

e T
-
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1 == 9702763
8 = 199360981
¢ == 19391512145
x. = 2404879601671
2.
und durch diefe Wertije beFommt man:
[ 7 : ) '
o — R T < 6 1
s &‘I-l,zh 1.1.2.3.4}‘ .1‘1.2...6:{ TI.:...Sh
b %[
§. 225.

Uim den Sufammenhang diefer Reifhe mit den Sahiet
«, B, v, 3, 2. Fennen au levnent, twollen wic die oben behaw
delte Reibe betradhten, nemlich

o
e
niin,. —=«
n
| | | I | § : I 8
—-E- ol — et + — 16
m n—m n%m 2n-~—m - 2oftm " 3n—m

Man fege me=2u—k, fo wied

"
= m—— T :
: k
crnicof. —=
! 4

2 I I I

- s i
Tn—r:k gn — 2k 3n1-2k1‘ f

s5n—2k

n—2k

ka :
&8 fey — =, odet ke = nx, fo witd
i

- w w x

—=fec, X == e e -1

2n ner—20xX nxtT2nx jns—2nXx
ober

2 2 2 2 2
fec.x = S¥en o ==
#—2% "wP2x 3Fr—~—2x 3Ixtaix’ 572

0

fec,®
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4= 3w L S $.7%
fec.x = e + —- 3% .
A2 —4x2 QF2—4x2 " 255 —4x2 4y a'—4X
T2

Rerwandelt man nun die einjeln Glieder in NReihen, fo
ticd

T T
fec.x = (==t = F — — 1)

* 3 5 7 9

24x2 1 1 | I
g T T R e )

D 3 5 7 9

26x4 e I 1
T 8 Sl S gty ek s U

¥ 35 5'; ?5 i)i

z{.r_

und toenn fue diefe Reiben die oben dafiir gegebenen MWer-
the gefent werden, fo exhalt man cben dieReibe fir die Sez
cante, welde wic herausgebradt haben.

§. 226,

Hierausd evhellet qugleich dad GSefets, nach tweldhem die
Sahlen 2, 8, , 7, :c. toodurch die Summen der ungetaden
Poteftaten ausgedrucdt werben, fortfbreiten. Denn da

T 3 ¥ b)
fecx= ——=at—=x2 % x4 T %8
coflix 1.2 1:3. 2.4 | [
s i |
ift, fo mug dic Reihe nothtwendig dem Brudhe
|
x2 x4 x0 x8 -
I — — fF — — - ~ (e
2 1.2.3:4 EsBaved o TeBiv ol

gleich fepn.  Segt man daber diefe Gleichbeit voraus, fo bes
fommt man

R 3 1 =
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3

g I
e i LA S,
7 -—-~‘: e X x5,
b (5 e 4 Ti.z,.,{) | R P I
e g v g
S e B _— -_:EJ
Iv2 1.2.1.2 1:2.1..4 1.2.05,.0
: “ 8 ¥
Yy P it
b 334 143 1 |
[ A
Litiayh e o

-}- o e 1

11‘*05
Hierans aber flicfen folgende Sleidbungen
[ i |
oy
B = &
1:2
r'd =, .:.-..?
e _;__._'?rg — ?.... s
1.2 e
6.5 6.5.4.2 ek
Py s 2eaAed 4 S S
L.2 w7204 Eicn a0
8*." ‘L'go .'{!‘.‘: 9 aq 8"*'1
R S e T Ly R e
1-2 Il2l3i4 1:0-06 lll"8
€,

Hnd aus diefen Formeln find die Werthe jencr Budfaben
gefunden worden, melde wic §. 224. :gegeben faben, und
vermittelft welder bic Summen der Reifhen ausdgedrudt wes
pen Bdnnen, die unter den Huddruc

I I I I
TR X E NS R I L s

3 n q n -: 1] 9!1

gehdren, wenn n eine ungerade Sabl ift.

B 112
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Bom Nuben der Diffevensial- Rechnurtg bey dev
AUufldfung der Gleichungern,

& 227,

(Er ift beveitd hinlanalidh -gojeigt worden, daf wman jede
Gleichung auf die Fovm der Funftionen jurndfilhren Fanm
Dein bedentet y fede Funltion von x, fo find in dem Auss
beuche y = o alfe nuc mbgliche endliche Gleichungen, die als
gebraifchen und die tranfeendenten enthalten, Man vecfteht
abee unter der Nufidfung einer Bleichung y =o, die BHer
fiimmung dedienigen TWeethes von x, der, in die Funktion
y aefept, diefelbe = o macht. Meiftens giebt ¢d mehr ald
einen $erth fir x, und man nennt fie die Wurzeln der Sleia
dung y=o. %affen wir daher £ g h, 1 2. die Wurgeln
der Gleichung y = o fepn: fo ift dic Funftion von der Atk
baf fie = o witd, twenn man davin £oder g oder h 1, fur
x fet.

§, 228
Da alfo die Junftion y verfhroindet, toenn man fur x
datin f oder x ¢ (f—x) fent, indem £ eine Wurgel Der Glet>
dung y = o ijt: fo witd nah dem, wad twiv oben von den
Gunftionen gehabt haben,
(f—~x)dy , (f—x)2ddy , (f—x)3d3y
dx 2dx2 T 6dx3 T
M2 Nus

s B Bhy

]

'
17
¥

e T —— ek s
e et - : ey -
T —_— 2 i - —- rr s —

PR

b
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Aus diefer Gleichung wird der Werth dev LWurgel £ auf bie
et beftimmt, daf man far x fetten Bann tas man till, und |
Dabep gleichroohl allemal durd) die Subftitution Oet Wertlh, ;
dy ddy

welde y, = E—E———-, i, beFommen, eine Gleidhung exhi,
toeiche Den wahren Werth von £ giebt, Um Diefes deutlider |
au madhen, wollen wic

Yy = X3 = 2x2 § 3x — 4

fegen,  Alsdann ift

dy dd d3
Te T IR = ax 35 e g — 2 und 2Ly

Subftituict man nun diefe Werthe, fo wird
0= x3 —ax2 | 3x — 4 4 (F—x)(3xx — 4213
TE=x)2Qx—2) + F—=x)3
oder, wenn man wicflidhy multiplicict,
fii— 2ff P 3f — g =0,
Man findet nemlich cine dev gegebenen ahntiche Gleihuny
iz daher qudy eben dicfeiben Iurieln enthalt.

4. 229,

Db man indef gleich auf dicfem MWege gu Feiner newn
Sleicdung gelangt, aus welder man den Werth der Wyl
f leidbter finden fdante: fo laffen fich dennoch davaus fcfy
widhtige Hulfemittel jur Erfindung der Wurgeln herleiten
Rimmt man nemlich fir x einen Werth an, welder irgend
einev Wurgel der Gleichung fehr nahe fomme, fo daf e
Grdfe £ — x eine febr fleine Grdfe ift: fo convergiren D
Siicder der Gleidhung

| =x)dy | (f—x2ddy , (F—x3dly,
Qa=y+¢ PR : it

dx T 2dx2 6dx3
e == o b
auf fehyr merbliche Met, und ‘man entfernt ficdh Daher (0l

- 4 ¢ pens
bt betedpslich von der Waheheit, roenn man bloh die o
ben
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den cvften Glicder behalt, und die Ubrigen indgefammt wegs
{aft, Hat man alfo fir x cinen Werthe gefest, der .ivgend
einer LPurgel der Gleichung y = o beynabe gleich ift, fo ift
nafecungsmweife

und ausd diefer Fovrmel findet man, freplich nicdht den tvafiren
abet doch, cinen dem wabren fehr nahe fommenden Werth
von £, -Get man nun dicfen von neuem fic x,fo befommt
man dadurch den IWeeth von £ nodhy genauer, und fo fann
man fich demfelben immer mehe nahern.

§. 230,

Hicrnach laffen fich guvdeberft die Wurzeln aller Dignis
taten aus jeder gegebenen Sahl finden. €8 fep 3. B. die
Rabl an + b gegeben, Damit Daraus die nte Wurzel gezogen
toerde,  Man feke

¥ = at ¢ h; odér xt — gn — b= o

Daf
}'.,':""_ xN an b
fep.  Afsdann ift

d ' dd =
=2 = nxhi-I; Z8E == o [)xn—2;
dx 2dx2 1.2

diy n(n—1)(n—2)

R T = Kn_3 2(.

Hdx3 P2, 3

Setst man daher die gefudpte Wurgel =¥, oder f-—-\ (an ¥ b)
fo ift
n(n—1)

0= X8~ al — b} n(f—x)xn-1 4
I .I

o

Nimmt man alfo fir x cine Sahl, die von der aefuchten
Wurgel nicht fehr abroeicht, und died thut man, weny man
R 35 X=3

(f—=x)2xn-2
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x == a2 madt, voraudqaefesst, dag b fo Plein fep, dafarth
<(af D ift: o wird naherungsweife b= nat-3{f-y)
and alfo

wodurdh man den Weeth ver Wusgel fchon viel genauce Fens
pen feent. - Nimmt man abev noh dad dritte Slied dagw,
‘pdet fept man

— 1
b = mnan-I(f—2a) n_(“;_z )an-z(f‘._ a)-2
fo wird
2a 2b
fo2)2 o= — Pres
( o n-— 1[ 2 T n(n— [)at~2

und folglich
P s a -'3'—-\/’( Bl 2b )

e 1 s
(n—1)2% n(n—1I)&

n—I
oher
(n—2)a + v (aaF2(n — 1)b:nat=3)
fres g

Bermittelit dev Gpteaction der Duadratrourgel findet mar
daher den Werth der Wurgel £ nod) genauet,

Erempel

Die Guadratwursel aus ivgend einer Jabl ¢ 311 finden;
oder s fey Xx — c =2 ¥,

Man fege die ahl, toelche der Wurgel am nadften
fommt =32, ind b=c — aa, Daaa ¥ b= cmdn=2
ift, fo gicbt die erfte Fovmel

c—aa ' ¢'Taa ;
fo= @ § omm = e b die-andere F= VC
24 24
T o : c ¥ aa ; o
Da alfo die Wurgel junddft == —— ift, fo fefge man Di¢s
-

-

forn $Berih fiv a, wodurd) man den genauern Yusdeud

fe=
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¢c 't 6aac t ad

4a(ctaa)
echalt. . €8 fey 3. B, c = 5; fo bet man qus. der, erfien
Sormek

§im

™~

a
Ty
Man fehe alfo a.== 12, fo witd £==2/25; fetner a = 2,35,
fo beforamt man f == 2,236111; endlih a = 2,236111,
fo it F='2,2360679, tockber IBeeth der walhren gl

aus 5 fthon febr nabe fommt,.

h}

§. 231
luf Ghnliche vt &Rt fich . abet cmcb tfe FBuesel einer
P
jeden Gleichung vermittelit der Gleichung f = x — 1-—
d ¥

naberungsioeife finden, wenn man nemlich fie x einen MWerth
angenommert Hat,- der von einer Wurjel der Gleidung nidht
pick untecfdbieden ift. Um cinen foldhen Tertl fiar % ju ees
halten, febe man daflic nad und nacdh Derf&')iebme Werthe,
und wahle dann denjenigen, telche den fleinfen IWerth dee
Sunftion y, 1. D, denjenigen gicdt, der o am nadften fomut,

e s
St 3. B,

¢ = x3 — 2xx 7 3%x — 4
fo wicd roenn man fest
y = — 4 X =0
y = -2 X =i
y= 1 2 X ==2
und hievaus echellet, vaf die Wuvgel swifhen 1 und 2 falle

dv
Da alfo E{_;; =3xx — 4x T 3 ift, fo Hat man jue Crfins

dung der Wurgel £ and 13 — 23x § 3x — 4=0, dit
Gleidung

| L
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fay s w3 —akxar e
dy 3XX — 4x 13

@8 fey alox = 1; fo toitd F= 1 % -z- = 2, RNun feh

by

: 12 1
manx=2 fowiNf=2— —= — CEfpx=-
:

e 7 |

; 12 (o) 2RI2 . ,
fo witd f = i 1_:1 — IH?'EI = 1,653. IBill man el
{

ter aeben, fo ift 8 bequemer dic Yogarithmen ju gebrauden, |

Man fese alfo x = 1,653, fo twitd

1x = 0,2182739 x = 1,653000
122 = 0,4365458 X2 = 2,732409
1x3 = 0,6548187 | x3 = 4,516673

x3 = 4,516673
3X = 4,959000

x3 F 3x = 9475673 3xx } 3 = 11,197227

2xx T 4 = 9,464818 4x == 6,612000
Sabler = o,010855 . Renner = 4,58532]
10.3. = 8,0356298
1d. M. = 0,6613608 x &= 1,653000

10. %, = 73742690  Brud = 0,002307

f = 1,650633
und diefer Werth Fommt der Waheheit felhr nabe.

§.; 232,

Nody {cbrnellere Naherungen laffen fich and dem aligy
meinen Ausdrucke herleiten, Denn da toir, wenn eine Funl
ion y = o gefest, und die Wursel diefer Gleidung x="
angenommen twicd,

He
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= f—x)2dd f—x)3d3
Cl TRl )

dx 2dx2 6dx3

gefunden Haben: fo fey £f— x =1z, folglich die Wurgel
f=x 2z Ferner fege man

o=yt

dy dp. dq TalEs
E_:;:p’ _E;'—"h 7 Ly dx—s’
fo toicd
z32 z 48
o=ytzptT q'i“—“i"—“l'l“;a'f'?fo

Hat man in diefer Bleidhung fiir x ivgend einen Werth,
turch oelchen denn aud y, p, q, 1, s, 2. bejtimmt toecden,
angenommen, fo mug man die Grofe z fuden; und hat man
diefelbe gefunden, fo ift Die Wurzel der gegebenen Gleidung
y=oober f=x Tz, €8 fommt alfo davauf an, qus dies

fer Gletchung den MWerth der unbefannten Groffe z auf die |

bequemfte vt ju echaltem

§. 233
Man feke z folgender convergirenden Reibe gleich
z=AFBACHDFE I
{o wird, toenn man fubftituire,

i .
pz-=Ap T Bp. P Co Dy + Ep %W
3qz3 = xA2q T ABq T ACq T ADq 7 2.
+ 1BBq + BCq ¥ 16
irz3 = FA3r + IA2Br T JA2Cr 20
+IAB2r 1.
x824 = z5xA4s T1A3Bs T 20
Yistzs = sz Astd 26

Dievaud ergeben fich folgende Gleichungen:
R
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A ::-—-—-Z
P
b = — LL?
2p3
P o L e
2nd 6p¢
i T TR b R e
8p7 12pS 24p¥

3,
Solglich toird

S e o L e o G
. -:. p - QPS pr . (}pﬂ- 8;_1? Iipﬂ
= 'Z'_' —
2 24P§'

Srempel

i

£s fey 0ic Gleichung x5 F 2x — 2'== 0 genebin,

City=x% 2x—2
dy
dx
dp
dx
dq
ax
dr
dx

=pe=5x4.1 2

i

q = 20x3

6ox=

Il
1

Il
oy
Il
-t
b3
o
4

Hun fehe man x == 1, teil diefer MWerth von et wafred
EBurgel nue wenig abtoeidht, fo ticd
y=1; p=7; q=20; r=Go; $§=1¥

und,folglich

-
-
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I 10 200 , 10 . 5.1000 , 500

— S ir— — —

z =

? ?3 ?‘.l' ?4 ?';' I ?u' ?5
ober
: [
I 10 120 1745
IR TS R v Eopy e 0N SN e
{ -
f = 0382

fRenn man dicfen Werth von newem fir x fente, fo wiede
man die 2Wucyel in einem hobhen Grade genau erhalten,

§. 234

Iir haben alfo eine ohne Ende fortlanfende Reihe fie
die Mursel ciner jeden Gleicdung gefunbden; allein fie hat
ben doppelten Fehler, daf theild dad Fort{dreitungs - Gefess
derfelben nicht einfeucbtend, theild fie felbft su sufommenges
fest und bepm Gebrandhe gu fhwer ift. L0iv wollen alfo diez
felbe Unterfucdbung auf cinem andern Mege anfrellen, und
einer Reihe nadforfden, toeldhe bie Wurge! jeder gegebenen
Gleichung auf eine reguldvere Avt ausdrucke. :

@8 fep alfo toie porhin die Gleichung y = o gegeden, fo
dafl y iede Gunltion von x bebeute: fo Pommt alled davauf
an x fo ju beftimmen, dai die Funftion y = o twerde, tenn
man darin den gefunbenen Werth far x fest. Da aber ¥
eine Funftion von x ift; fo ift duch umgefehrt x eine Funfs
tion von y5 und gebt man von diefem Gefichtépuntte qus,
fo_hat man den MWerth der Junftion x ju fuden, den fie
befommt, wenn die Gvdfie y verfibmwindet. Wenn man alfo
£den IWerth von x bebeuten 1afit, twoben diefed gefchiehet,
und dies ift allemal eine Wuvgel der Gleichung y = o: fo
tird, weil x bep y = o in £ Ubergehet, nach dem oben Bex
wiefenen
2 zif . y2ddx y3d3x | y4dax

dy * 2dyz 6dy3 % 24dy4

f=x

=t

= vy ry =
s - - S o EELTT TETREY

s

==
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|
. " » » . & ; ;
und in diefer Gleidung wird dy alé beftandig Cefradter |
Sept man daber |
|

dx . o8p St ige dr
dy_p’ ag e 0 dy_r' :1‘:;-*"35“-

und braudht diefe Werthe, um die Ruck{icht auf ein befans
diges Differengial wegaubringen, fo wird

; I I i |
f = x — —qV2 — —1y3 o gy d ety
| bk =g Fr To sk
. 235,

Hat man alfo fur x ivgend einen MWerth angenommer,
fo oerden dadurd sugletd die Werthe von y und der Grifen |
P; q. 1, 5, 3 beftimmt; und hat man diefelben gefunden o |
tft man im Defige ciner ohne Ende forfaufenden und din |
oRerth der Wurejel £ ausdriicfenden Reihe. Hat aber
Gleichung y = o mehrere Wureln, fo findet man diefelben
wenn man fir x verfdicdene Werthe nimmt.  Denn oy
cinen und denfelben IWevth haben Fann, roenn gleidy firs
ver{dhiedene Werthe angenommen twerden: fo ift ¢8 nidtd
Defonderes, daf eine und diefelbe Reihe mebreve Werthe gv
bew £oane. Um aber die Jmwepdeutigfeit in diefen Falen
aus dem Wege ju taumen, und jugleich die Reihe convergiv
vend ju machen, muf man fiir x einen Werth feken, weldet
dem gefuchten nahe fommt.  Denn alsdann roivd der Hith
von y fefyr Flein, und die Glicder der Reibe nehmen betadt
lich ab, fo daf-man fdon in wenigen Gliedern den Wert)
fiir £ genau génug haben fann. Sept man davauf diefet
SBerth fiic x, fo wird die Gidfe y nodh Fleiner, und bie
Reihe comvergivt nody ftarfer, und auf diefe et finder mad
dic Wurgel £ bald fo genau, daf der bleibende Fehler nidt
in Unjiplog fomme,  Hievaus fallt der grope Borgug X

e
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geaenmwartigen Formel vor Der vorhergehenden Deutlich in
Die Uugen.

§. » 236

MWir toollen annehmen, daft die nte Wariel aud irgend
giner Qah! N ju jiehen fey. Sudbt man alfo-die der N am

nachften Pommende nte Poteftat, o echait man ol;me Meirhe
N=an % b, ust ed iji clédann

xn = at $ b; -und y &= x0 —at —h

folglich
dx I
dy =, mxi-Ldxj und — =p =
dy nxa-x
(n—1)dx dp n—7T
dp = —=———-] und —=q= — -
nx ) qay nnxzu=I
n—1)(2n—1)dx dg (n-—:}”:n—i)
dg = - o ==
nnxan dy nsx,n—l
_ a—1Da—nGn—1 dh
ar == ) und
nix3n
dr (m—1)(e2n—1)(3n—1)
S R
L‘EJ’ 1'14‘\"411‘ I
p.{ o

RNun fehe man x == a; fo witdh y = — b, und die gefuchte
Wargel f.= v F(an 4 b) auf folgende Act ausgedruckt:

b (n — 1)bb (:1—1,]\*11——1‘%?

Fi=a —_— — SR e e

naht— X m.2n.a20=-x1 fi.2n,3n.a30-1

(n—1) (_r,u-l) n-ul,ﬁ
ey = til
.,zn.;,n._.}n adn-1 - T

uf diefe Art erhalten wireben DieNReihe, welche man durch

bic gemeine Cntroicfelung de8 Binomiums (ar + u,ﬂ findet.

Lulers Diff. Rechn. 2. TH. 1, 2Abth, & §.

{ e ]

ot
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8.5 B3,

Hat man alfo durd die Sptraction die MWuryela, u
sugleich den Meft b gefunden, fo mug man ju der Wuryl

b : :
nodh den Merth Ded Bruths e abdicern, fim die Wyl
i

7 N—b r

genauer{n beFommen, €8 ift aberar-I == ———, myf
a
N=arfbift. Allein auf diefe Art erfHalt man die Wik
el geofier als fie fepn follte, und muf Debher Dad dritte
Glied abzichen. Um alfo durdh die Divijion des Refie b
vie TWurzel der toahren naher gu erhalten, muf man b
vagu erfordeclichen Divifor auffuchen, und toic toollen hn=
nat=I § «b ¥ abb ¥ b3 F 1.

fegen,  Da bep diefer Annahme

b
L e

na"TI § ab § £b2 F ¢b3 § 2
b L*r—l“]bb (n—u 2n—i1 b3 {u—l)um—)“"“‘ﬁ‘

nan-x ’Enwa,“ﬂ*‘f 611:5_3“-; 24 ndadn- 1

fepn muf, fo wird, wenit man durch nan-T 4 wb 12
¥ b3 oF 16 multiplicict,

R
(n—I‘b.J _(nn-l}(‘!n—l )b3 (n—xh?t - “*\"ﬁ Ib‘_}
anan L 6n2a2n ,.4'13a3n
: b2 (n— 1)eb3  (n—1)(2n—1)sb
23n-1 on2a2i-1 6n3a3n-t
Bb3 (n-—-]';‘ih‘i
T 'ngn=x 35 Znig2n-l
yhé
T ey

$iews
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Hierausd ergeben fich folgende Beftimmungen:
fifd . o = {}_“"
anyel i : g
S (h—1l2 (n—1)(20—1). (n—1)mn%1) i
I ~ anan 6bnantI = [2nanix ; 5‘
‘ (n=1)8 (n—=1)2n—1)e , (n—1)(zn—1)3n—1) “H
e ~ 2na"  Gp2az . 24n3a20+7? e
i obet _ iy b
e e (n—1)(nt1) J
Egh 241-;3.‘_!1].‘1 ,In"‘
bt Demnach ift Der Bruch, weldhen man ju dev gefundenen Wuss it
f= §¢l a noch Hingu addiven muf, it i
b
'=,_‘=| " y P A — '3 .:r!‘.‘
nat=% 4 (n - i)b . (on 1)bb i (nn—1b g
22 12hantt ° 24naz2nix
g. 2385
i Wehn alfo die Duadratwurgel aus der ahl N gejogett
| feeden folite, und die junadit Pleineve Wucjel a, und det

Feft b bereits gefunden mworden wave: fo mufte man 3u a
24 noch den Duotienten addiven; den man fande, wenn man
ben Reft b durch

it

oibidicte, Sollte aber bie Cubif vurjel gefunden Werben, fo
mufite man den Reft b durdh

Dividiten; 6ndBHicvoon twollen toit nun einige BVey piele
beefenen,

17 G 2 Eeftes i
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Erftes Erempel.
Nian foll die Qupdratwursel qus der IabhF zoo findm.

Man fege N = 2co, und da das nachfte Duadrat 146

ift, fo toird az==14 und b=4. Da man alfo diefen Reft durd
o I I

28 T — =i i —————

7 FoIge 719698

man jum Divifor 28,142135; und dividirt man 4 dadurd

fo befommt man einen ju 14 hinguiufigenden Decimalbrud,
Det bis jur gehnten Sifer und noch weiter vidtig ift.

dividiven foll, fo hat

i~

Bwentes Exempel
NTan foll die Cubifwursel aus N = 10 finden,
Der nadfte Cubus ift '8, und der Reft 23 aljoa=2ul
: i T
b =2, und ver Divifor =12+ 1 — —g= 12,9444, et
] 1)

nach ift die gefudbte Cubifrourgel naherungsmeife
2 10000
=2} =2 } ——,
12,9444 64722

§. - 239.

Die fiie die Wurgel gefundene Reihe Fann auch als eine
twiederfehrende aus einem Druthe entfpriingene Reile anges
feben roecden, indem dadurch die Glicder der Reihe auf welt
weniger Glicder in dem Sahler und dem Nenner-ded gedady
ten Bruchg guriicfgebradt werden. BVep einiger Nufmerk
fameeit fieht man bald, daf bepnahe fep
e (¥ I}b

4

(n—1),
et - |
2

(a b = an,

{nd
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und nody genauer

aa T (-n—+ zJab'-} (0 ”1 iﬂ it Qbe

(afb)? = a Ve U?"IJ(D:—_;T;:
2 12

uf dhnliche Aet Lann man durch Einfiihrung mehrever Glies
ber noch genauere Briche befonimen, 3. B.

(2 7b)p = a

(n+3) (n +3)Xn+2) (n ¥ n ¥ 2)(nF1)b3
a3t j-aib + —————ab2 ¥}
2 | o) 120
: n—3z) n—3}n—2) (n=—3)(n—2)(n—r1)b3
a3__(' 2’a2h 't'i——---'?lk—"—ub?-—
2 i0 120

Ya o8 Jafit fich cine allgemeine Form geben, nach teldher
man {idh cichten fann.  Man fepe nemhid)

X m(n ¥ m) o = m(n — m)
1.2m [.2m
% =(m—~1}(n1~m“—~ I:}A %:(mi——lj(n—mh)
2(2m—1) 2(2m—1)
= (m—:g}(nﬂ- m-—ﬂ“}B 6 — (m—’.‘z)(n——-m]-[-z)%
3(2m—2) 3(2m—2)
b EIOImY | (D= mg
4(2m—3) 4(z2m—3)
1C, 2

Hat man diefe WertHhe beftimmt, fo ift

( -fb\ ] A qm -}. Agqm=-Ik 'I' B am—gbz F Cg_m-—ghg .]..2(-.
a = g, — v C B
4 am—Ygii=IhPBam-2h2—~Fam-3h3 fac,

§. 240,

Wenn in diefen Formeln fiiv n gebrochene Sahlen gefesst
merden, fo befommt man dacin-fehr bequeme Ausdrlcke jur
@rtvaction der Wurzeln, So Fann man, wenn die nte Wars

© 3 gel
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sel aus der Form an + b gesogen tverden foll, folgende us:
deiicfe gebraudyen:

& anai * (n + Nk
(@ th)" =a, — —
2ual 4 (n'<= )b

l‘ ;l = “”J""( ' Ti_—!a S y
(b)) e gt 6n(an T 1)a"bi(2n ¥ 1)(nt U

12n2a2946m(2n—1 d“b*""l“i—-—l An—1bb

Wenn aber-an * b = N gefest wird, und aljo at =N —}
ift, fo m:rb

anN — fn—1)h
(a:! -f b/ o 5 L . . }
2anN — (n + 1)b
T 12n2 N2 —6nf2n—1)Nbt 2n—1n—ibk

(aufbf=a. . .
5 1202 Nz—Hn(2n 1 & JNbfi2n+ 1 )int1)bh
§. 241,

Die alfgemeine Formel qur Cefindbung der Wargel dinet
ieden Sleichung leifter dalher bep den Gleichungen, die qud
mebreen Ghicdeen beftehen, eben ben Nugen, twelden dio
gewohnliche Binomifche Reael bey der Uufibfung dey reinen
Bleidhungen x2 = o gewdahrt, und geht in diefem Fall aud
in iefe Negel tiber. IBenn aber die Gleidhung eine uneine
odet felbft tranfeendente Gleichung ifr, fo leidet aud daduidp
Der Gebivaudd unferer Formel nicht, und giebt dann fie ben
Werth der Wursel eine ohne Sude fortlaufende NReihe. Do
Dem fo ift, fo toollen wic diefe Ynroendung genauer fennen
su lernen fuchen. @2 fey alfo folgende unreine aus drey Gliv
bern beftehende Gleichung gegeben:

x4 cx = N
fo daf c und N befannte Grofen Gedeuten.  Man fege
0 ex—=Ne=y, {0 witd dy= (nx0-3 ¢ c)dg, un

r -] j o = 4% : -
alfo g = o er g o Dewner ift nunmehe
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n{n—1)x"~2dx nfn— 1ixn=-2
) s und g = — B4
(nxn=I4¢)2 (nxa-X —c)3
; . d de.
9uf ahnfiche st findet man, bar = —Ci; s = = ift,
dy dy

n2{n—1y(2n—1)x20-4 — n(n-—-l)tn—-"}ca“'i

-
l:l'i n-T + G

dp = —

— n3(n—1)(an—1)(3n—1)x30=6 P!l
s = T4n2(n—1L)(n— 2)(an—1)cx20=5 ¢ s (nxn=T¥c)?
- n{n— 1)(n — 2)(n —3)c2x""4 j

n4n—1)(zn—1)(3a~1)(4n=1) x 40~ 8
—n3{n-1)n—2)(2n—1){29n-n)cx3 n=7
( ) X / f(nxn THc)S
a2(n—1)(n—2)2n—1)(nn—29;c2x2""a

E:

— n(n—1)n—2)n—3)n — 4)c3xn=*F

b1
Hat man diefe Werthe gefunden, fo ift die IWurzel der geges
benen Gleidung,
f= x — py T4qy2 — %ry3 ¥ fasy® — gistys TG
Penn man mag fit x fegen-toas man will, (odurd sugleidy,
die Budftaben y, p, g, r, 1 beftimmte Werthe befommen)
fo ift dic Summe det Reife allemal dem Werthe Siner Wura

36l aleich,
Eefres Grempel

@5 fey die- @leichung x3 t 2x = 2 gedebens
Hierift c=2, N=2, n= 3, und y=x3}2x=2,
$ |

Man fete x=1, fo twitd y =2 13 P*—:‘_-:_s*; g = -

r.= gﬂ" o —— - }_6?.{)—, i, uﬂh blc T}ll’*&ﬂ bﬁ? @lﬁﬁ

*
2

“?,,I =3

1 §
AN e PO L SRS LY

S 4 Jtun
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(AR 4 . -_— P s .
Shean fSEC ol X 'O..j e z\ﬂ Yy = x3 -1' (o 8, chyfer -:;
I
o : e It f— . val = ¢ 5
s 1 OIS gxap e

s = —2160p7%3 +720p7x ift: fo hat man, wenn man
die Poaarithmen nimmt,
Ix =9,8864y07|x =0,7
1x2=0,77298:4|%x2=0,5929
Ix3=29,6594721|x3==0,456533

2xX=1,54

x3 t 2x==1,096530
Solglich y=—o0,003467
V—y=7,539953985 3xx ¥ 2=3,7787
1P =9,4220575; 1(3xx}2)=0,5772424
1— py-:_'r’;,tjé."cﬁ: 13;  — py==0,0009175IL

ratidly

}p 3 ::“:;_f'f} T25
1x :::._{; C"?S'.'f-#}'ﬁ?
13=0,4771213

ly2 =5,0799076

I — Zqyy =3,7114922  — #qyy =0,000000514
Dieenach it die Wursel £= 0,0770916997, und faum in
ber lesten Sifer der Walhrheit nicht gemag.

Imwentes Erempel

£s ey die Gleichung x4 —2xxPgx=4§ gegeben.

Wan fege y = x4 — 2xx ¥ 4x — 8, fo wird dy=
4dx(x3 —x 1)

I d —3xx*FI ‘
p.= 2 s B 3xxFT i
4(x3 — x ¢+ 1)" dx  gx3I—xt1)2
e Ly e T a—
q = 3xxdT dg 2 x4 — I12xX ::nD

1053 —x11)37 dx > 16(x3 % ¥ I34

—

I =
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sTx% — I2XX — 3

o (o
64(.‘{3 w— 2 ’i" I'J-§

—

Hicrdurch betdmme man fir die Wurel der Gleicdhung

f y (3xx—1Dyy _ (7xt—gaxir)y?
——— — e i e
4(x3 —xt1)  32.x3—xf1)3 - 128(x3~—XT1)°

- il

gtan mu. alfo x einen folchen Werth u geben fuchen, daft die
Reiheconvergive. Nun falle indie ugen, daf, wenn.man x fo
befiimmen toollte, daf x3 —xF1=0 icde, dann alle
Glicder diefer Reihe, Dasd etfte ausgenommen, gine unends
lidhe Grdfie befdmen, und man alfo feinen Swect verfehite.
8 ticd daher nothwendig fiie x einen folden Werth ju ez
waflen, Dof y fleinm und x3 — x ¥ 1 nidht Flein werde. €

fep x=1, foift y=—35, und
5 25 125
= e TR e =i 200
E 0 4 160 64
: S g S e : :
D en Glieder = — —= J ——cine geomet 7
a bie drep Glic A s 0 geometrifdhe Rei

e e ; 1
be bilden, deren Summe J ift, fo ift ohnaefabr f:f, ©8

fep alfo x = E, foit y=— % unp x3=xFAT= ?5
folglich
e S s X o+ e S EE R 1,61
3 a8 64 ° 256.52

Sun fete man x = 1,61, o wird, rwenn man gugleid) x3 —

X F I =z nimmt

lx = 0,2068259 X =L,60

1x2 = 0,4136518 x% = 2,592I
1x3 = 0,6204777 X3 = 4,17328I
1x4 == 0,8273036 x4 = 6,718983

& 5 folglich

e =
S e e b L o1 s~ A
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folalich
l—y = §,4016934 Yy = — o,025217
Iz = o.5518502
s 3 = 3,563281
Z
14 = 0,6020600 -‘1—}— = 0,0017693
- Z
1—y
s = 7,2477832| 3xx = I = 6,7763
1(3xx~1) == 0,8309926 |
ly2 = 6,80:33868
7/6343794
123 = 1,6555506
5,9788288
132 == 1,2041200 (3x%—1)y2

4,7747088 | 32 ~a == 0,000005052

Solglich

I = 1,6117632,

§. 242

Diefe Methode die Wurgeln der Gleichungen bepnae
pu finden, eefivect fih audy auf die tranfcendenten Grdfien.
2Bir wollen eine Jabl x fudben, deren quga irgend einem Gy
ftem genommence Logacithme su der Sabl felbft ein beftimm:
tes Berhaltnify habe. Man fese diefes Berhaltnif 1 :n, fo
bat man die Gleidbung x — nlx = o. Kerner fep k dee
Wiodulud jener fogarithmen, fo daf man fie finde, ment
man die byperbolifhen Pogarithmen durdy k multiplicict,

kdx
wodurch d , 1x = —;q wird. Man fege demnach

K-.—nix::y

gnd
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und £ fep der gefuchte Wrerth von x; wobep x = nlx wWerde,
Da alfo y = x — nlx ift, fo oicd
kndx dx(x —kn)

d}(ﬂd‘{——* 3 - """'—";E*_"!
und i = p = J{-—:—T;i ; alfo dp=— L—-g——!i}:g, folghich
dp e _—_pfal fane eknxdx F k2n=d1i
i G e LR L SR T )
dq knx(2x % kn).
—— g p— - | 0,
dy (x — kn)3
Demnady wicd
_ Xy knxyy knzy3(2xtkn)
= :-;-«L;n_-:'Lx—kll}3 hs 6(x — knj—f-— B,

Wic werden aber unten fehen, daf diefe Uufgabe Feiner Auf:
[bfung fabig ift, woférn nicht kn > e oder ald die Jahl ans
genommen witd, deren hyperbolifther Logarithme = 1 ifs,
b, B. ¢8 muf kn > 2,7182818 feyn,

Erempel

Yian foll eine Babl aufer 10 fuchen, deren gerheine Logas
) {
tithme O¢r sebnre Theil der Jahl felbft fey.

'\.'!I

Da pon den gemeinen Logavithmen die Rede i, fo ife
k == 0,43429448190325; und da n=1c tft, fﬁ bat man
nk = 4,3429448190325. Sefit man nun x=1 fo wird
y== 5 und
f=1 f — =l T s (AN
33429  €3,3429)3 '
folgtich bepnahe £=1,37. Man fege alfo x = 1,37, fo
wird 1x = 0,136720567156406, und da y = x — 10lx ift,
fo toitd y = 0,0027943284350, und '
— %t kn == 2,9729448190325. - @9 warde alfo

e eEn
& ey

T e ]
e e e e A B . g e . B
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Ix = o,1367205

ly = 7,4162773

75829978
I(kn — x) == 0,4731866 — xy
' 1,102)312.’;. x—kn

Da ferner dad dritte Blied

= 0,00128769

knx}{y i !cny_ . Xy it
2(%x — kn)3 elx—kh)2 x <k
fo wird
— Xy
1X = 7,1098112

ly = 7,446277;

lkn = 0,6377842
5.1938527

Ikn — x)2 = 0,9463732

42474995

12 = 0.3010300

10.3.68l = 3,9464695
.OLx = 1,37

2.6l. = o,00128769

3.0l. = o0,c0000088

f= 1,37128857
If = o,137128857.

§. 243
Wenn die Gleichung cine Erponential= Gleichung ift, o
fann man dicfelbe auf eine fogarithmifche juvdicbringen
©oll 3. B. ber Werth pon x gefucht werden, wobep x* =1
ift, fo witd xlx =1la. Selt man daher
y = xlx —la, fowitd dy == dxlx  dx

dx  § i
—Tm P S e— ner ift nunmeht
und i p e Ferner ift )

dp =




—c
-
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y —dx o dpigdinnae o= 1
5 x(1tlx)3’ dy = x(1tlx)3
dx 3dx &
= ' ; unbd folgli
o (tlx)d b (gt folglich
dq 1 3 :
e ; ) eriter t
dy x*(rrlx)t T 21 FIR) & fe
— 12 d3 10d x 15dx
dri=="— “i —_— - — 35 =3 “alfo
B (1tlx )4 x3(itlx, X3 Itlx)
— & - und
L Bty - Sutlx)® B(tlx)?
s 6 F 40 . 105 105
T oxi(eblx)® o xadlx)? t o xd(aplx)e © o xs(rtlx)®
: —24 196 700 1260
P —— e — -
(1tlx?  Fatlxf o (k) x(flx)
945

———

x5 (ptlx)tt

enn daher der wahre Werth von == f, und alfo ff==a

ift, fo ift

f =

y2 y3 574 77%
T tlx 2x(itlE? axutlx)y  8x3(1lx)7  8xs(1Flx)®

b 3 5y 3 7 }rf
Tex(tlx)t  12x°(itlx)®  8xH(1tlx)s

i }—4 P o }:f
12x3(itlx)’ - 3x%(1tlx)?
S IR
20x4(1ix)’
3¢,

Diefe Reibhe -alfo, ohne Ende fortgefest, giebt den walren

Werth von £, man mag fur'x

einen'man toilf, indem man y = xlx = la nimmt,

man g B, x=1, fowitd y=

cinen Werth femen twasd fue
Sest
— la, und

=

ey

N T .:_f_-,:.._.__:_ e e i Rk -'-.-:.-"-' = o = .:_'J -.'.-_'.-._

B
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la)2  2(la)3  o(la)4 1a)s A
f=pplaa U025 20800 9U)E 3271a)s Gy |

2 3 o 5 144
T 1

toie L2 Den Hoperbolifdhen fogarithmen vén a-be Deutet,
Crempel,

Wian foll dic 3abl £ fuchen, wenn ff = 100 ift

Da a =100, und y = xIx — la == xlx — ligoff,
10 fese man, da befannt ift, daf £ 3 und < 4 fep muf, |

K z Wedann ift

I1x = 1,25§276296849
xlx = 4,384670399y72
1100 = 4,60517018599

¥y = — 0,22049983627
T 1x = 2,25276296849
Deimnadd ift, twenn man die gemeinen Logarithimen brandh
1 — y = 9,3434083
K1 f1x) &= 03527156

e Aoy
| 8,9906027 P ©,007879;
ly2 = §,6868166

31(1 +1x) = 1,05%1468

76286698
12x = I7 = 0 8450980

6,783571 - e e — 000050?5
7635718 201 15)3 .

€8 ift alfo ohngefahr £= 3,5972772; toenn man aber ¢
folaenden Glieder mit ju Hulfe nimmt, £ = 3,5972852

i otk




o
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§. 244

9fufierhem aber feiftet die Diffevensial- Rechnung bey
ber Unfidfiung der Gleidhung einen vorguglichen ANuen, twenit
eine aewiffe Begiehung, weldhe jwifden den Wurgeln fratt
findet, Gefannt ift, €8 fep Die Gleidung y = o geaeben,
und y datin irgend cine Funftion von x.  IWare nun 3. B
befannt, daf joen Wurjeln diefer Gleidbung um die Grofe
a veefchicden roaren, fo tofitde man diefe Wurjeln leicht auf
folgende Yt entdecfen. &8 bedeitte x die fleine MWurgel, und
alfo x4 a vie grofiere. Da die Funftion y veridhrindet,
toenn x eine von den Wurjeln der Gleichung y = o vorftellt,
fo roitd fic eS ebenfalls thum, toenn man datrin x t a fiatt x
fept, €8t demnad
ady , a2ddy , a3d3y
dx ' a2dx2 6dx3

toofjer denn, da y =o ift, aud
: dy . addy . a2d3y . |
2= 3 Toder eduy

fith, Diefe bepden Gleidungen sufammen genotmmen, fex
ben auf bem Wege der Elimination den Wetth der Whirge]
%, und die andere Wurzel ift um a grofer,

o=yt G

Srempel

£ fey die Gleichuhg?

X5 — 24x3 T 40%x2 — 36 = o

gédeben; und davon ivgend weber bekannt; daf swey ibree
Yurseln um 1 von eimander verfchicden find,

B

N ¢

©ept man
y = x5 —a4x3 $49x2 — 36, fo ift
dy

— = 5x4 — 72X2 X
S T 98

ddy
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dd‘f iox3
L= X — A N
2dx2 Bl
: __EEL — . S
e 10x 24
d4
._.__..,..J."_. = §X
24d x4
dsy
Toodss - .

_ Da nun a = 1 ift, fo hat man
A...5%4 F 10x3 — 62x2 + 31x } 25 =0
Stun ift aber
Booo x5 —24x3 § 49%2— 36. 0.
Wan multiplicive alfo die obere Gleichung durch x, und die
untere durch 5, fo befommt man durch die Subtraction ditfe

von jener
10x4 § 58x3 — 214x2 + 26x + 180 = o, 0t
C...5%x4 f 29x3 — 107x2-% 13x + g0 =0

Sieht man hievon die erfte A ab, fo bleibt
Doy 19X3 — 48x2 — 18x 64 =0
D.5%..95%4 — 2253 — gox? J  320%=0

AL19..95x4 F 190x3 — Ji7Rx2 f 589xf 494=0
Esoins.oglsx3 — jo84x2 + 2605t 494=0

DigI§.e oo s 7885x3 — 13675);.‘.‘- —  7470% -E'-Qﬁs{:.'O:G

E.19+. .. 7885x3 — 20672x2 4+ srrixt 9386=0
F'zr

R T e e j()i}'?:{: ——IQSSJH'I‘I?J_F;}:Q

D.247s « o« 4693%x3 — I1115%2 — 4440x T 15808=0
E.32....13280x3 — 34816x2 4 §608x T 15808=0

o e I 8557%? — 23701x T 13054 =0
F .8587...17148239x2 — 108033047% T 147473138=0

G.1997../17148239%x2 —  47230897x + 26068338 =0

6o702150x T 121404300=0
Hicequs
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Hiecaus folgt, x == 2, und.es ift Demnach audh x = 3 eine
SBucsel der Gleichung.

@4 Fann indef diefe Operation audh ohne Diffecensials
Redhnung ju Stande gebradht werden, weil man die Glei
dung, twelche die Differengiol - Redhnung gab, ebenfalls das
burch befommt, Dok man in dec gegedenenSleitoung x F a
fir x fegt.  Uebrigend ift dic gebraudite Gliminations: Me:-
thobe fehr mubfam, und micde, wenn die Gileid ung u ‘eiz
nem hdfhern Grade aehiorte, unidgliche Nubeit nothig masz

den, daher [:c bep tranfcendenten Bleidhungen gar nitht
brauchbar ift. Jtehmen wir aber an, daf jwey Wurzeln
emer Gleidung y = o einander gleid fenn, fo ve ewanbelt
fig die Differenzial - Gleidung, weil dann 5 = o ift, in

e L A ;
diefe, E{ = o. &o oft daher cine Gleidhung Y.= 0 jtoep

; e :
gletche Wurjeln hat, fo oft ift aud éi =0, und diefe bepden

Bleichungen geben, mit einander verbunden, den TWecth von
x, bem goep Wurgeln gleich find.  Wenn affo unigeFeljet

X dy ]
poep Gleichungen, y = o, und To =0 cine Whursel aemein

baben, fo ift diefe *-Ei‘iurgei auch jroepmal in der Gleichung

y = o enthalten.  Diefed finbet fratt; toeiin nadh ¢ ganjlicher
Gliminationder Uro,f, x aus den bepben Gleithungen y=o

umd &%{ = o eine identifdhe Gleichung gefunbm witd,

Wicde 3. B. die Gleichung
X3 — 2xx — 4x F'8%= 0
gegeben, fo tware auch 3XX — 4x — 4 = o, und fést man
vad Doppelte Hicrvon ju fener Gl etcbung bingu, o wicd
Lulers Diff, Bechn, 2.TH, 1 Abth, T & x3 4

: e e e e e e e
T T R w2 P TR T L PS C = : coi. e 3 = e

S

A S
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x3 .+ 4%x — 12x.= O, ‘ODer xx } 4x —ia =y
Das Drepfache davon ift, '

3xx f 12x — 36 = ¢, alfe
3xx— 4X%X — 4 = o davon abgejogen
fo fommt 16x — 32 = o,
X— 2 =0,

Da fich-alfo x = 2 ergeben hat, fo fesse man diefen Herh
in cine Der vorhergefhenden Gleidungen 3xx — gx—y
= 0. o Dicrdurdy befommt man die dentifche Gleicuny
12 — 8 — 4= o, und davaus fhlieft man, daf die gegt
bene Gladung x3 — 2xx — 4x + 8 = o jiwey glidt
MWurgeln, nemlich 2, habe.,

"8 246,
Hatiman alfo eine algebraifde Gleichung von irged

einer Anzahl von Dimenfionen:

x2 # Ax0-T § Bxn-2 + Cxn-3 4 Dxi-4 $ 4, =0
welde jwep einander gleihe Wurseln enthalt: fo ifi cud:

nxo-X 4 (n—1)Ax"-2 4 (n—2)Bx0-3 + (n—3)Cx™#1

(0 —=4)Dzr=s 4 1. = o,

@8 .ift nemfich- die jwicfache FWurzel jenee Sleichung oo
eine Wurzel von diefer. Man multiplicive fenc mitn, und
dtefe mit x, und fubtrafice dag lestere Produft von de
erfien, fo befommt man

Axo=X 4 2Bx0-2 +3Cx03 4 4Dx074 F .= 0
Serner multiplicive man jene ducch a, Diefe durcy b, undal
dire Bepde: fo wird

ax? § (@t b)Ax0=1 4 (a$2b)Bxn-2 + (at3b)Cxi-3 1k

— 0
und diefe Gleichung, mit der gegehenen verbunden, toird It
Warjel geben, weldhe die gegebene Gileichung doppeit enthalt

D nun dieGrdfen a und b willfihslich angenommen wardéh
fon:




|°I

oot
-4

1eqes

el
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b
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fonnen, fo hat man in denCocfficientena, a+b,a +2b,a ¥ 3b,
1. irgend eine arithmetifche Progreffion; und wenn alfo cine
Gleicbung jtwep gleiche MWurseln Hat, fo findet man diefl:
ben, menn man die eingelnen Glicder der gegebenen Gileid ung
burd) die Glieder irgend einer arithmetifden Pregrefiion
multiplicict, indem die auf diefem LWeqe refultirente Gleis
dung die Wuriel enthalt, mwelde fidh in der geacbenen Jroen:
mal findet, Werdern 3. B, die Glicder der Gleicdung
X0 f Axn=X o Bx0-2 4 Cx#-3 4 Dx"=4 + 3, = o
dureh folgende avithmetifche Progrefion multiplicict,
a; atb; atab; at3b; atab; 2
fo entfteht diefe neue Gleichung:
axt T (atb)Axn-1 4 (at2b)Bxn-2+4 (2t 3b)Cxm=3 43¢,
= 0
welde mit jencr verbunden, die gleichen Wurseln ju erfens
men giebt. Und dies ift die Hinldnglich befannte Regel que
Eriindung der gleichen Wurgeln einee @leichung, wenn die:
felbe Decen 3roep enthalt,

S 247,

$at eine Gleihung y = o dren qleiche Tutzeln, fo ift

¥

: dy 2 ddy 5
mdt nue — = o, fondern audh —< = o, wenn man fie
dx dx=

x Den Ferth der Wurzel felt, die in Der Gleidhung y = o
brepmal enthalten ift,  Um fich hiervon ju tiberseugen, fefie
man die drey Wutzeln der Glcicdung x, x+ a2, x + b, fo dos
man fich suodedeift diefelben als um a und. b von ginanter

verfcbieden vorftelle. Da nun y verichmindet, fomohl renn

“man x +a, al8 wenn man x +'b fiv x fest, fo ri

-
}’__.O

$ ady Ri'-ddy--_l‘ a3d3y _-adday T
0 T s e o, R T —
dx 2dx2 ' Tgdx3 24dx4 ¢

o

A

o

i 11

1M
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bzddy ., b3dsy . baday

 Sepyee; 6dx2 ' 2gdx4

hdy
¥ P o it =0
Steht man von Diefen berben fiptevn Gleidhungen die erfi
ab, fo wicd

d__}: addy 4 azd3y & a3ddy

dx 2dxz 6dx3, ° 2idx4

§E bddy , b2d3y . b3day

L B
v 1 a1 Q
dx 2dx2 6dx3 T 24dx4

ar, 00

Man fubtrahive auh diefe Bleichungen von -cinander, md
Dividire duech a — b, fo wicd

ddy ' (a+¥b)ds g "aﬂ‘?*""t‘{'b.,)c"@v

cdx2 6dx3 : T 44d.x-’f=

48 =0

Endlich fese man a = o und'b = o, fo daf nunmebr die
angenomuienen drep Wurieln einander gleich toerden, o
erhalt man

$. n48.
©o oft baher eine Gleichbung, y = o, tren gleide Bur
geln, remfich, £, £, € hat, fo-oftift die Gebfje nichr blof e

. dy A dd
Wuegel ber Gleidhung — = o, fondetn aud von E—frz'&
OxX b p.

Da nitn € cine gemeinfdoftiidhe TRurgel der Gleithung
dy ddy
— = o, unb ihres Diffe 7 = o ifts fo evBallt
= ves Differengials T = o fo erf
Prar - % ’\ i, e # ﬁ‘-"
aus temPBorhergehenden, Dof fie in DerGlcicdung = =6
x

gvepmal enthalten iit.  SWenn dafer die Gleichung

X0 AEX o Bxo-2 o Cxn=3 ¢ Dan-4 b, =0
pres

12 3 5 2 o 5 =

m

il

jel

]

§
th
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brep: glciche Wurgeln £, £ £ enthalt, fo hat die Gleichung,
welche man durch die WMaitiplication ihrer Glicder durd cine
arithmetife Progrefiion erhalt, jwep gleidhe Wurgeln f, £5
und man fann diefe von neuem-durd eine arithmetifhe Pros
grefiion multipliciven, uwm eine Gleicbung ju befommen,
worin £ nue einmal eine Wursel ift. Man echalt auf diefe
Yee drep Gileichungen, die eine gemeinfcdaftliche TWurzel haz
ben, @nd findet durdy ifjre WeebinBdung die LWursel feibft
iht, Denn wenn man folche avithmetifche Progreffionen
wahie, Deven ecftes ober lepted Glied = o ift, fo befommt
ma eine um einen Grad niedrigere Sleichung, und erleidhs
test fich dadurch die Slimination,

§. 249,
uf abnliche Actdafit fich seigen, dafl, twenn cine Bleiz
Hung, y == o, vier gleide Wurseln £ § € £ bat, bep x==F

; SRR Ao b e d3y
nicht nur y=o, T4 Urae. —W0) fondern aud oy

=o fep. So wie nemlih vie Gleidhung y = o die War:

el £ vieemal enthdlt, fo frecft diefelbe in der Gleichung :—:-}-’ =5
X

ddy ; ;
htwma{ in der Gleichung ——Ez o gteepmal, und in dDerGleis

s
d3y : e ;
thung S =0 cinmal.  Dies fieht man nod Ileidhter,

ern. man eewagt, daf die Funftion y in dicfem Falle die
gotm (x — £)4X haben miffe, wenn X irgend eine Funfs
tion von x bedeutet., %egt man diefe Jorm jum Grunde,
fo ift ;

f]dX

i

= (x — )3(4X 'I'

und

3
w

=_—=

e e AL

e e

}
5
|

=

e
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und alfo durd (= — )3 theilbar.  Auf ahnliche st hat
ddy ds
—% pen Zaftor (x — £)2, und

35 oen Saftor (x—f)2, und o

toraus erijelief, daB die Wurgel x = £, wenn diefelbe in

Den Faftor x —f;

: . FPERIT AT
ver. Gleidung y = o viermal enthalten ift, in _dw-? =0
. ddy [ d3y :
drepmal, in — = o jwepmal, und in —= = o ¢inma
M g T N, Gas. O

ftecfen mifje.
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gnmerFungen und Juidge

Fi810

erfien Theile

TP R S

Borerinnerung.

O b weif 8 aus eigener und aud frembden Criahrungen,
vaf man die Differen;ial - Redbnung am leichtefren und
guimdlichften erlesnt, wenn man dabey ein Buch jum Srunbe
legt, toeldyed biefelbe fo vollftandig, fo ausfibelidy, und in
einer fo fchdnen Ordnung abhandelt, al8 dadjenige, defjen
jwepten Sheil i hier der erfien Halfte nach uberfest habe.
Dies ift daher aucy der vorzliglichfte Bemwegungégrund ges
mwefen, det mich angetrichen, dag vortvefliche Sulerifche Week
dutch cine Ueberfesung gemeiner 3u1 madben, und feinen Ges
brauch s befordern.  Uim nodh mehe fiiv diejenigen ju fora
geny tweldye daffelbe jur Grlernung der Differensial Redys
nung braudben roollen, will éh hier den Unfang madyen, folde
Ynmerfungen und Jufase ju licfern, ald miv bey ciner gtoeys
ten Duechlefung niglich fcheinen; denn jwepmal muf man
wohl ein folched MWeek lefen, weil man dad erfte Mal, tve
nigftens die volle und feichte Ueberficht des Gangen felten bes
T g fommt,
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fommt, und fann e& auch thun, weil die jwente Durdie
fung bey toeitem nicht fo viel Seit und Mihe erfordert ald
vie erfte.  Ueberhaupt alfo find die Anmerfungen und Rus
fage ju jedbem Theile, die unmittelbar hinter der Ueberferung
Deffelben folgen, fir die erfte, dicieniaen aber, welde idh
bey dem folgenden Theile nadylicfere, fir die jweyte Dutihs
lefung Beftimmt. Denjenigen, fir welhe ich diefe Ncbeit
Daupt{achlich tibernommen fhabe, ift, tie idh aus Erfahruns
gen und Verfudyen mweif, eine folche Lerthetfung vortheils
haft, und dies witd mich bep denen entfchuldigen, die fich
duech bas bereitd ermorbene qrdficre Waf von Fertighet
mehe auf einmal gu faffen im Stande find.

L

Bon ber allgemeinen Mathematif Gberhanpt.

S habe bereit in den der eberfepung deg erfien
Zheils bepaefiaten Anmecfungen und Sufdgen von der all
gemetnen SMathematif und ihren Theilen gecedet; hier will
i) ¢8 auf eine andere und leichtere Urt thun.

So verteeflich Hen. Ranes Definition der Mathemas
tif ift, wenn man fie an den Glementen ded L clides
prift, fo ift fie doch nidst von alfen UnbequemlichPeiten frev,
oenn man aug dem Gebiete ver Glementar  Mathematif
hinauggeht. b vertweife diefermegen auf das dritte Stiid
meiner Bepteage jur Befdrderung des Studiums der Mas
thematif, und ingbefondere. auf die &, 2075211, fehente

Anmerfung, desgleichen auf meine Abhandlung fiber dem

Begriff der Mathemati® und ihre ITheile im soenten und
finften Crice. Betoogen durch die dafelbft angefibrten
Srinde, Habe idy es gemwagt, die Mathematie die Wifien

febalt
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fhaft qu nennen; in fo fern Anfdbauungen den Gegenfrand
detfelben ausmachen, oder fie ald die Wiffenfchaft dev finnz
lidhen Formen ju befchreiben.

fegt man die leteve BVefcbreibung jum Srunde, o lafs
fen fich die darvin gedachten Formen theild eingeln unterfus
den, theild tberhaupt und im Ullgemeinen beteachten, Dasd
erfte gefchicht in der Glementar: Mathematif, dag andere
aber in der allgemeinen, Die Ddeédwegen nothroendig vomn

~einem deutlichen Begriffe der ihr unterrworfenen Formen

guggehen mug.

@oll ich daher Hrn. Bants Ausdeide aebrauchen,
fo muf ih miv die Glementar - Mathematif ald die Wiffens
fhaft aud Conftructionen vermittelft der Begriffe, die allges
meine hingegen alg die Wiffenfchaft aus Begriffen vermits
telit Conftructionen gedenfer. Angenommen ferner, daf ie
finnlichen Formen, , allgemein betracdhtet, den Begriff der
Grdfie geben, und daf alfo die allgemeine Mathematif die
Sedfe, unabhangig von der Ecfahrung und in deutliden
Begriffen gedacht, jum Gegenftande Habe: fo witd 8 fo
piel Theile der allgemeinen Mathematif geben, aldfich vers
fbiedene Arten, die Grdfe in Begriffen ju unterfuchen, ans
nehmen laffen.

Da alfo ju einem deutlichen Vegriffe der Grofe BVors
fellung von den Beftandtheilen derfelben und von der Menge
diefer Beftandtheile in ihr gehdet: fo find folgende Falle
mdglich,

Ginmal Fonnen die Beftandtheile, ausd welden man die
Brdfen beftehen [aft, emtmocder chenfalls Grifien, oder
Brdfen: Cinheiten, Clemente im fivengen Sinne fepn.

Kerner
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300 Antnerfungen-und Jufabe sum erften Jheife,

Feence Eonnen diefelben im erfren Falle encweder in fos
der aus ihnen beftehenden Grofe alle cinander gleidy anges
nommen werden, oder ed Fann diefe Bedingung wegfaller,

Endlih fann, wenn die Befrandtheile in jeder aug %
nen bejiehenden Gedfie lauter einander gleiche Gidfien find,
dag Gefudhte, nach det Natur und Menge des ®egebenen,
entweder beftimint, oder nue unbeflimmt ju finden fepn,

Hicenadh begreift die alfgemeine SNathematif

1,-Die nicbeve ollgemeine Mathematif, welde die Grdfen
aug cinander gleidhen Beftandtheilen . beftehen (ft,
D rl
a. in Oie beftimmte, 1und
b. in Ddie unbeftimmie nicdere allgemeine Mathematif
theilet.

2. die hohere allgemeine Mathematif, worin die Grdfion
gum Lheil alg aus gleiden, jum ITheil ald aus unglis
cherr. Beftandtheilen jufammengefest gebadht werden
Sie theilet jich in jwep Theile,

a. in die Lefhre von den Differensen, welde, wenn die
Grofen-gegeben find, vie Beftandtheile derfelben, und

b in die fehre von den Summen, welde aug gegebenen
Differenzen die Sedfen finden lehrt, wopu blefa Diffes
vengen gehdren,

3. bie tranfcendente Mathematif, in twelder die Befands
theile, woraus man die untecfucdbten Grofen befichen
fagt, Grofen-Cinbeiten oder Glemente im fteengen Sinne
find.  Auch diefe Hat jrwep Theile,

2. bic Differensial- Rechnung, und
b. bie Jntegralz Rechnung,

el
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Beil aber die Sage, welde man in der allgemeinen
Mathematif findet, auf feine Weife blof dagu dienen, die
Gage der Elementar: Matlhematif auf eine andere Avt ju
ordnen, und fie etiva einer leichten Ueberficht ndher gu brins
aen; fondern dabdurd die Kenntniff von den Elementar: Gez
genftanden quf eine berounderndroticdige Art erroeitert, und
bie befannten grofitentheils auf viel Furgern und leidhtern

- Begen gefunden werden Lonnert: fo ift o8 natiiclich, diePefys

ven Der allgemeinen Mathematif nad ihrer Crfindung, ju
Diefen BVortheilen ju benusen; und deswegen fann und muf
jeder: Haupttheil der allgemeinen Mathematif aud einem
reinen und einem angewandten Theile beftehen, fo daf der
legrere Die in Dem erften cnthaltenen Sage theils auf die
Difcreten, theild auf die continuirliden Grdfen antvende.
So diel'hicr nodhymals uber die allgemeine Mathematif und

ihren Theilen uberhaupt; idh tvende mih ju cinigen nmerz

fungen 0ber die Differensial: und Integral: Rednung ins:
Defondese, |

1L

Bon ver Differenzial- und Sntegral - Redhynung
ingbefondere.

Man rabmt die Differenyial: und Integral. Rechnung

“toegen iBrer @rhabenlyeit und WichtigPeit; follte ihr Werth

nicht noch erhidhet werden, wenn man daju aud) den Borjug

ver ReichtigPeit fegen Ednnte? Schon das madyt diefen Borz -

tug wahefheinlich, daft die Diffceengial: und ntegeal:RNedps
fnung den Gegenfrand der Mathematif in der grofiten Allges
meinheit untecfucben; fo wic fichs daher ebenfalld exflaven
1aBt, ‘twarum demungeadbtet mefreve bey der Selernung dete

felben
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302 AUnmerfungen und Jufade jum erfren Sheile,

felben fo vieleEdmwicrigPeiten finden. Hat man nemlidh diy
nithigen BVordibungen gehadt, fo ift die Befdbaftigung mit
dem Allgemeinfien Destegen nothvendiger Meife leichter, als
jebe fpecicllere Unterfucbung, teil dag Ullgemeinfte die me
nigften Mevfmale enthalt: allein hat e an den Botbungen
gefeblt, fo evwirbt man ficdh dadurch meiftens nurlecre Bes
griffe; und Ddiefe find alfemaf eine ergicbige Duelle von

. Gchwierigheiten, tenn fie nicht blof durdy Worte oder ans

veve.Beichen auégedruclt, fondern audy wicklidh gebraudt
merden follen,  Doch o8 wird der Mihe nidvt unerth feon,
biev guvdrderft die Differenzial Rechnung, decen Snftem vom
Lerfaffer im erften Theile voliftandig mitgetheilt ift, aus divs
fem Gefidhtépuntte genau und ausfihrlich ju beteadten.

Dad Gefdaft der Differensial: Rechnung befteht, mie
1D folches aud dem evften Theile vorausfeten Fann, ledighd
in der Grfindung der Differenjialien der Sunftionen det virs
anderlichen Grdfien, und es Fann daher dicfelbe fuiglich eben
fo viel Abtheilungen befommen, al8 fich $Hauptarten von
Sunttionen denfen laffen, Nun find die Funftionen

I. entweder gemeine odef hohete, D. . entwedet Funktios
nen vecandetlicher Grofen im eingelhrantten Verfans
ve (Unmerf. und Suf. jum rften $h. S, 292.) oder

Sunftionen foldher veranderlicher Grofien, die wieder

Sunftionen pon andern verdnderlichen Geodfen find.

2. entweder Funftionen Siner oder Gunftionen melreses
veranderlicher Gcdfen.
3. enttveder entivicfelte oder pertvicfelte Funftionen.

Diernadh eegeben fich folgende Capitel,

1. Bon der Gefindung der Differengialion der gemeinen
und entwidelten’ Funfrionen Giner verdnderlichen
@rdfe. Diefes Capitel theilet fich aber, wegen feis

et
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ner Weitlauftigleit nach den bepden Hauptarten der
ihm untermocfenen Funitionen in jmwep andere.

a. Bon ver Crfindurg der Differengialien der gemeinen
und entroicfelten algebraifden Funftionen,

b. Bon der Erfindung der Differengialicn der gemeinen

und enttoicfelten tranfcendenten Funfrionen,

2. Bon der Crfindung der Differenzialien der gemeinen

und entwictelten Funftionen gweper und mebreres

peranderlicher Grdfen.

3. Von der Erfindung der Differensialien der Hdheren
entmidelten Funftionen.

4. Bon der Crfindung der Differensialien der verwicelten
Kunftionen.

Bergleicht man diefe Zitel mit den Nubriquen ded finften

big neunten Eapiteld des erften Theils, fo wird man die vollz

fommenfte Uebeveinfimmung wahrnehmen,

Da aber die Diffevengial Rednung ein Theil der alls
gemeinen Mathematif ift, und die allgemeine Mathematif
die Gcdfe in Begriffen vermittelft Confiructionen, (willfihes
lider nemlich) unterfucht: fo darf man hietbep nodh nicht
fiehen bleiben, fondern muf diec Reralicherung fo tweit forts
fesen, big man die Hrten Der Funftionen in einer natiictichen
Grufenfolge fo fpeciell gefunden hat, daf fie Conftructionen
dulaffen.  Diefes folt nun juvdrderft mit den gemeinen und

entwicfelten afgebraifdhen Funfrionen gejbehen. &3 fep x*

bie veranderliche Grdhe, deven gemeine und entwidelte al-
gebraifche Funftionen gefucht werden follens fo find nach
dem Begriffe der algebraifchen Sunttion (Cinleitung in die
Unalpfis des Unendlichen, 2h.1.Cap. 1. §. 7))

1. bie
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304 Unmerfiingen und Sufabe jum eefien Theile,

7. die cinfachen
I) xn

2)x8

ey

— } ober allgemein x=

: 4) % m_.»
toenn n jede Sahl bedeutet.

2. die aud dicfen jufammengefegsten,

1) auf demn Wege der Adbition und Subtraction,
2) auf dem Wege ber Crhedung ju Dignitdten aod
bem der Addition und Subtraction,
3) auf dem Wege deg Multiplication und Divifion.
Blof diefes und die Methode der allgemeinen Mathemos
P, iberhaupt nemlich nur, vorausdgefest, fo 1aRt fich jumoows
“aug Deftimmen, was man in cinem Syfteme ber Differenyiol
Redhnung in Dem Capitel von der Eefindung der Differeniins
lien Der gemeinen und entwicelten algedraifden Funfrionen
antreffen werde. Nemlich, wenn die allgemeine aus dt
Definition der Differensial - Rechnung felbft Hergeleitete e
gel gur Srfindung der Differensialien jeder Funkrion, wie ¢
eigentlich fepn muf, in den Prolegomenen fdhon vovausy
fchictt worden wdre,

1. Die Untwendung diefer RNegel auf die angefiluten
Kalle. ,

2. eineUnterfuchung dber dieNatur der gefundenen Diffe
renjialen.

3. fite bie Falle. wo es dergleichen gicht, bequemere My
thoden jur Erfindung der Differensialien, alé fidh nad
ver allgemeinen Regel fogleich darbieten.

Jun fey e miv eclaudt; die gedadste allgemeine Regel
al§ befannt vorausjufeten, ober mich desroegen auf dieCnts
toicfelund
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witfelung berfelben, roelde ich in Den Anmerfungen und' Ju:
fasen bey ber Ueberfepung ded evfren heild &, 312 f. gegeben
I);:Eje, i berufen, Sobald man eine allgemeine Regel Hat,
und aufierdem deit Binomifden Lehrfat braudhen Fann; meil
man feinen Beweid ohne Differensials Rechnung gu flbren
im Stande ift: fo fann man die angefihrten einfadien Falle
auf einmal vornehmen, inbem mar nin X8 jede Sahbedeuten
1aft, und die angefubrten jufammengefcgten Kalle, wenn man
die cinfachften von der crften und Dritten Slaffe nad dev allges
meinen Regel behandelt Hat,ohneIMuhe aut das Dagetvefene
suctctitfren. Auf diefe At erhellet, wie niich dunft, hinlan:
lich, daf; 0ie Erfindnng der Diffevengialien big hierher mit
gatty und gar feinen Schtvierigleiten vecbunden fey, dadas,
wag jue Natur dicfer Diffevensialien gehort, cf:falls nue
gevinge Aufmerffambeit crfordett.

Bill man den Dinomifdhen Lehrfat nidt vorausdiesen, fo
fann man ten Sag, daf fuc jeden Weeth von n allemal
d.x" == nxi~Idx
fen, durch ein Fnductions» mafiges BVerfahren auf folgende
et finden.

Jrach ver allgemeinen Regel findet man
docxe == "axdz

&4 =R Nedx:

Run (a6t fich aber zeigen, daf twenn'n cine gange pofitive
Jahl bedeutet, und dag Differenzial
: d.xo = nx"*dx ift, allemal
d.x"I = (n¥1)xvdx
fep. Denn da
XML = x0,x, und d.xn = nx®~Idx
ift, fomird
Rulers Diff. Rechn, 2. TH. 1. 2Abth, U d.xoiz

el L g A




205 Unherfuligen und Sufabe jum-erften Shik,

d.xotx = f};n Fnxt=Idx)(x + dx) — xofz
='nxtdx  xvdxJ nxn-Idx3
= (nt 1)xedx,
Nun ift aber die Formel d.x0 = nxdTdx wahy firn=;
and n = 3, alfo-aud fiiv 4, 5, 6, u. f. . ofine Ende.

Dies berauﬁgsfégt'ﬁievibe bier, fo tvie and nachher n
eine ganze Sabl, und dabey fey z == x-n und d.z = d.x
3u finden. Daz=x-2 fepn foli, fo ift zxn = 1, undalfe
(zFdz)(xn ¥ nxn-Tdx) — zxn =0, D i,
xvdz ¥ nzx"-Idx = o,' oder

xbdz = — nzxi~Tdx, Hieraus aber folgt
: nzxn-1dx 5o myetdy

xn H. xn
. H
Serner fep z ==z, fo itz = xo und

mzM-Idz = nxo-Idx, alfo

= - x-n1-1fx

dz = —

g nxh-Idx nxn1=Idx
. e S ———
# "zt ; xn
S
n
™
et
e
= ""‘Kln d!:
m
n

Gnblich fop z=x ;, alfo zm = x=3: fo ift
‘mzn-Idz = — nx-2-Idx, folglid

— nx-s-Idx ‘nx-n-Idx
“dz = = — e
mzin=Idx e T
mie —
n
x It
n

—— ]

=

e
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Beraleicht man alfo die gefundenen Jusdriicks unter cinanz
“der, fo fallt in die ugen, daf fie unter die allgemeine Form
d.x0 = naAn-Idx
gehdren, toenn man darin n al$ ein allgemeines Seichen aller
Bablen betradtet.  uf diefe Act hat man das, wag id in
den Anmerfungen und Jufdsen bepm erften Theile, &. 390,
meiner damaligen ALNSE nach, nur Furg ju bertlren brauds

te, vollitandig,

lim Gelegeniyeit gue Vevakeidhing 3it geben, und sugleidy
um mie Den IWeq ju verfdhietenen, bep der Eiletnung der
Diffevengial Rehnung, nuglichen Anmerfungen ju bahnen,
will ich, che ich weiter gehe, den evften Abfhnitt aug des
Marquid de I'Hopital Analyfe des infinimetit petits nebit
ben in Der Edition vom la'Caille dazu gefiigten Noten; fibers
fet mittheilen. €8 entbait detfelbe die allgemeinen Regeln
ber Diffevenyials Rednung, und {ft folgender:

Crite Erflirung. :

Yeranderliche @rofien find foldhe, die einer ftetigen
Lermehrung oder VBeeminderung fahig find, und beftandige
Dagegen diejenigen, bie unverdndert biefelben bleiben, wah:
rend andere mit ihnen verbundene fish verandern.  So find
g B bey der Parabel die Upplicaten und Abfciffen verans
derliche, der Navameter aber eine beftandige Gudfe.

Jwente Erflarung

Der nendlich Fleine Theil, um welchent die verdndet:
liden Brdfen bey ihrer ftetigen Verdndering vermeHet oder
vermindect werden, heift das Difevenzial diefer Grdfe. &6
frelle 3. . die Linie AMB, Fig.1, irgend eine Curve vor;
i)te Ape oder Durchmefer fep die gerade Linie AC; PM eine
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308 Anmerfungen und SJufake sum exften Theile,

ihrev Applicaten, und pm eine andere diefer unendlich nafye
Applicate. Iieht man nun MR der AC parallel, desgleidien
diec Schnen AM, Am; und befdreibt aufierdem aud A mit

AM den Sreigbogen MS: fo ift Pp Dad Differensial von AP}

Rm bo¢ Diffevensial von PM; Sm Dad Differensial von AM
und Mm dad Differengial von dem BVogen AM.  Eben foift
Dag Fleine Drepect MAm, telchesd den Bogen Mm jur Gunds
linte Dat, dad Diffevengial des Abfchnitts AM, und der Fleine
Raum MPpm das Differensial der jtvijchen den geraben Uis
fien AP, PM und dbem Bogen AM enthaltenen Flade.

Sufat.
1. @8 fallt in die Uuaen, daf dag Differensial eingy
beftandigen Brdfie = o ift, ober, denn diefed fagt Dafelbe,
Daf; die beftandigen Srdfen Fein Differengial haben.

A ilfahelidher Sakh.

~ Um dag Differensial einer verandeclichen Grofe, welde
durdh einen eingigen Buchftaben augaedruckt wird, auf cine
bequeme Yrt andeuten ju fonnen, wollen wir daju den Budy
ftabeén d beftimmen, und, die Bermwirrung ju vermeidem, Do
felben in Der Folge blof zu diefer Mbficht braudben. Cegt
man 3. B. die verandertihen Gidfien AP = x; PM =7
AM = z; ben Bogen AM =, uj; die vermifchtlinige Figu
AMP = s; Den Ubfchnitt AM = t: fo foll dx den TWerth
pon Pp; dy den den Rm; dz den von Sm; du Den von dem
Dogen Mm ;3 ds ben pon dem Pleinen Roume MPpm and dt
ven von dem flemen vermifdytiinigen Drepecfe MAm o
jeigen.
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Erfte Gorderung ober WVorausfehung.

2, @3 wird bovaudgefept, daf man ey GSrdfen, toela
de blof um ecinen unendlich fleinen ThHeil von einander vers
fbieden find, mit einander verwechfeln fonne, oder, weldhes
¢ben darauf Hinauslauft, Daf eine Srofie durd) Hingufehung
oder Wegnehmung eined unendlich Fleinen THaild nidt vers
andert werde.  So foll 8 3. B. gleich fepn, ob man Ap odet
AP, pm oder PM, ven fleinen Raum MPpm, odet das fleine
Rechtect MPpR, Den Bleinen Abfchnitt AMm oder Dag fleine
Deepect AMS, den Winfel pAm oder PAM nimmit, u. f. f.

Hiegu gehoct folgende Unmerfung,

woiefe Forderung oder vielmehr Vorvausfebunag, melde
wiAnfangern Sdmierigfeit ju maden-pileat, w.ﬂ:.&st nichis,
»ivad gegriindete Ginwendungen guliefe. Befdbuldigt man
»ood Die Geometer und Afironomen des iﬂ?a'ngclé an Ges
Hhauigfeit nicbt, und wie viel betracbtlidher find ihre fo haus
»figen Auslaffungen als die des Algebraiften! Nimmt 3.8, der
»Seonteter, wenn er die Hohe eines Derged meffen will, auf
sein Sandforn Ricficht, welched der Wind vom Sipfel def:
felben wegfihrt? Seten nicht die Yftronomen, twenn fie
»oon den Figfteenen reden, den Durchmeffer der Srde bep
sSeite, Deffon Grofe faft 3000 (Franzdfifhe) Meilen betrogt ?
soetracdbten fie nicht dep der Berechnung der Monfinfters
whifie Die Eede als cine Kugel, und vergeffon affo der Haurer,
woet Shirme, der Berge auf derfelben? Derpleichen vacf
poenst doch tweit tweniger aus der Adht gelafien werden ald
»d%, weil man eine unendliche Menge von dx braudt, ung
peinx gu befommen, @6 ift daher die Differengial: Rechz
Hhung die ficherfte und genauefte unter afien Recbnungen,
WD man tolrde Unredt thun, wenn man twider die gea

U3 svadte

T s e




310 Unmerfungen und Jufabe sum erfren Theife,

»oadhte Berausfesung Cintwendungen maden wollte.  Nebi:
»iens find alle jene Bergleichungen qus YWolfs Elementen
avet Mathematif, B. 1. S.418. genommen,*

Swente Foroerung oder BVorausfebung,

3. Serner witd votcusaefent, daf man eine frumne
Binie al8 aus unendlich viclen, unendlich Fleinen geraden i
nien gufammengefet, oder al§ cin Polpgon von unendlig
pielen Seiten betrachten divfe, davon jede unendlich Hein
fey, und welde durd) die eingefhlofencn Winfel die Kdny
mung der Einie Oeftimmen. o follen 3.B. der Theil der
€uroe Mm und der Kceisbogen M S wegen ihrer unendlichen
RKieinheit al8 gevade Linien und alfo dasd Fleine Drencct msM
als ein geradlintges Dreyeck angefelyen werden Fnnen.

WilFiahelider Sah

3n ber Folge werden die lehten Buchftaben des Hiphoa
bets z, y, x 20 jur Begeicknung der veranderlichen, bie
erften 3, by ¢, 2c. aber jur Begeichnung der beftdndigen Grd:

Ben gebraudit rerden, fo daf, indem x in x  dx dbergeht,

Yr 7, % iy tdy; z & dz verwandelt werden, (nad 1)
2, b, ¢ aber unvevandert bleiben,

Crfter Sab. Aufgabe.
4. Das Diffexensigl eines Adgregats 3u findem.

€5 fen das Differensial von a + x +y — z ju fudien
FNimmt man an, daf x um einen unendlich fleinen Sheil
veemebrt weeke, . h. daf x in x +dx libergehe, fo gehl
aud y ind F dy unbd z in z + dz fiber, diebeftandige Grdfe
% abee Dleibt diefelbe. Man erhilt alfo in dem gedadyien
Bleat xbduk ybdy —3—~ds frast 3*1'.’_@1'3_’-"?
un
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und das Differengial diefes Aggregats, weldhes man durd).
bie Gubtraction dejfeiben von jenem Ausdrudie findet, ift das
pers dx F dy — dz. Eben fo verhalt.e$ fidh in den abrigesn,
Sillen, und fo-hat man die

Erfte NRegel

fie die durch Addition und Subtraction entfichenden
Agareaates.

Man nimmt-dad Differengial cines jeden Giliedes der ges
gebenen Grdfe, macht dacaus mit Bepbehaltung der Jeis
den cine andere Grdfe,  Yuf diefe vt beFommt. man dag.
gefucbte Diffevensials

Amwenter Sah Aufgabe,
5. as Differensial cines Produls 3u findR.

1) Dag Differengial von xy ift ydx ¥ xdy, Denn. g
geht in y + dy tber, wenn x in x + dx verwanbdelt wied,
und xy toicd alfo alédann xy  ydxtxdy ¥ dxdy, weil
diefes Das Produft-aus x + d=in y ¥ dy ift. €8 ift bema
nach. das Difevensiai diefed Produftsd = ydx ¥ xdy f dxdy
oder ydx T xdy (nad2) weil dxdy unendlich Fiein in
Pergleichung mit ydx und xdy ift. Denn dividiret man
ydx und dxdy ducch dx, fo.findet man y und dy; und da
dy das Diffevengial von y ift, fo ift e8 audy unendlichmal
fleiner- af8 y.  Folglich ift das Diffevengial eined Produfts
aus 3twepen Srdfen gleidh dem Produfte aud dem Diffecens
siale et erften Grdfie in die andere, nebft dem Produlfte au
dem Differengtate Dev jwepten Grofe in- die erfte.

2) Dasd @iﬁergn&_iai pon xyz ift yzdx T xzdy ¥ xydi.
Denn- betcachtet man dag Peoduft xy aqld cine einfache
U4 Seofe:
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Grofie: fo mup men nach dem fo eben Bewiefenen dag Pros
dbuft aug feinem Diffevengiale ydx + xdy in die ande
Girdfie z kl’tu‘Fl:i eé yzdx f xzdy tft) ju: dem Produbte des
Differeniald dz ber jrvepten Grofe z in die erfte xy (ober
xydz) feens und es ift folglih das Differengial von xya

= yzdxtxzdy +xydz

3) Das Diffevengial ton xyzu {ff uyzdx ¥ uxady
Fuxydz t xyzdu, Diefed betoeifet man auf ahnlice
2itt, tndem man das Produft xyz ald eine einfache Grofe
beobachtet.  Gben fo verhalt fiche mit den folgenden Pros
dbuften ohne Cnde, und daker evqicdt fich die

Smwente Regel
fiie die in einander multiplicivten Grofen,

Dag Differenial eined Produfts ift gleich der Stmme
der Prod uffe aug bem Differengiale einer jeden Grofe im ale
ubrige.

Atfo ift dad Differengial von ax = xo ¥ adx d. b
adx; dag Diffevenyial von (atx) x(b—y)=bdx—ydx
= ady~ xdy.

Hiegu gehoet folgende Anmerfung.

+Diefer Actifel bedarf einer ausfibrlichen Celauteruns,
Man giebt ju, daf dad Diffevengial von xy gleid fey ydx
F xdy ¥ dxdy; alicin man behauptet dabep, daf die Wey
laffung von dxdy in dee Pralftif nicht ohne nachtheilige
Kolgen Dleibe.  Hier ift der Betveis des Ciegenthpeils, it
mbalich gedftet Strenae, allein der allgemeinen Berftand
lichPeit rwegen audh ettwag roeit Hergeholt, '

1) Jebe
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1) Sede unendliche Geodfe wicd durdy eines der folgenden
Seichen angedeutet, oo, =2, =03, 0.

2) Das erft: diefer Yeichen bejeicdhnet einUnendliched vom
ecfien Grade, das andere ein Unendliches vom gwepten
Grade, das dritte ¢in Unendliches vom dritten Srade,

o

3) Gin Unendliches vom jtoepten Srade ift unendlichmal
ardfier al8 cin Unendlicdhes vom evften Grade, und eben
fo das Unendliche vom dritten Srade in BVergleichung
mit dem vom joepten,

4) Gine Unendliche Grdfe Fann durch Hinjufehung eciner
endlichen feinen Sumwadhs, und durch die Wegnehmung
derfelben Ffeine BVerminderung leiden. Alfo it = F 1
= oo ; fomwieaud o« — 1 = =0, Iad manvon dem
Unendlidhenim Bergleichung mit dem Endlichen behaups
tet, Dasd gilt auch von dem Unendlichen jedes hdheren
Grades in Veraleichung mit dem von einem niedeigern
BGrade. So.ift 3. Di o2 F oo =002, UMD 3 —
o2 = oo 3. Der Beroeis hievoon ift in der vorherge:
henden Anmerfung enthalten.

5) Jede unendlich Fleine Grofe laft fidh durd) einen Brud
angeigen, Defien Sabler ein Cndliched, der Nenner abet

cin Unendliched ift,. So find i, -I—, . . Nuss
o0

oo % cr3!¢

bricfe Des unendlich Kletnen vom etfien, swepten, drits
ten Grade, u. f. f. - Auch giebt einBruch, deffen ahler
ein Unendliches bon einem niedern, der Nenner aber ein
Unendliches von emem hohern Grade ift, ein unendlich

. o oo L
RKleines, 3 B, —; —_— — ift,
y B = m*:ﬂm;z = ift

us 6) €in
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6) Ginunendlich Kleined vom grweyten Grade ijt unendlids
mal leiner als cin unendlid) Klcined vowm evfren Grade,
und eben fo verhalt 8 fidh mit den dbrigen ohne Enbde.

) Gine unendlich Pleine Grodfe ift nichte gegen cine ends

fide. Soiftrt —e=1;1— - =1 Gomh
%0 ®

ift ein unendlic) RKieines pom jwenten Grade nichts ger
gen ein uneadlidh Kleings vom erften Grade, und alfo

r 1 R I I
0B, —f —=— - —=—, Den Bes
oo oo ® oo o op 2 o0

teid finbet man ebenfall in der vorhergehenden Yny
merfung.

8) xy ift bad Produft aus x in y,

9) xy Fydxtxdy ¥ dxdy ift bas8 Produbt ausx+
dx iny ¥dy, d. h. dag Produft aug x naddem ¢
durch unendlice fleine Srdfen vermehrt worden ift, in
y, naddem mit demfelben cben daffefbe gefchehen.
Daher ift y dx + xdy + dxdy das Differengial von xy.

§0) dxdy ift eine unendlich Fleine Grofe vom jvepten $
Grade in Vergleidung mit ydx + xdy, welde man 4
ai8 unendlich fleine Brofien pom etften Grade betradten
muf.  2Bivwollen jur Eclauterung dad Recbtet ABCD ]

pber xy, Fig.2, betracbten, Vergrdfiern wic feine Grunds |
finie CD odet y um die unendlich Fleine Grofic Dn oder -
dy, und feine Hohe BD oder x um die ebenfalls unendlid
fleine Grdfe Dp ober dx: fo ift Elar, daf Dag unends
lih Fleine Rechte BmDn oder xdy, und das uncnds
tih Eieine NRedtecE CDop  obder ydx, unenbticbnml
arobere Rechtecte find, ald dag Rebte? Dnpr odek
dxdy, toeil jedes Doy crften ein Produft qus einee

end
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endiichen Gedfe in eine unendiich fieine, dad lefite
hingegen cin Produft eus gwey unendlich Fleinen
Brdfen ift. €8 ift demnach dxdy eine unendlidhmatl
fleinere unendlich Fleine Grofe alé y dx ober xdy, und
man fann daffelbe aus des Ache laffen, ofne in der 2ns
wendung ben gevingften Fehler befrdbten fu dicfen,
IBenn alfo ydx ¥ xdy + dxdy dasd Differensial von
xy ift, fo ift ydx t xdy ebenfalls das Differensial
davon.

11) @8 ift dahes ausgemadht, daf das Differengial eines
Produfts groeper Grdfen das Differeniial der ecften
mit Der andern, und das Differenzial der andern mit
der evften Grdfie multiplicict entbalte; und nidht weniz
ger, daf dag Differengial eines Prodults Ddreyer ®roz
fien gefunden werde, wenn man das Differenzial einee
jeden biefer Gedfien mit dem Produfte dec bepden ans
decn multiplicict.  Das Differengial von xyz . B,
it yzdx £ xzdy £ xydz.  Hiev ift der Bereis :

Y fese xy =u. Folglich ift das Diffevengial von v
wit dem Diffecensiale von xy einetlen. Alfo iff ydx + xdy

= dun,

Qerner iff xyz=—uz, WM Xy=1u ift.  AUlfo ift Dad
Differengial bon xyz mit Dem Differengial von uz einerlen,
und diefes ift zdu t udz. Nun ift aber zdu=yzdx?
xzdy, weil du==ydx t xdy ift, und udz = xydz mweil
xy = u ifs. Demnad ifzdutudz=yzdx t xzdy ¥
xydz; und toenn daher zdu + udz das Differenial ven
xyz ift, fo ift aud yzdxt xzdy T xydz diefed Differena
fial. Man fiadet alfo das Differengial eines Produfts dreper
®rifen, tenn man das Produft aus je stoepen mis pem Difz
fevengiale e Dritten muliplicict, Uuf Ahnlige Urt erbialg

man
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man dad Differenjial cined Prodults aus vier Gedfen, ins
pem man nemlich dad Produft aus je drepen von ihae
mit bem Differengiale dev vievten multiplicict. Dag Dife
venzial Ded Produftd uxyzift daher xyzdu tuyzdx 4
uxzdy Fuxydz  Ucberhaupt ift dag Differenmsial eines
NDrodufts aus mefhreren Faftoren gleich der Summe der
Produbte aus der Differen; jeded derfelben in Das Produft
aller fibrigen.  Der BV, behauptet 3. B. dad Diffevenial von
(atx)b—y) ﬂ.i) bdx — ady — ydx — xdy, und mit
Necht, Denn ed ift @Fx)(b—y)=abibx—ay—
xy. Uber ab Dat fein Differenzial; dasd Diffevensial de
wbrigen aber ift offenbar bdx — ady — ydx — xdy*

Dritter Safh. Aufgabe.

6. Das Differensinl eines Druchs 3u finden,

e dx — xd
8 Differenstal ncn-— Al g

X 5 &
fest man = = z, {0 ift x = yz; und da diefe bepde vevdn:

]
e=r

G4 if

derliche Grofen ftetd einander gleich bleiben miffen, fie mos

gen vergrofiert oder perminDert werden; fo folgt, daf ihe

Differenzial, das heifit, ihr Jutvadhé ober ihre Bermindez

sung ebehfall8 gleich fip. Man Hat demnach dx = yds
dx — zdy ydx — xdy

Fzdy, mddz = = , wenp
¢ )

man fir z den iﬁertf}-:fr- fegt, Hierdurch befommt man die

Dritte Regel
fiie dic Quotienten oder Briche,

Dad Differengial eines Beuds ift aleich dem Produbte

aug dem Differengiale des Jahlers in den Nenner, tweniges
: bemt

- W

li

o]

eun) b Ry

t.




AnmerFungen und Sufage sum etften Theile. 317

dem Produfte aud dem Differengiale ded JFennerd in den
Aahler, nacdbdem dad Gange durd) das Duabrat 0ed MNens
ners dividivt tworden.

- : : a — adx _
®o ift Das Differenzial von — = = vag Difs
; X adx ki
fevensial pot —— = . (Die biersu ges
;R pE aa-!-_ax*['\x

horige Unmerfung 1ft. von gani und gar Feiner Bedeutung.)

Vievter Sab., Aufgabe.

7. Das Differensial ciner jeden Poteftat cimer verdndora
lichen @rofie 3u finden.

Um eine allaemcinie Regel fav alle Poteftaten, foroohl
fiir die mit ganzen ats fie die mit gebrodhenen und mit neqatis
pen Epponenten ju geben, miiff:n toic juvdderf die Nehnz
liPeit grotfchen Diefen verjchicdenen Avten von Erponenten
varthun.

Benn man eine geometrifhe Reihe nimmt, deven erfres
Glied 1, Dasd gtoente aber irgend eine Grdfie x ift, und untar
die Glieler ihre Epponenten fdreidt: fo bilden diefe eine
avithmetiiche Reibe. '

Geometr. Progr. 1, x, x2, x3, x4, X7, X6 - x7. i,
Yeithmet. Progr. o, 1,2, 3, 4, 5, 6, g Rt 43

©egt man die geometrifthe Reihe jenfeit 1, uad die arithme:

tifdbe jenfeit ¢ fort: o werben dieGlicder der avithmetijden
Reihe die Exponenten der Glieder der geometrifen, Alfo

g I 4 I
ft — 1 ber Gpponent bon —; — 2 der Erponent von — ¢ 26
X =

I |  § I
£y e = ;
s %2 %3 ' <& bl ¢
I

Arithmet, Progr. 1, o, —

Geomete. Progr. x, 1,

—2,—3,—4, X
Kuhrt

B st s
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&t man. aber ein neues Glied in die geometrifdhe Yo
greffion ein, fo muf mam, um feinen Epponenten ju fHaben,
ein GHuliches in die avithmetifdhe Reibe bringen,

P 2 , : 3
9ilfo Hat v'x gum Ggpozenten 35 V'x, §; v x4 %

I | I
: 3. o T, 1 A R T LR
e A v e L B e L 3¢, Dergeftalt, dof
NE

x 3 T e 3
diefe Yusdracke vV x und x’z; vx und x3; x4 b x;
2y % ; :
;{-_’—3- and x 2, 2. einander gany gleichbedentend find,
=
Geometrifdhe Progrefiionesn,

: o Ne o E £ -Gt
Y, V%, %3 1, V%, Y2, x; 1, V¥ V2, V23, {4

Aevithbmetifhe Progrefiionen,

s - 4 2 " e 11
0, 7, I, O T:fr ET 1, O '3;:1- %'.r %’i '?

Geometrifche Progrefiionen,

T ) s enth B | SR L ! B
- : P — ) — _; Sy e, =
: g e 2 X x3 x7 x4
il s y

Sg erfellet hieraus, daf man eben fo, alg v x das:mitt
fore geometrifche Proportionals Glied jroifchen 1 und xify
and in & das mittieve arithmetifhe TropoetionalsGlied jois

fben o und 1 Hat; und auf ahnliche Aet find »}‘ % und 4 mith
fere Proportionals Glieder, jenes ein geometrifches, diefe
ein avithmetifdes, und die erften von den bepber, die jvis
fben 1 und x und o und 1 licgen; u.f 1o, &8 folgt demnad
aus der Natue diefer Hepden Progreffioncn:

1. Dak
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1. Daf die Summe der Erponenten jeder jiveper Glies
ber der geometrifden Progrefiion der Eeponent desd Produfts
aus diefen bepden Gliedern i, AWlfo ift x4+ 3 oder x7 das

Produft eus x3 in x4, und x2 T3 oder =% bas Produft

qig %2 in :-»:‘Q”, und x— 317 oder ¥ 7% dag Produft aus
. Iax _

x— % in xv 2. Gben foift x3T3 oder xT dag Produft

Laus x5 in fich felbft, oder das Duadrat von x§; x2t2t2

oder x6 das Produft ausd x2 in x2 in x2, oder der Cubus

: i PRS- ¢ itk Ses 4 N T p
OO %2, UND X~ 3T 3T 379 pder x 3 Die vierte Poz

feftdt pon x—3 u. f.f. AUuf diefe Art exhellet, daf dag
Doppelte, das Drepfade, das Bierfadbe u. f, f. cines Glies
beé Dev geometrifdhen Reifie Der Erponent des Duadrats;
der Cubusg u.f. t, diefes Giliedes ift; und es ift folglid aud
die Halfte, Dad Drittel u. . f, cines jeden Glicdes der geds
metvifchen Reihe der Epponent der Quadrat: dev @Iubil’muts
gel 1. f. f. von diefem Gliede.

2. Daf die Differen; det Cyponenten jeber gweper Sites
der der geomerdifhen Progreffionen der Epponent des Duos
tienten diefer Gtieder ift. Nifo lft X375 = x? per Eya
poneht des Ouotienten x2 ducdy x?', b x— 3 — Sy 1%
der Grponent des Duotienten z s durdh Xk, Man fieht
Davaus, dag e8 gleichviel ift, 06 man x— 3 durch x — % muls

S i o : : ;e
tipliciet, odet Durch x= dividict. Eben fo vethalt e fid in
ben Nibrigen Fallen. Dies boraudgefent fann dér Egponent
entioeder eine gange Sahl ober ein Brudy fepn.  Sift dasd erfte
und der E¢ponent aufierdem pofitiv, fo ift dad Differengial
Do x2 = axdx, das won x3 = gx2dx, das poft x4 ==

4x3dx) ic, Denn da Ddad Quadrat von x nicht anders ald
bag
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das Produft yon x in xift: fo ift fein Differengial xdx ¢
xdx = axdx. Gben fo ift der €ubus von x ein Produft
winx inx, und alfo fein Diffevensial xxdx + xxdx ¥
xxdx. Daes fih auf eben die Artmit allen ubrigen Potes
ftaten pechalt, fo folgt, dafi far den Fall, wenn m eine
gange Sahl bedeutet, dad Differensial von xm = mxm-1dx

fe.

gBenn det Cpponent eine negative Jabl ift: fo findet

: : 2 I — mxin-Idx
man das Diffevensial von xm ot — = ——— =
xm Xxam

= mx—l‘ﬂ-‘ldx'

Sft Hingegen der Crponent ein Brudh, obder die Poter
1 m
ftat bon der Form vx™, oder xT,- two —13 jeden Brud bes

m
Deutet: fo felse man xn = z, wodurd) man xm = gz erhilt
Nad der Negel des erften Falld ift hier mxm-Idx =

m
mxin=Idx m-— =T
nzt=Idz, und alfo dz = —————— = —x"  dx od¢r
nzh=IX n

m

—

m: -1 : : : i m
-de\f'xm*", indem man fiir nz?=X feinen Werthnx 1

fegt. MWenn der Epponent negativ ift: fo findet man dab

in
m ——1I
m —_——x 0 dx
n

: ; — I
Diffeenzial von x 0 oder — = =
n Z2Im

xl‘i X n

m

m ==I : 2 £
— —x 0 dx, Dievaus flicht

Die
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DOie vierte Negel
fie alle Aveen der Porcfidten,

Dag Diffevenzial efnrer jeden Poteftdt einet verdnderlis
den Grdfie wird gefunden, wenn man den {ig‘pn nenten der
Poteftat um 1 -veemindert, und diefelbe darauf durdy ten
unvermindecten Epponenten und dag Diffevensial der Wug:
el multipliciet,

{agt man dalser m jede Sabl, fie mag gan; oder gebro:
hen, pofitiv oder negdtiv fepn, und x jede berdndecliche
Grofie beveutens: fo ift dag Dmmngml oon x™ allemal =
mxm-Idx,

Srempel

Dag Differenial des Cubus von ay — xx odet von
(ay — xx3 ift 3(ay — xx)2 (ady — 2xdx) == ga3y2dy
— ba2x2ydy | 3ax4dy — 6az2y2xdx T 12ayx3dx
— 6x5dx,

Da é;:iﬁ"erem,iaf bon v (xy + yy) ober bon (xy Fyy)

S e 3

ift E(xy ¥ yy) " (}d*;"k:'.uf “h}dﬁﬁbu X ?']"”df
2y {\m. T yy)

Dad  Differengial von v (as F axyy) obder von

(@4t axyy)? ift 34 Faxyy)™ “(ﬂ}’}‘*ﬁx t2axydy)

ayydx % :Ek“d}f
odep ——e————
2V (a4 % axyy)

e : 3.
Dag Diffeveniial von v (ax ¥ xx) odet bon (ax § xx}%

ift $Cax ¥ xx) 3(adx F 2xdx) odey _____ﬂ_f_‘__h_::d—x_‘
3 W i(ax ¥ xx)a
Rulers Diff. Rechn, 2, Th, 1, Abth, & Das

PSP . P

e E e el e e
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Das Differengial von v (ax t xx ¥V (a4 ¥ axyy))obet
oon (ax Fxx 4y (a% T axyy))z, ift #(axtzxiv a"l”rax}’}’}}_ﬁ
ayydxteaxydy adx J 2xdx
et ), O
2V (a4t axyy) oV (axtxxty (adtaxyy))

ayydx F 2axydy
2y (a4 T axyyj2v (¥ ax +xx (@4 ¢ axyy))
3 ”
(ax ¥

V@x T X3 5 nad Diefer R
V(ax f xx) o
V. (xy T yy)

gel und nach der Regel von den Briden=

(adxf2xdx T

t

Dasd Differengial von

adx ¥ 2xdx 7
3y (ax § xx)*
— ydx — xdy—2ydy

2V (xy T y¥) 3

Die hiersu gehbrige Anmerfung iff folgende:

Dicfer Ustitel” Hat "eine Menge von Erlauterungen nds
thig, toeldbe fidh auf nachfehende Fragen juviickfufren laffem

Eeite Srage: MWie Fann man fagen, Daf — 1 der Ep

" -:’-{ax F xx).

WV (xy tyy)s

I
ponent-von = fen?

: I i € - .
Antwort, x-F = —. Dennedift x~F x2e=x2-T=X;
X

folafich x dag Produft aus x2 in x-1; folglich — = =%,

toeil die Divifion e Neodufts durch den Multiplicandus
jum Quotienten den Multiplicator. grebt,  Jun iff aber
& I " I " S P
— = — 3 folglidh x-T = —, und fibethaupt jede Potejtat
x2 X X

mit ecinem ganjen negatipent Erponenten -nichtd anderd alé
die Ginheit dureh diefelbe Digritat mit einem pofitiven Epe

' e : T 1

ponenten dividict, Demnach ift x-2 =;; x=3 == 1

%zvc}"te

B

| b
| au
| ein
' ein
' et
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dweyte ‘?r;ge Hat man Redht g4 behaupten, dag der

@:L onent pon '&,"L}., -'I— ep? Q
2[1*-;1‘:1-\1:1- Fa; bier ift der VWereis davorn, y"x-—— §

aber x% Bat jum Cpponenten £, alfo ift auch ey Erponent

o »,Fh 2. @8 fommt demnad) davauf an, Daf gejeigt

erde, xf"x fep = x%, welcheg abet nidht fdwer ii‘t. Man
fann ¢8 auf folgende et thun,

4

Iyx
x% wx? =2tz

L~

= xX =x; folglih ift xF pie Quas

drattourgel aus x.  Yper v“x ift auch die Quadratwurgel

| aug x, folalich w,ﬁ Hxﬁ und aberhaupt jede Toteft
| tinem gebrochenen Grponenten nidts an

| einer. Poteftdt, Deren Epponent
' ber Menner aber der Crponent ders

at mit
deed alg die Wurgel
ber Sahler deg BDrudhs,
2WBurzel ift. - G ift daher
3 &

|V x1I — :»;31’; \f‘x‘ﬂ-:x?.

Dreitte Seage.  MWie fann man -—I—- ausdeucken 2
V'x3
Worrens I =3 = b 3
BODOLL. ' — . = 3 Dier ift der Bemeid,
v x3
Vi3 e 53 (2fe Ft.) alfo -—E—- —- ];a Yber -I =x—3
\f:"g 3 x2 J\'.ﬁ':-
b der exften Grage).  Folglich it 11— 2 und
Y x3
I z L b
PiEn P (S T *
Vx5 /

Vicete
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Vierte Srage. 3t 8 toahty daf 1, V= x in eine

geometrifchen Reibhe frehen?
Ynwort, €8 1{:. offenbat 1: v \f x4 x. Denn

1 ¥ X =%, Und fx \f’*c_-:-m Aifo find I, \f“x,. % 1t eier
geometrifden Progrefiion,

Fules. 1. I, \f X, v"xx, « find in einer geometeifchen
7 1 A 2 2
Progrefiton. Denn 8 ift [IXKI=X3 X3, toeil 1 % x*

1 p- 3 - 3 4 2
— 3, gud x3.x3 = X%, Gernet ift aud) x31x3=X

1

walkd

5 4

.u,-

1 4 2 Z & t
¢ == 51 T I=x3, und x3 . x3 = x3: falglich

L
3

denn e iff x

" 3 I= b :
ftehen 1, <%, %3, x, obec 1, VX, Y xx, xR -QENeL geomes

trifhen Progrell ffiom,

gpag ihre Erponeiiten beteifit, nemlid o, 3 2, 1.0
ftehen diefelben in einer atithmetifden Progrefjons roeil Di¢
Summe der bepden qufern Dev Summe dér beyden pittlern
gleidy ift. Aus ¢ben dem Grunde madhen aud L4 al

cine arithmetifche Progrefion.

Sufas.2. ©ben das gilt von I, s, V35, Vx5, Vi |

X, DDEL z,x? x'i x% -J x,-und den Exponenten o b

%% I
2 Rl e o "
Sonfte Svage, Sid — = 7 W efmer geom
X {}{3 X

trifdben Progreffion?

Antwoort. ®
fchen Progrefiion,  Denn 28 ift x~T JET2 = KPS un?

—

il

—

3 —
& 2,k 2=X = X3

=

o

Tt Gl e t
5 x % find in einct geomett

— — L
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Daf — 1, — 2, — 2 in einer avithmetifchen Progrefs
fion frehen, fallt in die Mugen. Chen fo perhalt ed fidh nun
abes audh mit den fGbrigen vom B. angefithrten Bepfpielen,

Sechste Srage, AWie I-ﬁi;r fihs Geweifen, daf 2xdx
dad Diffevensial von x2 ey

Antwort. xx iit Dad Produft von xinx. Da
Feremiial cines Produfté jrweper Srdfien ift aber das D
renyial Der ecften Grdfie mit dee andern, nebft dem Diffes
tengiale Dev anbdern Srdfe mit Der erfren Grofe multiplicict,
Alfo it das Diffevensial von x2 = xdx f xdx = 2xdx,
(2te Anmerf,)

Durch eben diefe UnmerFung betveifet man, daff dasd
Difirenzial von x3 = 3x2dx, dad von x4 = 4x3dx, und
ibechaupt. dad Diffevenial von x1, m mag cine Jabl bes
deuten, was fur cine ¢8 will,-m xm~-Tdx fey. |

Sicbente Svage.  IBie betveifet man, Daf — mx-m=1dx
— mxm=Idx

=% : aih {40

Antwort,  Man multiplicive Fahler und HNenner ded
feliten Bruchs durch s2o Auf abnliche Art Akt fid zets
gen, DaB

m

— —xn  Ndx R

n m A ,
in

am

}\'rﬁ—

Achte Srage. MWeldes ift das Differengial des Cubus
o ay — xx?

Aniroott.  Dasd verlangte Differengial ift 3a3y2dy —

ﬁaz}"zﬁrd‘f T 3ax4dy — b6azy2xdx T Izay:ﬂﬂx ——

X o G ¥dx,

"%
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6x% dx, meilder Cubus ponay — xx = a3y3 — 3azp22
T 3ayx4 — x6 it. Denn dag Differensial von adys if
3aldyydy, Das von — 3a2y2x2 abet — 6a2x2ydy —
6a2yzxdx, Dag pon 3ayx4 it 3ax4dy T 12ayx3dy
Und tas oon —x6 endlich — 6 x5dx,  Folalich ift dag ans
gefuhrte Differenyial audy das n.&.; e Diffevenytal von dem
Cubus von ay — xx. (Huf ahnlidhe vt werden in dem
Reftz Ler Unmerfung. bie dbrigen vom M. de Hopital oty
flacten Depipiele erlautert.) : '

'

Anmerfunag.

8. &2 ift hicrbep au bemerFen, daf bey dey Auffuchung
vet Differensialien, fobald cine Brdfe x wadfend angenoms
mén wiutde, ebeh das mit ben Hbrigen ¥r 2, 3¢ gefcbab, b, b,
Dafl wenn x in-xFdx vertvandelt man.bv;., audy y und z, jenes
iy dy, Tefee 111 2 + dz ubergicna, Wenn babet voh bendas
fependen verauderlichen Grdfen einige abrehymen, indem die
andern gunchmen : fo muf man ihre Diffevengialien in Bergleis
dung mit denen der machfenden Gidfien als negatip betrachs
ten, unt folslich bie Jerchen derfelben pebdndecn. Lafit man
baber y und z abnehmen, wenn x wacdft, d.H. (aft many in
y — dy-usd z in z— dz (iberaelen, wenn man x +dx fir x
fest; und will man dabey dasd Differenzial des Produfté xyz
Baben? fo wuf man in dem Diferenzial-Ausdrncke xydzf
Xzdy t yzdx (5) die Jeichen der Gilieder verdndern, tos
vinn fich dy und dz befinden. Dies giebt fire das gefudte
Diffeveriial yzdx — xydz — xzdy.

Jergliebert man nun yum andern (S, 303. 3. 6. vonuns
ten) Die ttanfeenderten FunPtionen, fo Hat man an dem e
gentvastigen Orte, wo nodh nichts weiter ald die bepden

erften Theile dev allgemeinen Mathematif und die Sinleitung
in
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in-die Analpfis ded linendlichen vorausgejest twerden Fann,
feine tranfcendenten Grofen ald
1. die logavithmifden Grofen,
2, die Gpponential - Grofen,
3. die tranfeendenten Grofen, die ausd vem Kreife wents
fpringen, und
4. diejenigen, toeldhe fich aus biefen durdh die UmPehrung
ergeben.
Mas befonders
1, die logarithmifchen Gudfen betrifft, fo find Ddiefelben
enttoeder
a. cinfache logarithmifde GSrdfen, nemlich
«, foqavithmen  vevanderlicher Grdfen im einges
fbrankten Sinne,
8. fogarithmen von Funftionen veranderlicher Grog
fen: oder
b, gufammengefesste, d. b.
«, fogarithmen von Produften und Ouotienten’ veus
andeclicher Gridfien
g. Funftionen, welde aus algebraifhen und logas
vithmifchen Gedfen beftehen.
2. Die Egponential - Grofen find enttoeder,
a. foldbe, bep Denen blof Dee Gpponent, odee
b. folche, Dey denen audy die Srdfe vevanderlid, odee
endlich
¢. folbe, bep denen der Epponent ecine Epponentials
Srofe ift.
3. DieFormender tranfeendenten Sedfien, weldhe aus dem
Keeife entfpringen, find
a A.fn.x
h. A.cofix
c. A, tang.x
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d. A.cot.x
e. A.fec.x
f. A.cofec.x
g. A.fin. verf x
4. Die tranfeenbenten Grdfen endlich, toclde fichausdie
fem dutch die Umbehrung crgeben, find

a fin =

b cof x

¢. tang. x

d. cot.x

e fec x

f. cofegex

g. fin. verfix
Man vergleiche Hicvmit den AbLif ded fedhsten Capitels im
erfeenSheile, 393 — 393,

Huch bis Hicrher ift alfo die Ordnung, in tocldet die
Glemente der Diffevengial: Rechanag gefuntenr und geftellt
weeden muffer. fo leidt wnd natuclich, daff fie gang und gat
nicht verfehlt weeden fann.  Gleichiwonl ift diefe Ordnung
inden tbeigen Theilen dev Mathematif oft dagjenige, twad
die meifte Muhe verucfacht, toie unter anbdern Hr. Schulg in
feinen Mnfangsgeimden der veinen IMathelis, Konigéberg, 1790
in dey Boorede,. &, 3, begeuqet,  Aber vielleicht ift die G
findung der Diffecengialien: dafiie mitdefto groferen Shivies
vigPeiten perbunden? IBir mollen fehen.

Hm von den algebraifden Funfrionen anjufangen, o
hat die Erfindung der Differensialien der einfachen algebrais
feben Funttionen fit denjenigen ficher feine Schivierighet,
et in-der Vermwandlung der Ausddeiicke diefer Funftionen
die crforderlicdhe Fertigleit Defist. Was die sufammenges
fegiten betrifft, fo datf man nur, tenn man die einfachen
Girdfen, welde die Funftion ausmachen, die Theife der

~ ’ Funf:
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GunPtionen nennt, jedesmal dad Diffecengial cined jeder
heils der gegebenen Funftion auf die Act fuchen, ald weny
nut diefer $heil veranderlich und die ubrigen alle beftandige
Grdfien todren, und datauf alle gefundenen Differengialicn
i ¢iner Gumme: vereinigen. Da ferner diefe Negel and
bep den tranfcendenten Funftionen antvendbar ift, fo fommt
¢8 bep dentranfeendenten Funftionen ebenfald voryualih auf
die einfadben §alle ane  IWee fich aber in Unfehung der st
toie Sie Differenzialien davon-gefunden werben, an dagjenis
ge crinnert, wasd im ecften Theile im: fechsten Capitel: fteht,
tird daburch tiberjeugt werden, daf dad Widhtighte ineineny
gefcbicften Gebraudye der Elementar: oder Dev nicdern aliges
ticinen athematis befiehe. ;

Hievaud echelien cinige IMittel, fid vie Criernung dee
Diffecengial Rechnung ju evleidrecn, Dag erfte Defteht davim,
paf man fich fo fetih af8 moalich, und gleich nad der &304

atdacpten affgemeinen Regel, von Der Ridtigheit der vorhin

=g

angefithrten, nicht turd Abfraction, fondern ausd devratur
ver Differenzialz Rechnung felbft dberzeuge,  Died Mittel
ftelt in eined jeden Gemalt, su dem folgenden fware Uebers
einftimmung  unter den SNathentatifein ¢rforderlich. G4
toitede nemlich die Crlesnung und der Gebrauch dev Diffes
renzial: Rednung dadurch viel bequemer werden, wenn man
durchausd fratt der Wurzelzeichen die gebrochenen Epponenteny,
wnd fratt der Sivifor - Dignitaten die Poteftaten mit negaz
tiven Gpponenten brauden wollte,  Hugerdem laft fich audh
mandbe von den gemwdhnlichen. Yufldfuagen febr abfarjen.
Goll 3. B, das Differenzial ded Yogarithmen von x gefunden
werden ¢ fo_ift die gange Aufldfung diefer Aufgabe folgende.

sy dx dx
dix=1xtdx) —=Ix=1a f =)= e
X5 benin
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denn e8 flirht ja aus der Definition des Logarithmen, daf
dx dx R y £

ik =) =" fep. Um ferner das Differen;ial des finus
X 2

pon x 3u finden, datf man nue

d. finx=fin. (x#dx)—hn x=10n.x. cofidx ¥ cofix. fin.d
—={in. x l

fegten,.und fich daran erinnernt, dafl cof dx =1, und 6n. dx

=dx fep, um Dhicraus fogleidh d. fin.x = cof. x.dx'ju

finden.” Den Umftand, dag man Hier cofldx =1, aber

finndx =dx, und nmidt = o, feht, werde i) nacher bes

nupen.

Bey Aufaaben von folher IWidbtiafeit und Brauchbar:
feit, alg den Yufgaben von dec Erfindung dev Differenyialien
gufommt, ifi fehepiel bavan gelegen, daf man fich die Refultate
decfelben feicht und gelaufig ginprage. Bleibt man bep den
einfachen Funftionen. fieben, fo find die Nefultate der ufs
gaben ded erfien Dauptabjdnitts der Differengialz Rechnung
folgende.

1. Von den glgebraifchen Sunftionen.

~
doxtricemanxt=Tdx o= axi-tdx
— ndx
xllTI
n n—m
o d.xM = —x M dx o -—y x0-0dz
m - m
n —HfA—m
— n —ndx
fdl.x Mom—e—gx m dyom—
m m
L mxy x®
A : y ~ zdy — ydz
d.yz = zdy J ydz; d e
zZ L
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2. Yon den tranfcendenten Sunbtionen,

; 2 dx
1) den logarithmifchen Gréfien: d.lx = .;3,

2) den Epponential: Srifen,
d.ax = a*dxla; d.y* = y¥dxly { xy*-Idy;
3.6 = efeXdx

3) den tranfcendenten Serofen, die aus dem Kreife ents

fpringen,
d.A.hn x =%, d.A.cofx :ﬁ'
d-A-tangx=-T—if§—; d,A.cot.x== :dexx :
d.A.fec;x = m—?;—:ﬁ, d.A.cofec.:-::};%‘:__il);
d;ﬁ.ﬁn.ﬁerﬁx == ‘—f_-(—z_}.f_ic-__—_mJ

4) den tranfcendenten Grofen, die fidh aus der UmPehs
rung dec vorfergehenden ergeben,

d.finx = dx.cofix; d.coflx = — dg.fin, x

dx —dx
d.tang.x = —; dicottx = —0nu
s cof x2 {in x2

: dx.fin.x :
d.fec.x = ———— = dxtang.x.fec.x
cef. x=
—dx.cof x
d.cofec.x = T T d x cot, x.. cofec. x
Ny X+

d.fin.v.x = dxfin. x

Wil man fih die Differenzialien, die unter die Form
nxt=xd x gehoven, durd) Wurjeljeidhen audgedruclt, gelau-
fig machen, fo fege man ju den obigen noddp

d.x




L R d d
—_ n i 1 %
doxt =dyx=—x ! dx= f—
n o
n-\r_-,;‘.'l"' I n-‘,f-xﬂ—l
- 1=n q 1
—_ 1 I — ax -—dx
dx Be=gdesr—mcc—x-"idx= e 4
'.J;_' n n_ : -'l_
Y X oy XM T nxy x

Dann unrc“a‘ﬂh*i“c man Poteftaten=Erponenten und Wurs
sel - Gpponenten; e:;lemL Multiplicator 2 und Divifors
Dignitaten, wobon jene cine p.. Tiriocn, Diefe einen negativen
@pponenten haden, und feke t‘- Wurgel: Epponenten der Digs
nitaten, woraus Feine FWurgel gegogen, fondern bdie feldft
genomuren werden follen, fo wie ev es in dec Shat ift, = 1.
Diefed verausgefest, befteht 2as Differengial cince jeden
ﬁ)utef_tét aué drep Faltoven, ;

1. aus dem Differensiate der Lursel,

a, aus einet verandevlichen Grofe, und

3. aus einer Deftandigen Srdje.

M. 1, bittet fidy in jedem Fa (fe won felbft dar; e 3. iftein
Bruch, deffen Fabler dev Poteftaten: Epponent, der Jteanct
aber et 3Duciel: Grponent ift 3 auferdem aber iff Ddiefer
Bruch pofisio den den Multiplicator: und negativ bey den
Divifor Dignitater. Da biefes fehe leidt genicrft e dent
fann, fo fommt e8 vorzuglich auf die in dem Differenglale

enthaltene vetandeslihe Grofe an,  DenFall, toenn die ¢v9

X3

geben® Pofefrat die Form x" Hat, ausgenomimnen, fo gehdit
die veranderliche Grdfe in dem Differengiale gu cben der

vt su weldher die gegebene Poteftat gehdet, d. b, fie it M mit
diefer entmeder eine Multiplicator> oder cine Divifors P’
teftdt. Fuferdem darf man nur bemerfen, dah dag Mucsels
jeichen b fqbeiyalten,. und dec Grponent ber gegebenen Digns

{3t im ecfren Faile um den Wuegel : Gpponenten verminderh
im
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im anbetn um denfelben vermehrt werde. Die Beranderung,
T
i N | — dx ~—dx
ber %all d Ne=d, — = — 2
toelche er Sall d. x d. - e —ent
Vv nyx™I  nxyx

Balt, bictet fich daben bon Telbft dar, und eben fo falle dev

11

®:und i Die Hugen, watun man — ftatt —v"*cl*ﬂdg

fdhreibl

Borausgefest alfo, daf nidt etwa der Betweis det alls
gemeinen Regeln, nad welden man bey der Eefindung dex
Diffcrengialien ju verfahren angewiefen wird, Unftof versirs
fabe; in weldbem Falle id) auf dasfenige vermeife, was i
bepm ecften Theile in den Anmerfungen und Sufdten und
in Deg Vorvede gefagt habe: fo ift bisher nodh alied fo leicht,
daf man fehr unretht thut, wenn man die Diferensials
Rechnung als fehroer betradtet. Selbft wenn man die jreys
ten und folgenden Diffevensialien aunffuden will, Hat man
aufier dem Bisherigen nichts rociter ndehig, indem bey den
gemeinen Funftionien die Differensialion der Grundardfe als
beftandige Grofen betvachtet werben miifen.

Sch laffe e8 bicrbey bervenderi, weil detjenige , dee die
Crfindung vev Differengialien der gemeinen entwickelten, als
aebraifchen forwdhl als tramccnbenten, gunftionien nicht mefe
fbtoes findet, bep den dbrigen Capiteln bdet Differenyialz
NRechnung, wenn ev fie nach einer Culerifden Ynleitung fru-

. diet, gemwiB eben fo wenig Schmierigfeit antreffen twird,

Gern entroicelte ich frevlich die Regeln sur Sefindung dev
Differenstalien aus dem &. 300, mitgetheilten Begriffe dee
tranfeendenten Mathematif und der davaus flickenden Erfls:
rung der Differengials Recbnung s allein da Hber Diefe Re-

Eulevs Diff. Rechn. 2, €h, 1, A6th, 9 aein
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Hetle.

geln beym exften Theile fhon fo viel gefagt worden ift, dag
eine ftrengere Cntwictelung nicht fehlechthin nothwendig ifi:
fo wende ich mich-ju Dem gegenmwartigen jwepten Theile
der  Gulerifpen Anleitung jur Differenzial - Rechnung,
Scb will juvdrderft den nhalt tabellarifh  herfesen, To
toie i folhed auch bey dem erften Lheile gethan hHabe,
und darauf, o e8 ndthig ift Erlautcrungen, und julest die
pornchmiien Anwendungen der Differenyial » Rechnung auf
die Geometrie Hingufigen.

Snbalt
vesd
swepfen S heilsd

Snbalt Ded erfien Capitels.

Bon der Umformung der Reiben.

I. %erertnnerung, § 1.
2, Perwandlung der Reibhen:
ax T bx2 F cx3 T dx% '} ex¥ T
ax — bx? f cx3 — dk4 T ex¥ — . §.2¢18

a) durdh die Subftitution x = ;—E———, §.2 111,

«, BVertwanvlung der Rethen: ax + bx2 + cx3 F dx#
T0.;.8,2:20,
aa, BVerwandlung felbft, §. 2. 3.
bb, Gebrauch des Gefundenen jur Etfindung dee
Summen gegebence Reihen, §. 476,
: y ' wew, 0N
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[ =4

Iy

2. 0fne Ende fortlaufendet, S, 4.

!g ga. begeenster, §. 5. 0.
tl 8. Vertvandlung der Reihe: ax — bx2 f cx3 — dx4

; + 26 $:72 Ll
8 aa. BVerwandlung felbft, §. 7.
bb, Gebrauch des SBefundencn, indbefondere, twenn
=11t 8511
. wa, gt Grfindung der Summen, §. 8210,
ga, e Grfinbung fracfer convergivender Neifyen,
§.11.
g b) duech die, Subftitution x = y(1 —y), §.12.13,
o) dutch die Subftitution x = y(1 £ ny), §. 14.
&) ducch folhe Subftitutionen, daff die Summe der ges
fundenen Reihe tevational wied, § 15.
«. allgemein, §. 15.
g, befondere Falle, §,.16. 17.
e.-toenn fur x tranfcendents Funitionen vott y gefebt ters
den, 9. 18

Snhalt Ded ywenten Capitels,

Won der Erfinding: fummitbarer Jethen.-

1. Son dev Sefindung fummitbacer Reifen aus Reihen,
deren Gumme befannt ift, vevmittelft Der Diffevensiation,
abechaupt, §. 19, '

2, Befondere Falle, §. 20.

2. Boa der Eriindbung fummirbarer Reibhen ausd :I'__;c —
rdix Fx2 + x3 F x4 dixs fac, §20722,
«, durcd die Differensiation und die Divifion ded Ge:
funbenen ducch dad Differensial dx, § 20,
P 2 8. durh

xd

bee

e
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8. durd) eben diefe Mittel, toenn die gegebene Reihe
guvot durdh ivgend cine Poteftat von % multiplicic
fvorben, §. 2I1. ' '

. Anwendung diefer Methode auf Reihen von einee
befiimmten Anzahl von Gliedern, §. 22.

b, Bon der Eefindung fummirbarer Reiben aus geaebencn
twiederfehrenben Reihen, §. 23,

¢, Jon der (Etﬁnbung fummirbarer Reihen raus § = ax
T bx2 § cx3 f dxé +lexs + 1., g 24. und jwar
folcer

e o die Glieder diefer Reihe bdutd die Gheder
diner r:i:iif)mctt’(d;en Rethe multiplicics werden, §. 24,

8. 100 ‘defe Glicder durdy die Siieder einer Reihe det
soeyten Ordnung muttiplicice merden, §.25.

7. 1o Diefelben durch die Cmecr einer ’T‘ictf}" von ivgend
einer Ordnung nrifti pltcict mtriaeu,. §. 26228,

d, BVon der (‘firmbung fiarfer cmwergtsmber Reihen, §
28 7 35,

c. Bon der Cefindung fummirbarer Reihen aug &za-;;—;

I L I
w +c1~x+'m T 6., §.32: 39,

£ Bon ver Grfindung fummitbarer Neihen aus einigen
andeen in der leﬂtung in die %Inalnfté bes ltnenbtts
den gefunbcnﬂn me:n;n,, §. 4::,43

Subalt. 2¢8 Dritten Capitels, -
Bonr der. Erfindbung der Differenien

1. Bon der Srfindung der Differengen, §, 44+ 53.
a, bie erfren 2)1ffmnaen, §.44- 51,
«, allge
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«. allgemcine Formel dagy §. 44749
4. Pefdtigung derfelben an Bepfpicken, § 50, 51,

b, Von ber Crfindung dev jroenten und folgenbm Diffes
vengen, §.52+753.

2. Gebraudy diejer Sheorie in der Lehre von den Reihen,

§. 54 7 69.

Snbalt. deg vievten Capitels,
Bon. der Wermaudlung der Funftionen i NReihen,

1. Q?oreﬁnntua;gcn §. 70. 71,
2. Berwandlung der gmt‘tsnnﬂn in Reiben, §.72: 102,
a, %mtmanblunq der Juntiion x», §.72.
x, Berandlung ‘Jlei‘er ﬁunftwn in Rethen,
2. Gebraud mevfev NReibeny, 5. 76
y. Grweiterung Ved vorhergehenden auf alfe algebrai:
fibye Funftionen t\s_i{ x; 87 | |
i*;s“erm_aubiu;rg ber tranfcendenten Funbtionen, §. 78-102,
«, Beroandlung der Fuaftion y = 1x, §. =8+ 8o,
ﬂ‘crmanb!‘ung bee ‘tunftwn y = a?, §. 8L, 82.
v. Berwandlung der %uuftwn y=A.flin.x, §.83.84.
¢. Berwandlung der Funftion Y= = A.cofix, §.85.
«, Werwandlung der Funbtion y = A tang. x,§. 86 87.
é‘ Beroandlung des Funftion y = A.cot.x, §.88.
1, Folgen aus dem Bishevigen, twenn fm' x und « bes
fiimmie SWerthe gefeqt toerden, §, 89.
3, BVerwandlung der Funftion y = finex, §.95:97.
«. Berwandiung der Funftion y = tang.x, §.93.
2. Verwandlung der Funftion y = 1in. x, §. 99,
. Berroandlung der Funftion y = A. Hin. x, §. 100,
#, BVerwandiung dey Funftion y = e¢¥finunx, §.101.102,
23 Suhalt

'“ﬂi

l'..’l




i

238 Unmerfunger und Jufasie suim gwevten Weile,

v LTI |
Subalt des sten: big 7ten Eapitels
Won ver Erfindung der Summen det Neihen aus
bem allgemetnen. Gliebe.
1. Borevinnerung, §. 103.
2, Bon der Erfindung der Summen der NReiben aud dem
aligemcinen Gliede, §. 1042 .

—

d, Vo e Mfintung der Summen dev Neiben, deven

allgemeines Sidd ax®™ +.bxP 4 cx¥ F 1 ift, toenn
@, 8; v, M. ganje Dofitive _-;mf} en bedeuten, §.104.

b, Von der Grinbung der Summen der Reiben, deren
allgemeined Glied trgend ciner Junftion von Dem Un:
jeiger x tjt, §. 105,

dy ddy
> mittelft Der Kormel: S—— - § ———
" ':'Bltlmtttt ft der Forme T y—4A*t S

d3y d4 y
RS g AR
6dx3 24dx4
ga, Betoeid diefer Fovmel, und Beftimmung der Falle,
wo {ie gebraucht wetden fann, §. 105. 106,
bb. ZUnwendung derfelben auf etnige eingelne Falle,
§. 507, 108,
B Bermittelft dev Formel: Sz.= {zdx + iz ¥ Id—é;
29T Y NATE S g it S s
r2:3.gdx3 0?2 023005 dxS
§. 130, too z irgend e¢ine Funftion des Ynjeigers
x porfrellt; § 109,
az:  Beweid dicfer Formel; §. 1092130,
bb:: Bebrauch decfelben, wenn z eine gange rationale
Sunftion von x ift, nebft andeviveitigen Vemers
fubgen daviiber; §o1317130,

20y §. 1054108,

ec, O
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Secfelben, toenn 'z irgend eine andere

aftion ven x ift, im fedsien und fiebenten

bad Sntegral fzdx gefiinden und die
d» ‘ddz 43z
-, tc. bequem ges

ax ;i;x';: d.:-.3
ekt toceben fonnen;, M fechsten

- s ‘\.
nig audgedt

(\;l: ‘:[_..l"-{:-'lc
gp, Sean dicfer Zall nicht fatt findet, im fichens
ten Gapiel
Spo vicl jur allgemeinen Ueberficht, die genauers Darz

ommenen Ganges foll, 2a

frellung des pom Merfafjer gei
den fann, nadz

bicfelbe nidt fuzlicy cabellatifep gegeben wet

bee felaens

ilialt e achien Capiteld.
o - dem Duben  der Dyifferenyial = Rechnung Be
¢ 1
Cormirung oer MRethetts

1. Kurye T,?v‘aix:béri)elxzrzg befien, toas fonit fchon fiber dieFors
mitung der Reihen aefaat worden ift, §.198. 199,
2. Bebsaud Dev Eiﬁerel'-.s,ials’i"{edgnwg baben, §. 200.
{2 s=(AtBxtCxx)",

- LS

a. Hey Dot Cntwidelung vet Forme

§.200. 205
b, Pey ter Entwictelung det Formel:
s— (At Bxt Cx2 +Dx3 T Ex4 Fi¢)8,
§. 2025 204
. allgemein, §.202.
2. 'toenn n et gange pofitive Bahl, §.203.
». toenm n eing negative Rabt ift, §.204
D 4 “e. By




340 UnmetFungen und Jufabe sum soenten Theile,

€, Bey der Catwicdelung der Sormef:
[‘.'{-E ‘I‘L*(-‘*'f‘[}x-*’i‘rf.
(a-.-t-,?m f vx2 o 0x3 o oex4 F :{‘n
dv Bey ber Entmictelung dev Formel:
(t‘u T By hCx2 Dx3 4 3¢,)m
T (Gt s x® £ 0x3 Texa b 207

3. Gemeiterung dev Lehre von dec Umfmmuaq ber Reifen,

§. 205, 206,

§. 200.
a, Peewandlung der Reifie A + Bx § Cx2 §Dx3 §5xd
¥ 2. _ |
D/ Bx Cx2 g D3

n 2
wipx (a8 T3 | (a1hn)R

'§. 209, 216,
rg-l 3 W Nrg2 ,}‘ %_.axg N'x & Birey

3¢,

fgu n“.}‘ ﬁx'f'yxg (*T!E'X’i‘y'xl)z (u.}.ﬁx?tixzji
_.'i:_l_c_": 5-21(3'21'2. :
Sll E! X gl“‘{z
t

u-'f'ﬁx (wf,&x)(ee “48°x) * («tBx)(a$R ‘x)(«'"18"x)
T w6, §o213.
5 Anivendiing diefér Bertoandluny auf breptheilige Fafs
toveit, §.214. 215,
aa, augemciw, §. 214,
ab wenn x = — i {f, §. 213,
b, ﬂiermanblung v Reihe: I(s b dx § ax2§yx 3¢ 0x0iac)
in Ux f Dx2 ¢ Cx3 § D2 2., § 216,

c. Berwanblurgbct“{c:f)e' axtAx2f yx 34 3x8E S

in pf Uc  Bx2 § €x3 + D4 § Gx5 F1c., §217

rod. Berwandlung der Reihe: fin.(ax}8x2 f ox 3¢ 0x4t20.)
in Ax & Bx2 F Cx3 4 Dxa + 3., §.218. 218.

. BVerwandlung von s = cofix, nebit den daraus flief

fenden Ausdrien fite andeve trigonometyifibe Linien,

§ 2207226, ‘
Ssnhalt
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Snhalt Des neunten Capitels,

Bom DRuben der Dtﬁu:enomf : Rechnung bey det
Anfldjung der Gleichungen.

1. Vorbereitinng, §.227-229, :
s, Bom Nupenr det Differengial - Rechitung bép bdex uflds
fung ver algebrhifden Gleidhungen, §. 2304 241,

5. Grfte Anwendung der Diffevengial: Recdhynung bey det
@rfindung der Warzeln, §. 230. 231.
&, gegebener veiner Gleidungen, §. 230
v. jeder aegebener Gleichung, §.23L.
&, Weitere Entrvicfelung’ und Bervollformmnung diefer Hees
thode, §. 2325241,
«, Sedmafige aligemeine uurmcl jur Grﬁnbung bet
MWurgeln der Gléidungen, §.2321235.
8, ®ebraudy diejer Formel, §.236.
23, Bety Der Mussichung dev Purjeln aus gegebenert
Sahlen, §. 236
«k, allgemeine Anleitung dagu, §.236. 237.
8. Beyfpicle, §.238.
wy. Bectirgungen ded befdhvicbenen Sefdhaftes,
§.239. 240.
hb. ey der Grfindung der Wuryeln dev algebraifdhen
Gleichungen uberhaupt, §.24r.
4. Bom Nugen der Diffeveniial - Rechnung bep ber Auflds
" fung der tranfcendenten Gleidungen, §.242. 243
a. Der logatithmifchen, §.242.
b. der Epponential: Gleidungen, §.243:
o ok




y42 Anmerfutigen und Qufake jum zwenten Theile,

4. Bom-RNupen-dev Diffevenzial: Nechnung bep der Aufld:
fung folayes Gleichungen, von peren 2Wurgeln cin ge
toiffes Berhaltnif bePannt ift, §. 2447249.

4. 0enn die Wurelnr deét gegebenen Gleichung um eine
guwifie Grife unteefchieden jind, §. 244
b, SRenn die gegebene Gleichung mehreve giciche Wurjeln
fat, §. 245,
«. SWenn fie deren ey Hat, §.245. 246.
8, ena fie deven drep bat, §.274. 248.
a SIBenn fic deven vier Hat, §.249.
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